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.  Zar  Geschichte  des  Dualismus  in  der  Geometrie. 

Van 

Hemi  Olierschuliaili  Di.  J.  //.  T.  Müller 

zu  Wiesbaden. 

Eimender  dieses  hatte  in  »einem  Lebrbuclie  der  Stereo- 
metrie (Halle  1851)  am  Schiusne  in  den  bistoriacbeo  rVotise« 
bemerkt»  dass  er  die  ersten  Spurea  des  Dttalisroos  belMaoro* 
lycDS  (D.  Francisci  Manrolyci«  Abbatis  Mess^neDsis« 
Opnscala  matbematica.  Venetiis  MDLXXV.  4.)  gefonden« 
Bei  der  Seltenbeit  dieses  Werkes  dfirfte  es  Tieileicbt  Mancbem 
erwOnscbC  sein,  die  betreffende  Stelle»  deren  Bllttbeilung  dort 
unterblieb»  wSrtJich  kennen  zu  lernen.  Sie  findet  sich  In  der, 
wahfucbeislieb  1532  geschriebenen  Vorrede  sn  seiner  Uebersetzung 
des  13.  fincl»  der  EulcUdiseben  Elemente. 

Quinque  sunt  solida  regofaria  Gconietrarum ,  scilicet 
cubuK ,  »ive  hex:ihrdrii?n .  quod  sex  basibiis  fjnndrati«,  et 
octo  anguii.s  soiidijj  claiiditur.  Octahedruni,  quod  orlo  tri- 
angulis  basiliu«»  et  sex  angtdis  solidi^  linitiir.  iinde  haec  sibi 
invtcem  correUtiva  sunt:  quia  quot  ba^e»  babet  unuiu,  tot 
solidos  angulos  bnbet  reliqiiura.  SeqtiUnr  fcoshaedrum  viginti 
triangulis  bnsibu.s  et  dnodecim  aogulis  solidis  cnnstrurtLim. 
Inde  Doderabedruni  suh  diiodecim  basibus  penliicjonis  et 
Tiginti  angulU  fioiidis  clausuni,  et  est  aliud  par  curroiatU 
voruni  corporum  vicrssim  alfernans  bashim  etangulorum  nume- 
Toni.  Quintum  vero  soiiduin  Pvraniis  unicum  est,  ac  8oli- 
tarium,  correlativo  carens.  ipsum  enini  niet  sibi  respondet: 
quanclr)qaidem  qoatuor  tnaogitias  bases  et  totidem  solidos 
sortitur. 
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Der  von  IVIauroIvrns  jür  unser  „dual**  gebrauchte  Name 
correlativ  ist  sehr  Ixv.ok  lincnd  und  läs*it  vermuthen,  das»  jene 
Gec^^nnlifTstelhmf;  der  regulären  Polveder  kein  üüchtiger  Einfall 
•  ge*vet.en ,  isonderii  bei  ihm  ;mis  ;in(l«M  \\ citifjeii  Studien  hervorge« 
pangcii  sei.  Diess  bestiitii;t>t  sich,  wenn  man  dessen  Arithmetik 
(Ej.  Aritinneticorum  librl  duo,  nunc  prinium  in  luceni 
editi.  Yen  et.  MDLXXV.  4.)  veri;  leicht,  worin  er  sich,  der 
damaligen  Richtung  gemäss,  namentlich  mit  den  tigurirton  Zahlen 
beschäftigt.  In  der  Einleitung  zum  *2.  Theile  des  1.  Btichcs  be- 
handelt er  (nie  es  scheint  zum  ersten  Male)  die  centrale  An- 
ordnung der  Punkte  in  den  regulären  Kurpern« 

Seite  47. :  Agenduni  nunc  de  solidis  regulailbiis  centralibus. 
In  quibus  Semper  vnitas  in  centro  pouitur  sicut  et  in  planis  nume- 
ris  centralibus.  Sed  opereprecium  est  intelligere  inprimis  quo 
pacto  disponendae  sint  caeterae  unitates,  et  quibus  in  locis,  ad 
efformanda,  ut  decet,  talia  solida  nuroeralia.  Ncc  dubium,  quin 
in  singalis,  posita  unitate  centri  tarn  per  singulos  solidos  angulos, 
quam  per  singula  basium  centra  singulae  sint  unitates  disponen« 
dae.  Itaque  cum  pyramis  habeat  quatuor  angulos  et  totidem  hases, 
babebit  cum  central!  unitate  novem  unitates.  Cum  autem  octabe* 
drum  habeat  sex  angulos  et  octo  bases  et  centrum;  habebit  uni- 
tatee  quindecim.  et  totidem  unitates  cubus:  quandoquidem  habet 
an»ulos  octo  et  bases  sex  et  centrum.  ünde  sicut  secundus  ab 
unitate  octahedrus,  secundo  adequatur  cubo;  ita  et  tertius  tertio, 
etc.  ut  postea  demonstrabimus.  Deinde  cum  ieosbaedrum  babeat 
12  angulos  solidos,  bases  autem  '20  et  centrum;  constituetur  ex 
unilatibus  33.  et  ex  totidem  unitalibus  dodecabedrus»  ut  pote  qoi 
habet  angulos  20.  bases  12  et  eentruni,  hoc  est  secundus  Icos- 
baedrus  secundo  Üodecabedro  aeqnalle  est»  Et  similiter  deinde 
lertius  tertio  etc. :  et  sequentcs  sequentibus  aleguli  angolie  Icee- 
haedri  Uodecabedris  in  infinitum  semper  adoequabnntiir  propter 
eandem»  quae  io  Octabedro  et  Cobo;  r^ciprocam  angalorum 
et  basium  Dumerorttm  aequalitateni.  Sed  quo  pacto «eqaen» 
tes  solid!  numeri,  hoc  est,  seqoentium  loceroni  formeiltur^  «itdi. 
Nec  te»  '  perspicacissime  lector,  tacdeat  ea  perpenderoi  quae  ad 
bujusmodi  nomerarias  formas«  ab  aliie  omisaa«  et  ad  epeciilatioDis 
Arltbiaeticae  perfectionem  maxime  spectant.  Oegeoaces  enlm 
proprletateä  earom  notatu  dignisaimaa,  nec  oiei  enrieal^  isgeoii« 
patulas.  ImagiDor  itaque  in  hiace  quinqve  elngTaUe  r«gii|aribas 
aelidie«  a  centro  ad  angulos  educi  aingolas  semidiaoietroa:  qnae  . 
qnideni  kt  pynanide  erunt  4,  io  ocUhedro  6|  in  ciib<^  9* .  in  icon» 
l^aedro  12 ,  io  dedacafaedro  20:  quot  neilieet  nnnt  nelidi  migiili, 
aen  verllGen  aolidontni.  Deinde  in  iisdem  intetligo  linnmln.  Inlern 
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quae  vertices  Ipsos  coniungunt  in  pyramide  scilicet  latera  6.  In 
ortahcdro  12.  In  cubo  totideni.  In  icogbaedra  30.  In  dodecabe- 
dro  totideni.    C^uac  quidcni,  cum  scmidianietrit»  latera 'siogula 

biois  totidem  triaugulos  continent  quot  sunt  latera. 

» 

Aus  Letzterem  ergiebt  sich  zugleich^  wie  nahe  Maurolyens 
bereits  dem  Eaierecbeo  Satze,  flass  «-f/'sA-l'S«  gewesen  ist 

Die  Verfolgung  des  oben  angedeuteten  Zweckes  hat  unwill- 
kurlich  in  ein  anderes  Gebiet,  das  der  figurirten  Zahlen  im  wel* 
teren  Sinne  des  Wortes,  geführt,  und  vielleicht  bei  Mancbem  die 
Frage  nach  des  Maurolycus'  Ceutralzahlen  der  SttCcessiTeo 
regulären  KSrper  mit  längseinander  fallenden  Halbmessern  ange- 
r^t  Da  die  frurtliche  ftlittbeilung  dss  Original  hier  zu  viel 
Raum  in  Ansprach  nelpmen  w9rde»  saiiial  Ibr 'die,  DarsteUong  de^ 
Ceutralzahlen  der  ebenen  Polygone  vorausgeben  mllsstes  se  frlrd 
ein  kurzer  Auszug  aus  dem  Ganzen  genügen  und  vielleicht  selbst 
erwünschter  sein. 

Den  Mittelpunkt  jedes  rei;nl;ircn  ebenen  Vielecks  sieht  Mau- 
rolycus als  dessen  Kern,  als  die  Einheit,  an.  Aus  diesem 
zieht  er  nach  allen  Ecken  die  Halbmesser.  Dann  ist  die  Zahl 
jedes  Halbmessers  =1,  also  die  pentralzahl 

.  des  Isteo   Secks,    4ecks»  Secks,.... 

=     1+3.1,  li4.1,  1  +  5.1,  

Werden  alle  Halbniesser  verdoppelt  und  zu  deren  Eodpuukten 
die  2teo  Vielecke  construirt,  so  sind 

;  ■  ' 

die  Zahlen  dieser  Halbmesser.  Hierzu  kommen  jetzt  noch  die 
Ualbiruii^spunkte  der  neuen  \  ieleckäseiteu,  so  dass  die  Central' 
aabien  der  zweiten  Vielecke 

=  1+3.2  +  3.1,  1  +  4.2+4.1,  1+Ö.2  +  5.1,.... 

Dorch  Verdreifachung^  der  Halbmesser  gelangt  man  zu  den 
dritten  Vielecken,  deren  Seiten  zu  dritteln  sind,  weshalb  die 
Geotrabableo  der  3ten  Vielecke 


=  1  +  3.3+3.3,   1+4.3  +  4.3,   1+6.3  +  5.3,.... 
■bd  dto  der  iiteik  Vielecke  

*lfl:S^.*-f3— 1  +  4.H+4.— j-j-^,  •  lfö.ii+5.-^ 
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Baut  man  aqs  dieaeo  sttcce«8iveD 

decken.  4ecken»  SedceDy.» 
mit  den  Centraliahlen 


1. 

l. 

1  y   •  •  •  • 

4 

5 

0 

10 

13 

.  16 

19 

25 

31 

31 

• 

• 

41 

e 
• 
• 

51 

« 

« 

•              •  ■ 

5-,....  seitigen  Pyramiden 

Centralsablen)  dieser  Pyramiden 

1, 

1. 

]    f    9  •  %  • 

6 

7 

15 

19 

34 

44 

.64 

05 

85 

105 

Die^e  hier  erhaitenen  Warthe  tiuo  eetxen  uns  in  den  Stand,  die 
Centralaahlen  der  regnlaren  Polyeder  an  finden. 

Wie  bei  den  Polyj'oljen  bildet  nach  ]\I  aurol  vciis  auch  bei 
den  Polyedern  der  Mittelpunkt  dessen  Kern  oder  das  uuUte  Po- 
lyeder mit  dem  Warthe  1* 

Ann  dfeeem  Mittelpunkte  werden  die  Haihmetser  naeh  allen 
Polyederseheiteln  gezogen  t  wodnrch  eben  ao  ¥iel  Dreiecke«  als 
das  Polyeder  Kanten,  und  eben  so  viel  Pyramiden  bestimmt  shtd» 
als  das  Polyeder  Fliehen  hat 

Die  2ten»  3ten,  4ten,....  zugehörigen  Polyeder  erhält  man 
durch  Ver-  2-»  3-^  4*»....  fachung  der  Halbmesser  der  ffiof  Isten 
Polyeder,  wenn  durch  die  Endpunkte  der  VerUogemngeB  dio 
entsprechenden  Ebenen  gelegt  werden. 


Demnach 

hat  das  Tetraeder  •  .  .  • 

„  Oktaeder   •  •  •  « 

„    n  Hexaeder   .  .  •  • 

w    „  Ikosaeder  •  .  •  . 

„  Dodekaeder  .  .  * 


HalbmeMcr  'Drefeeke  PjfwnHm 


4 

6 
8 
19 


6  4  dseltigs,. 

12  8  Sseitlge/ 

12  6  dseitige, 

A  20  Sseitige, 

30  12  6selt%«k 
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Nach  Manrolycus  nun  «ind  fiirdle  Iteii,  2ten,  3ten,  4teii,.^. 
Polyeder  die  Zahlen  fflr  die  Dreiecke  =:    0,    1«      3,  6, 

die  Zahlen  filr  die  SeeitTg.  Pyramldeo  =    1»    5,    16»    34» .... 
n      »f  9,  4seitig.       „       s    1»    6»    19*  44,..«. 

n     »     9,   »9  Seeltig.      ,»      =s    1,  -7»    23,  84».... 

Vergl. 

Hteroach  ergeben  sich  folgende  CentraUehlen  fttr  dielsten» 
2teii.  3ten»  4len,....  Polyeder»  und  awar 

ftlr  das  Tetraeder: 
Kern,  Hallun.,  Dreiecke,  Pj^rain. 
1  +  4.1  +  6.0   +  4.1  =  Ü 

1  +  4/i  -f  HA   -I-  4.5  =  36 

1  +  4.3  +  6.3   -I-  4.15=  91 

i  -I-  4.4  +  Ü.a   -f  4.34=lbU 

•  e  •  •  e 

•  V  *  *  9 

•  •  «  •  1 

für  (lais  Oktaeder:        fOr  da»  Hexaeder: 
1^0.1-1^12.0+8.1  =  15  =  l4^b.l-|'l2.04^a.l 

146.2412.1-1-3.5  =  65=^146.2412.146.6 

1  +6.3  +  l.-^3  +  8.15r=J75:^^  l+8.3+lL>.3  +  0.19 

146.44 12. 648.34=^^x148.4412.646.44 

c      :         :  : 

für  das  Ikosaeder:  Wr  das  Dodekaeder: 

14 12. 14  30.0  4  20.1  =  33=1420.1430.0412.1 
1412.2490.1420.6  =155=1420.2430.1412.7 

14  12. 3  4 30. 3  4  20. 15  =  427=  1420. 3 430. ;i+ 12. 2.; 

1412.4430.6420.34:=:  909=1420.4430.6412.54 
.  .  .•*.. 

•  •  .Sil! 

i         t         t  :::::: 

Sehliesslicb  aei  noch  bemerkt,  daas  von  den  Heiben  in  (0), 
ntiiitUcli  vou 

1,   5,    15  ,   34  ,  65,.... 

1,   6,    19,    44.  85  

1,  7»  23»  54,  105,.... 

«Ue  ftten  Glieder  beziehungsweise 

«.n*4j  »'-^tJ  ft.öw^H 
^1.2    '    '    1.3     •  ~i.6^ 
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Von  den  drei  Ueiheo  uotterer  CentraUahleii  aber,  näinlicti  von 

j.    9,    35,    Ol,  189,.... 

;      .r     "I,   15,    65,    175,   369, .... 

1,  33.   155  .  427  ,  909,..,.  *  ' 

erbalteo  wir  aU  »tes  Glieds 

(2it<-l)(tt2— n-M)  für  das  Tetraeder; 

(2i.-l)(2««-8i»+l)..  Hexaeder^ 

/n         /le  u    tf.iv  Ikosaeder 
(2«-l)(5n».5i.+l)..    „  o^aekaeder- 


II. 

Geoolbtrische  Aufgaben  durch  Berechnung  gelast 

Von 

Herrn  UtUer, 
Oberlehrer  an  der  Köaigllchea  Kealtehnle  an  Berlin. 


Die  L^äimg  einer  f^onietriadien  Aufgabe  dureb  Ceoalnictioa 
au  treleo,  iat  oft  eine  Sache  dea  Zufalla;  in  nicht  wenigen  F8l- 
len  iat  man  dea  Erfolgea  bei  vorh ergebender  Berechnung  gewia* 
aer.  Allerdinga  ist  die  Conatruction  gefrObnIieb  kflraer  and  ete* 
ganter,  die  Berechnung  nicht  aelten  weitllnftig  und  acbwerföllig. 
Dagegen  gelangt  man  biaweilen  auf  dem  berechnenden  Wege  aor 
gana  allgemeinen  Conatruction  algebraiacber  Aaadriicke.  leb  biaae  ' 
ein  paar  Beispiele  aolcber  Luaungeo  durch  Rechnung  folgen ,  die, 
meines  Wissena,  noch  nicht  verolentlicbt  aind,  obgleich  LHauo- 
gen  durch  Consiruction  allgemein  bekannt  aind. 
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Aufgabe»    Ein  beliebiges  Dreieck  in  ein  gleichseii 
tige8  zu  verwandeln.    (Taf.  I.  Fig.  1.) 

Gesetzt,   ABC  ist  das  gefundene  gleichseitige  Dreieck  und 
AD  ein  Loth ,  so  ist 

AC^  =  ALß  +  Z>C«. 
und  da  DC=ißC==  ^AC: 

AC^  =  AD^-h\AC^, 

oder 
oder 

iAm  =  3AC*^ 

also 

2AD=ACv:i 

oder 

AD  =  i^Cv3. 
Da  aber  DC=  \AC,  so  verhalten  sich 

AD'.DC=\ACV^i\AC, 

^d.  h. 

ylZ):/)C=  V3:l. 

Zieht  man  AE  parallel  DC  und  CE  parallel  AD^  so  ist  das  Rechteck 
AECD—  Dreieck  ABC.  Die  Aufgabe  irird  also  gelöst  sein,  wenn 
man  das  gegebene  beliebige  Dreieck  in  ein  Rechteck  verwandelt, 
dessen  Seiten  sich  wie  V3:l  verhalten. 

Man  verwandelt  also  zuerst  das  gegebene  beliebige  Dreieck 
In  ein  Parallelogramm,  dies  in  ein  Rechteck,  das  Rechteck  in 
ein  Quadrat.  r 

Gesetzt,  abcd  (Taf.  I.  Fig.  2.)  sei  das  Quadrat,  so  muss  dies 
einem  Rechtecke  gleich  gemacht  werden,  dessen  Seiten  sich  wie 
V3:l  verhalten. 

Es  sei  dies  das  Rechteck  ccffj.  Da  man  die  Länge  der  Seite 
ce  nicht  kennt,  werde  sie  mit  :r,  und  «/  mit  y  bezeichnet;  oiler 

da  x:y=V3:I,  so  ist  y  = 

Wird  nun  das  Quadrat  /i6c<i=l  gesetzt,  so  ist 

x—-\ 


I 


^  Heller:  Geumeirische  Anff/a^en 

oder 


und 


_  V3. 


Die  Conetructiou  dieser  Ausdrücke  ergiebt  sieb  auf  folgeucie  Weise : 

.  Legt  man  die  Seite  des  Ooadrats  in  Taf.  I.  Fig.  2.»  das  man 
dnreh  Venrandlnng  bekommen  bat,  und  welches  manr,  wie  seine 
Seite  8=1  gesetit  hat,  doppelt  an  einander  in  mn  (Taf.  I.  Flg. 3.)» 
ond  BcbUgt  von  ihrer  Mitte  o  einen  Halbkreis,  trügt  ferner  von 
n  aus  die  Seite  des  Quadrats  =1  bis  p  ab  und  sieht  mp,  so  ist 
diese  Linie  m;»=sV3. 

Verlängert  ma^)  mp  um  die  Seite  des  Qii;if!rnts  =1  Iiis  tf  und 
schlägt  von  r,  der  fSJitte  der  Linie  einen  ilalbkrpis .  nnd  trägt 
von  p  aus  io  diesen  die  Differenz  V<i — 1  bis  s  ab,  zieht  alsdann 

qtf  SO  ist  diese  Linie  das  Doppelte  ^on  v3,  und  Ihre  Hälfte 
gleich  der  einen  Seite  x  des  gesuchten  Rechtecks.  Denn 

also 
und 

Mau  sieht  sogleich»  dass  durch  Fortsetsung  desselben  Ver« 

.  .  n 

(abreiis  «ich  eben  so  wärdeo  v3,  v3  und  überhaupt  v3  (it  als 
ganse  positive  Zahl  genommeo)  construireu  lassen. 

'  Errichtet  man  Icrner  über  js  ein  Quadrat,  theiU  es  in  <i  gleiciie 

Rechtecke  und  verwandelt  eines  derselben»  welches  also 

"3  ^  V3 

oder  ^  =     d.  h.  gleich  der  andern  Seite  des  gesuchten  Reeht* 

eckes,  dessen  Verwandlung  in  das  verlaugte  gleicliseitige  Drei* 
eck  sich  aus  Taf.  1.  Fig.  !•  ergiebt« 

Oder  —  da  aus  Taf.I.  Fig.  1.  deutlich,  dass  ^ACE^^H  tut,  — 
man  legt»  wennx  gefunden  Ist»  ati  den  einen  Endpunkt  derselben 


Digitized  by  Google 


4CKrr*  ßereeknuHti  geUfsf, 


9 


einen  R,  an  den  andern  einen  Winkel  =1R  an;  die  Linie,  die 
mit  4en  R  bildet,  ^vird,  bi«  sum  Durebeeboittoponkt  mit  der 
anderen  angelegten  Linie»  y  sein. 

in  eineiu  Lelnbuche  der  (leometrie,  welche«  dem  önterrichle 
in  einer  preussiäcben  höheren  Lehranstalt  xu  Grunde  p^elcgt  wird, 
tindet  sicli  folgende  Lfisuris  der  vur.steb enden  Aufgabe,  —  eine 
Losung,  die  so  abenteuerlich  i^t,  daes  icb  mir  ihre  Mittbeiiung 
uicbt  versagen  kann. 

«»Anfliisong.  Blan  gebe  dem  gegebenen  Dreiecke  einen 
Winkel  ?on  ;R;  und  es  aei  il^C  (TaCL  Fig.  4)  dae  aaf  diese 
Weise  entstandene  Dreieck,  dessen  Vinkel  bei  B  jene  GrOsse 
hat  Man  lege  nnn  in  A  auch  einen  Wkikel  ^on  JR  an»  wedurcb 
das  gleicbseitige  Dreieck  BAD  entstebt,  balbire  CD  in  G  und 
siebe  GE  parallel  mit  AD,  so  Ist  BEG  das  gesncbte  Dreieck." 

Bei  dieser  Construction  wird  vorausgesetzt,  wenn  ^  HKG 
=z\BAC  sein  soll,  dass  \  CFG  =  ^  AFE  .i^t  Das  Letztere 
»cbeint  der  Eründer  dieser  Con^trnctionsmethode  ohne  Weiteres 
desbaib  angenommen  zu  babea,  weil  CG^  GD  =  EA  ist 

Jene  Dreiecke  aber  sind  nngleicb.  Denn  verbindet  man  A 
nnd  Gm  so  mOssten,  wenn  ^CFG  und  ^AFE  gleicb  sein  soll- 
ten» aacb  ^CAG  und  ^AGE  gleicb  sein,  da  au  jenen  Drei- 
eekev  nur  das  gemeinscbaftlicbe  A  GAF  binsugekommen  ist 

Nun  sind  aber  t^CAG  und  \AGE  ungleich;  denn  sie  haben 
zwar  die  gleichen  Grundlinien  CG  und  £A ,  aber  ihre  Huben  AH  . 
und  GK  sind  ungleicb,  da  GK  <  DL,  DL  aber  =AH  ist 

Fulglicb  sind  auch  ^CFG  und  ^AFE  ungleicb,  also  auch 
das  construirte  Dreieck  BEG  dem  gegebenen  ungleicb. 

Man  siebt  aus  dem  Obigen,  dass  es  bei  dieser  Constructions« 
weii«e  auf  die  Annabme  binau:$läufl,  als  konnten  Dreiecke  Ton 
gleichen  Grundlinien  und  ungleicben  Huben  dem  FIficbenranme 
naeb  einander  gleicb  sein. 

In  einer  anderen  Aufgabe:    ..Ein  beliebiges  Dreieck  in 

ein  Dreieck  zu  verwandeln,  dessen  Winkel  gegeben 

t»ind'',  wird  die  Sache  auC  ähnliche  W^ei«e  angestellt. 

• 

D«  b.  wenn  ABC  (Taf. L Fig. 5.)  das  Dreieck  Ist,  indem  man 
den  einen  gegebenen  Winkel  bei  B  sehen  angelegt  bat»  -  so  soll 
der  andere  Winkel  bei  A  an  BA  angelegt  werden,  so  dass  BAD 
der  zweite  gegebene  Winkel  Ist;  es  soll  ferner  CD  In  JE  balbirt  nnd 
£FparalleliliD  gesogen  werden,  um  -  A  V^Es^^BACmhekommm^ 


Digitized  by  Google 


10  BeUer:  GeomeUUeke  Amfit^tn 

Aber  dlMe  CoB«tnictioii  lat  wiedenini  labdi. 


ÜeiiD,  bezeichnet  man  AB  mit  c,  BC  mit  a,   CD  mit  6, 

CK  inU.|«  mit  so  tnii«s  sieb»  da  FE  parallel  ADWi,  ver- 
halten; 

d.  b. 

Ferner  ist,  %venD  ^BEF  =  ^BAC, 

ac 

1^= — 5' 


d.  b. 


foiglicb  niaaate 


nein,  oder 


oder 


oder 


oder 


«'+^2^  +  j  =  o*  +  a6 


6* 


welebes  fiilache  Resultat  aar  too  der  aaricbtigeo  Annahuie«  dass 
^BEF=s  \  BAC  \8t,  herrührt. 

Solche  Coiistrttcti onon  den  Schülern  vormachen, 
das  beisst  doeb»  sie  hinter  das  LiolH  ffibren* 


« 
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Die  richtige  constructive  Lusong  Igt  bekanntlich  dieser  zwei« 
ten  Aufgabe  mit  der  ersteren  gemeinsam.  Wie  bei  jener  aber 
setze  ich  auch  für  diese  Aufgabe  eine  auf  Rechnung  gegründete 
Lösung  her. 

Gesetzt  wieder,  i4i?C  (Taf. L  Fig. 6.)  sei  dae  Dreieck,  dem 
man  schon  den  einen  Winkel  hei  B  gegeben  hat,  2LBAD  sei  der 
iweite  Winkel,  der  dem  ta  constmlreoden  Dreieck  gegeben  wer- 
den soll  9  so  baodeU  es  sich  daram,  zwischen  Cuadlldeii  Puukt 
n  iiaden,-  von  dem  aus  die  Parallele  mit  AD  gezogen  werden 
IMM»  durch  welche  ein  dem  ^  ABC  gleiches  Dreieck  entotebty 
welches  eineo  dem  ^BAD  gleichen  Wiokel  hat. 

Ist  F  dieser  Psnkt  and  FG  die  Parsliele,  so  werile  BC  mit 
«9  CD  mit  6,  BA  mit  c»  die  socb  nnbeluinnte  CF  mit  ar,  die 
«benfalls  noch  tinlieimnnte  GA  mit  ^  beselcbnet   Danadi  ist 

tSoIleii  die  Dreiecke  CFU  und  GAH  gleich  sein,  was  bei  der 
Lufiung  der  Aufgabe  stattfinden  ojuss,  so  niuss  QC  parallel  Ah'  sein.  . 

Alsdann  rerhilt  sich: 

und  da  auch  GF  parallel  ÄD^ 

(c  — :|f  =  (ö  +    :  (6 — 

folglich 

a :  2  SS  (a -f) :  (A^dr) » 

oder 

«    — a;)  =    (a  -f  a-) , 

.  OjE  =  SJT 

ab  =:  2aa:  -f  x\ 

Die  Constmctien  ist  also  so  an  maeben,  dass  die  Gleichang 
s^-f  2<r;r  =  «f6  stattfindet 

* 

Zu  diesem  Zwecke  schiäst  man  um  ßD  einen  Hiilhtcreis,  er- 
richtet in  C  ein  Loth ,  das  den  Halbkreis  in  ./  trefTen  nn*i<j;tj,  zieht 
BJ.  jsclil;i:;t  von  aus  mit  ßJ  einen  Kreis,  und  wenn  dieser  die 
hü  IQ  F  trifft»  so  verbiUt  sich*  da  £J z=BFz=.a^ a;  ist» 

oder 

(a+;r)»=a(o  +  6), 
^  ^  3«0  4- ^  sss  a*  •!>  «6 
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oder 

Dies  Ut  aber  die  erforderliche  Gleichnng. 


III. 

Die  Fläche  des  sphäriscbeu  Vierecks. 

Von 

Herrn  Dn      F.  Eönig^ 
FrofeMor  mm  KBeipböftcfaeo  GjauiMio  m  Königtlwig  i.  Fr, 


Der  Herr  Herausgeber  dieses  Archivs  fordert  Theil  il. 
iS  e  i  t  c  320.  die  Leser  desselben  auf,  für  das  sphärische  Viereck  einen 
Ausdruck  zu  suchen,  welcher  dem  entspricht,  den  Herr  Director 
ätrehlke  dort  für  das  ebene  Viereck  gegeben  hat.  So  viel  ich 
weiss  ist  nur  der  verstorbene  Professor  Snhncke  dieser  AufTorde- 
nng  in  sou  eit  nachgekommen ,  dass  er  Tbl.  IV.  S.  447.  einige  zu-ar 
interessante  Fiächenformeln  für's  sphärische  Viereck  mitlheiltt  von 
(leneo  aber  wohl  keine  der  fraglichen  entsprechend  genannt  wer- 
den kann.  Mehr  dürfte  in  dieser  Besiehuog  die  ranächst  fol* 
gende  Formel  befriedigen. 

Bezeichnet  man  die  aul'  einander  folgenden  Seiten  AB^  BC, 
CDy  DA  mit  a,  h,  c,  d,  die  Diagonale  .U  mit  a  \  h -\  c-\-(l 
mit  %t  dann  hat  schon  Herr  Slrehlke  a.  a.  O.  die  auch  auT 
etwas  anderm  Wege  leicht  abzuleitende  Gleichung: 

sin(i-e)sin(s-6)sin(f^c)sin(«-4^(fl*ii>'*>i^^  «iit^-flM"  ceinilsifiZI)* 

H-sin  a  slo  6  sin  c  sin  d  cos  yiß-^D)^ 
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äönig:  Die  Ftäcke  des  sphdritcäen  Vierecks,  IS 
gefundeD.   Hieraus  bt  onu: 

unrl ,  n  enn  man  die  Flüchen  der  Dreiecke  ACB  «od  ACD  mit  f 
end      beseicbnety  da 

siD^sin^smJyseos^eio^t  i 

Bin2  sin  ^  sinn  =:  eoe  ^  8in^ 

.  /*  2F — «incsinrZsinD 
8111 5  s  ■    r—  > 

,  f  2F-*8ina«!iiMiiir 
*^»2=   ^     e     c     d  • 


iet: 


Feroer  ist: 


/     l-f  co«e  +  cosa-f  CO86 

C08,S  =  -1  1 — i 

a  .      ß      a  6 


l-|-cose4c«>8c4co8d! 

cos  ä  =  •■  T — ; 

A         ,      e      c  u 

4C082C0S^C08  2 

and  dieee  vier  Wertbe»  io  das  aufgelöste 

geeetzt,  geben,  wenn  mao  noch  mit 

.  ^  a  6  e  d 
4c<w-j  COS  g  cos  ^  coe  2  2 

■HdtipUcirt: 

4C0S-2  cos^cos^  ^"*'2  *^"^2**^"2       {*^^2"'  — ^  ^ — 

—  *^^''2  (^^"^^^i^^^^i''^'t'^'o<7'Bio<2sioZ>) 

— jMn«elo6«iD^— — 2  +9ineußd^D — ^4 — r- 1- 
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Nmi  Ist 

*  ■ 

« 

•  /  .  „co8a+co86  . -cosa-f ci»s6  ...  ^eoBa-^eosb 
6ioasin68iD^  ^  =2F— — j  sincsinc/siDil  j  » 

also 

sioa  sino  sin  f-sincsinasin//  

cosa+co86+co8c+cosc/_y  ...  .  •  •  «fc  c+d  c— rf 
Ä  i  ^  =  F—  (IsiBosinofliD^cos— 3—  coa-^r- 


+  ein  csm  tt  am  x>  cos CO« ^ 
und  durch  SabstStation  schliesslich: 

V/  sio(i^«)slii(s*6)8lii(f— €)8in(f— cO  \ 
l  ......     Ä  +  Z)*  l 

^.  f      «— siDosinosincainacos — ^ —  | 

 — Z — *  c — 7i  

4cos^  cos  ^  €üö  2  cos  2 
suMSiDMiD^ess-^  COS  --^-f  siDcsInifaiiiilcca-K-  cos- 


^     a      6  c 
ocoss  cos  2  cos  g  cos  2  cos  -2 


Aber 


000  2*=^^^ — 2~      sioasiQöcos  2~  =f 

scos — 2~  +slDcsindco8  2  =p'» 
also  auch 

f= — 5"^  =  ^P-P- 

/ 

Diese  Formel  giebt  für  d=zO  den  richtigen  Werth  für  sin^* 

da  dfu^i^c;ss4^  und  der  Zähler  des  zweiten  Bruches  s2cosa  V 
wird»  «ad  entspricht  wohl  dem  -  f JSchenaiiadracke  des  Hem 
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Strehlke  jVir\s  ebene  Viereck.  Dass  die  Wurzeigrusse  nicht 
aileio  vorkoiumeu  kaou,  wie  bei'ra  ebenen  Viereclc,  folgt  schon 

ilafaii^/dasg  Mer 'ailgemela  nicht  coa^^g —  äcob — ^ —  ,vieea 

berm  V  iereck  in  der  Ebene  der  Fall  iat 


Sats.  Dia  FlXeba'dea  aphfiifafeban  Drelacka  IM  dnich  die 
Gntfiilliiiie  und  den  die  beiden  anderen  Seiten  hatblraaden  Bogeö 
beatimmt. 

Beweis  1.  Ueiaat  in  unaerer  Figur  dar  a  und  ö  baibirende 
Bogen  f,  ao  iat: 

coaj  =coa   ^  •f-ainaaia6eoa'^ 

sscoag  coa2  +ain^  sin^  -f- iainaain6coall» 

o     6       o     b  ^ 
coay=coa  j  coa  g  -f-ain  ^  atn  ^  coa^; 


aUo 


2 


coa^=cos2  coa^  -fain^  sio^  cos^ -|*  tainaa&u6coal? 
und 

coa  2  —  coay>ssain^  ainj  aini^scoa^  ain^  » 

d.  b. 

/   cosy 


caaSr 


Bewala  %  Seist  man  in 


cos  2 


II  6  _ 

coa  /sseoag  ccia  ^i-sin^  2 

    r 

far  ea«^  den  Werth«  nimlich 

caaai^  cpsqcosft 
ainaain^  ' 

so  entatebt:  > 

I  +  0080 -f  aöa6 -f  coa  e  0 
ewfsz  p  ==coajeo 

4coajcojij 


I  « 
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Hieraus  folgt  zugteicb,  das«  iinmer         aeinmuaa  «nd  das« 

»ich  Y  als  Hypotenuse»  ^  und  |  aU  Catbetoum  ein««  i^cht- 
winkligen  Dreieck  verbinden  lassen. 

Ueisst  der  c  und  d  balkirende  Bogen  ö,  so  hat  man:  ' 
f    cosy       ,  f       ]     4/  3  

^^•ff'^ — •^»f= — yy 

cosg.  COSg^ 

I  e       '  e 
ce*5- 

f      CO8Ö       ,  f         l  e  P 

cos2=  sin'^=    V«in(d  +  |)ain(d-|)j 


COS.J  cosj 


also 


sm«-^^  ssin^ 

-  «ec^  I  cesy  v^lo    + 1)  sin  +  cm  9Vh\n(y + j)aln    -  ^ 

/•+/•'  F 
cos— j— =cos2 

=sec  ^icosycesa— vsin(y+|)sin(y  — |)«in(Ä  +  |)sin(d-  |}. 
Setzt  man  für  cosy  und  cosd  die  Warthe,  also  auch  gleich 
sioa^sin^^.sin^  für  cos-ä— cosy*, 

niüi^äUkfPsmD^  filr  cos^— cosd*; 

so  erhält  man,  was  man  auch  ohne  £inffibrnng  der  Bogen  y  ond 

6  iindet« 

.  F  ,  o  .  6       c      d  .  ^ 

sin  2  =  sec  ^  { sin  2  2  2 

F        e^.      a       b      c      d  ^   ,  n  ,   b       c  d 
cos  2  =8ec  g-  (cos  5  cos  2  cos  j  cos  j  +  »»öj  *"* 2      5*  cos  jcos^ 

-fein  2  sm  ^  cos^  cos^  co«X#-f 8U|-eing>eiitg-0in^cos(^-f i>)). 
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•  • 
F  F 

Dividirt  man  co«^  <^urcb  sio^  uod  dann  Zähler  und  I^enDer 

a      b      c      d  F 
darch  coa^co8^  cos^  coa^  >  so  entsteht  für  cot^  der  Ausdruck 

Herni  Sohn ke  a.  a.  O.  S.  448. 

Ferner  ist 

«in    +  sin  ^     Vsinfj'  f  .y)sln(y— v  'sinfi?  +  .3)sin(<5-|) 

TT  ^     coajr  +  coad  ~ 

cos^^-fcos^ 

F 

Gawiaa  giebt  ea  auch  für  taog|-  eioea  Aaadrack»  der  fiBr 
f 

dssO  in  die  tang^  des  äimoo  Lhuilier  übergeht;  aber  v%ie 
iodet  Biaa  iha  ? 


De  integralibiu  ^aibusdam  definitis. 

Anctoro 

D*"*.  Christiano  I  r.  Lindman, 
Lect.  Streogneiieuai. 

(Ex  conipecta  Acloram  Reg.  Acatf«  Seieat.  Holm«) 


Abbinc  aliquot  annos  Reg.Societas  scient.  Upsallensia  ia 
Atotia  aoia  (VoL  1  eariei  tertiae.  Ups«  lb5&)  locum  dedtt  commen* 

lurtolo  naa  da  faaetiona  traaseandeata ^  xCoiaxdxl=sB(a)), 

«K  qua  nalta  Integralia  pandeat  Naa  paoca  L  c.  anat  alkta;  pastaa 
Ia  alia  iacidi»  qoaa  farmata  * 

Tkeil  XXXIY. 
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contijieiitur,  ubi  sunt  tn  et  n  nameri  integri  poslflvt  et  iii<fi. 
Si  brevitati0  caiiMa  posuerinms 

II  -^f' 

iodefinitJi  iofegratio  dabtt*): 

(jtss  imm.  ptr.) 

— "—1  — 1 

«  _  n 


(»=  fluni,  imp.) 


»—3  _n— 3 

jix:— ~-  p_— ^  - 

quae  integralia«  vt  iftveaiatar  bfegrale  iotra  limitea  0  et  1 
sumenda  sont.  Occorrit  tarnen  dilBcvItas  qnaedam,  quod  termini» 
a  aigno  /  soltiti ,  si  est  ar  =  0,  in  fonuam  indeterminatam  Oxoo 
abeiiDt.  Posito  autem,  ut  verus  Talur  inveniatnr, 

u^lxU}  —2«  Cos  9p  -f  dr*), 

facile  apparet»  eme 


«)  Vi4a  Mioding,  lalegral- Tafeln  pag.  m. 
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Evolutk  HJL-^x)  tt  /(J  — termioi  iwrum  iunctioBiiBi  fiaot 

foma     Ix,  qui  quidem,  si  est  orsO,  in  nihilim  ftbflitiit,  atqae 

ideo  fnnctione«)  ^lxl{\  -f  x) ,  2fa:  1(1  —  0:)  cum  ioterjaceot«  M*  Prior 
igitar  suraoia  =0  est,  eiaiftteiite  ;r=0» 


Positoqoe 


et  deiade 


liabebiiniis 


Qaia  est  ^ssO,  si  est  d;=0,  Talor  functionis  poaito  ^=0« 
Ipaerendtta  est.  Ulioo  palet,  hunc  terminuni  tum  evaneacere,  id 
qaod  de  illo  qooque  eolita  ratio  decet.  Onmes  igitur  termini  extra 
/  eTaneacont»  ai  eat  orsO»  id  quod  qaoqae  it»  ai  eat  s^h 
Itaqae  eat 

(n  =■  nuiii.  par.) 


_  2 


0 


S  Slem^iiÄrttg,-^^^^; 
(aas  num.  inp.)^ 


0 

«-3 


1   P^dx  * 
-^Hj    T     i  Coaaiy,/(l-arCoay,  +  ««) 


•-3 


4 
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LinUman:  Dt  inugralibnt  guiöuidam  deftuUi$.  > 
latagfile  igiiur,  de  q«o  agitar,  ex  hi»  tribos  ^ 

0  o 

o 

peadet.  £voluto  l^l-^x),  iategratio  daiiit 

* 

Quia  aamma  bujus  seriei  =  |^  eat,  eradU 

^1(1  +  *)«  j2  :  (I) 

iam  cognttam  eat  *) 

qaod  iatagrala  ope  tbeoramaüs  cogniti  evadit 

_  P^dx ^  \\x   P"^  (1x^  1-t-ar  

SubaÜtato  in  posteriore  terniDo     pro  Xt  inrenilar 


/•  dx^   1  \x  ^2 


dx  ^  1 


Itaqae  eat 

o  o 

qoae  «eqoatio,  de  aeqoatloiie  (1)  dedncta,  nmltiplicafioiie  per  9 
fiieCa,  dablt 

dx    ^  n* 

-/(i4Stec..r+*«)=^--^. 

Poeilo  fzsn^^,  iovenitnr 

MAo  Mioding  1.  c.  pag.  i^^^. 
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(2) 

Jmh  rattat.  Dt  integrale  twtlmn  ioveniatar.  Positö  ,igitiir 

Sin  ^  dx 


Qilia  limitibua  jv  =  0,  drn  1  reap.  respandent  llmitta  fsO, 
♦  s»t(«— fp),  CTadit 


lo  termioo  priore  dextri  membri  posita 


V  —  — r — 


v^*Cott=(i-55Ej±i)*/'«bCot(i-?e±i). 

Integvale  paaterioa  ai  eandcm  fimctionem  tranaeeodaotam  redvcl 
paiaat  Poaita  aoin 

^  +  = 

tt 
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Posito  jam  in  prinio  integraü  xä— et  io  secundofas  —  ^ 
introdoctoqne  vdore  ipsias  mveiiieiiinB 

o  o 


vel 


'        Cot  (9>  +  ^)  ==  (l  +  ^^)«  if  (1  + 
ttubstittttloiie  igitar  rccte  facta«  babebimaa 


2p  +  l 


) 


lu  coDimentariolo,  cujus  meotio  supra  facta  e^t,  demoostratur  eMe 
(l  -  by^Bil  -  6).-  (l  +  6)«  £f        =  2ö<[iy(^)- 

<  1) 

atqae  ideo  eat 
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fribuä  hin  integral ilitiä  in  "»Jn  iutroductifl  et  reiiucttoitibutt  qui- 
bu«»dani  factis,  iuveuiiuu» 

* 

(n  =  num.  par.) 
(«s  nom.  loip.) 


«  9, 


Si-9,[^«(^)-fß»«i»,J.  (6) 

(9-,=  —  

8i  definlti  valores  nomerls  m  et  n  dantur,  saepemimera  redwcr 
Cione8  haad  contemaeodae  aaillio  formolarani  in  commenta- 
riolo  demoMtralaniin,  fieri  posaunt  Unc  accedit,  ut  iotogralia«  in 
qnibos,  nsurpata  priua  formula  (4),  post  aubstituCionem  qaandam 
fenanla  <4)  aut  (5)  nti  liceat,  diycfaaram  fuDctioaam  if  iatar  ae 
nexuin  praebeaiit.  Foaifw,  at  ezeinpluiii  pfaferam»  m^l,  nss4,^ 
bababimiM 

^4=-  gj;5  j  + 1)  +  mi)  -i5r(ö  ( . 

Atfataea  formala  Ula  araHaeqae  aUae  in  si  lapttdofaia  fomam  Irailar 

7t 

o 

(Mgnafa  aat  qaaequa  com  lif(a)  bae  aimplici  coajaacCaaat  aeqoatione 

Ha)  =  i5f(|^  -  //(II). 

(I  -  A)«  //(I  _   f  (i  -f    NO  f  Ä>  =  ^  /2  f;«*  ^. 
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Quo  beto»  fornni«  iiiipar  allata  nratatnr  in 

QttiMl  si  Integrale  sino  anzilio  formuläe  (4)  quaerimiis,  inddiams 
in  integrale 

o 

qaod  solitis  rationibas  InTenite  non  potni»  Qaiiin  vero  alt 
iiivenitar 

y  *  ^  Arctg         =  1{«/(V2  +  l)+«öl- 
o 

Duplex  ufiiin  focmulae  (4)  et  (5)  demonstrari  poteat  integrafti 


quodf  siÜMtltneiido  «  pro       mntatnr  In 


Qwm  formula  (4)  io  ntroqne  adhibitur,  invenimi»,  redactio- 
niboa  quibasdam  factU, 

dif(4)-JLö)  =  ^ttCotj'|, 

▼el ,  quia  est  i/(4)  =  B(l)  +  Hl)  =  g  ^  4-  ^1)  • 

6«1)-Z(0«^/Cotj5. 


£  functione,  qaam  per  if (....)  deaignavinraaf  peadet  qnoqve 
iiit^gnie 


0 
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Undmmnt  De  «iMrr«JV»w  «MtoMton  defiUtfw.  SS 
|tod,  poaHo 

Mtetor  in 

Jam  vero,  qoia  «it 

— CSF  • 

evadit 

▼el«  per  partes  iotegraodo: 
Poeito 

f +  *  =  9 

iuvenitur 

/*  VCot  ( j  +  V»)  dt        *    9Cety  il9  -  j  ^  V2Sln  + 


Pesi toque  ^  ==  ^ — 9 ,  loYenIhir 


'7t 


TT  » 


I  ( Coe  •    Hd^  +  (1  - 1)«  ir  (1  ^  5) 

=  -  |ßCo«£  +  (l  -  - 1). 

iS  ralor««  inveoti  sabstituuntur»  prod'U 
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Poalto  asl  vel  c—j»  invenimua 

0 

qvoci  integrale  (vide  Tom.  VI.  praec.  pag.448.)  a  Serret  et  anteeom 
a  Bertrand  in  diario  C<  Liou?llle  propositum  eat. 


Ueber  krumniliiiige  Coordmaten. 

Von 

Herrn  Doctor  BäkUn 
,mn  Snlt  a.  N.  in  Königreich  Werleniberg. 


Im  Allgemeinen  wird  die  Lage  eines  Punktes  im  iiaume  da« 
durch  bestimmt,  dass  man  drei  sich  rechtwinklig  kreuzende  Axea 
annimmt  und  den  Punkt  als  den  Durchschnitt  von  drei  auf  diesen 
Axen  beziehungsweise  perpendikulären  Ebenen  betrachtet.  Dieae 
Ebenen,  welche  gleichfalls  auf  einander  senkrecht  stehen,  bilden 
dnn  erste  und  einfachste  Beispiel  eines  orthogonalen  Flächen  Systems 
dar.  Eine  zweite  Bestimmungsweise  der  Lage  eines  Punktes  im 
Räume  Ist  die,  dass  derselbe  als  der  Durchschnitt  von  drei  ortho- 
gonalen Flftehen  xn-eiten  Grados  angc«elien  wird,  und  sir*  riNi 
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lioeiD  Einp«oid  (^),  eiaem  einmantitgeo  Hyperboloid  (ft)  inid  einem 
tweinaDtligen  Hyperboloid  (v).    Diese  Fläcben  haben  xagleich  - 
die  OMrkwardige  £igeiwcbart,  das8  ihr6  HauplHehoitte  dieselbeo 
Brennpunkte  haben,  wesahalb  aie  bomofokai  geDannt werden«  Die 
(fieiehaogen*  deraelben  alod : 

Die  groaaen  UaibazeD  dieser  FiSehen  sind  q,^,v',  b  und  c  eind 
die  Entfernangen  dei  Breanpankte  vem  Mittelpankt  der  beiden 
fiaoptjschnitte,  welche  die  gresee  nnd  mittlere»  die  greaae  und 
Ueiae  Axe  enthalten,  also  int  e>6.  Ein  Pknkt  im  Räume 
iit  aenaeh  bestimmt,  wenn  die  grossen  Halhaxen  9»  fi*  v  der  drei 
doreh  ihn  gebenden  homofokalen  Flächen  gegeben  sind.  Will 
BMB  von  einem  Punkt  auf  dem  Etlipsoid  zu  einem  andern  nnf 
ditter  FiScbe  übergehen,  so  bleibt  q  constant;  (»=  const.  ist  also 
^  Gieichang  aller  Punkte  auf  ileiu  EHip.soid,  »erade  so  wie  z.  B. 
x=  conet.  beim  gewöhnlichen  Coordiiiatensysteiu  die  Gleichung 
der  Ebene  ist,  welche  aut  der  r- Achse  senkrecht  steht.  Die 
Gleichung  einer  beliehigen,  auf  dem  LllipauitJ  (^)  gezogenen  Linie 
hat  tiie  I ornk  u  =  /'(v),  weil  beim  Uebergang  von  einem  Punkt 
de»  Ellipsoul.s  {q)  zu  einem  anderen  von  den  drei  Grössen  ^,  v 
«cb  nor  die  beiden  letzteren  ändern.  Die  Gleichungen  einer 
Durchschnittslinie  von  zwei  homofokaleii  Flächen,  z.B.  von  (q) 
ttuü  {^),  sind 

(!)  psseonst,  i^sseonstt 

wit  z.  B.  beim  gewohnlichen  Coordinatensystem  die  Ctleichungen 
fliacr  Linie»  die  parallel  der  x-Axa  ist»  zsseonst,  ysconst  sind. 

Nach  dem  Sat^^e  von  Dupin  schneiden  sich  orthogonale 
Fläthen  in  Ihrcit  Krüniniungslinien ;  bestimmt  man  also  einen  Punkt 
im  Räume  durch  drei  lioinofokale  Flächen  oder  durch  elli|i tische 
Coordinaten,  so  nehmen  die  Gleichungen  der  Krümuiungslimen 
<}1e  äusserst  einfache  Form  (2)  an.  Die  beiden  Brennpunkts -Ent- 
ieniungen  b  und  c  sind  unveränderlich  fÖr  ein  elliptisches  Coor- 
iÜDateiisystem ;  veränderlich  sind  nur  die  Halbaxen  ^,  v  der 
drei  durcJi  den  l^unkt  {q^v)  gehenden  homulokalen  Flächen,  wenn 
»an  2u  einem  anderen  Punkte  (g'fi'v')  öbergeht.  Es  liegt  in  der 
Natur  dieser  Flaches,  dass  immer  ^>c,  f*<c  und  >ä»  v<6 
•äi  muss. 
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Wir  bezeiebfien  die  Entfemun;;  eines  Panlcts  {Qf^v)  ▼om  Mil* 
telpunkte  des  elliptischen  Coordinatensystems  (dem  gemeiiisaOMS 
MUtelpuBkto  der  drei  bamofokalen  Fl&cbeo)  durch      ao  M 

(3)  — Ä*  — c«. 

Ist  D  eonstant,  so  erbalten  wir  die  Gleidiung  einer  Kugel  in 
eUiptisehea  Coordissten : 

(4)  +  fi*  +  v*=:  coost , 

weichet  wie  man  sieht»  dieselbe  Form  hat,  wie  die  Gleiehong 
der  Kogel  in  gewOfanllcheo  rechtwiolcligeii  CoordiDaten,  nod  fol« 
geodes  Theorem  enthSlt : 

Wenn  sich  ein  Punkt  auf  einer  Kugel  bewegt,  so  ist  die 
Qiiadratsununn  drr  Halhaxen  der  drei  durch  Ihn  gebenden  kon- 
zentrischen bomofokaien  Flachen  konstant« 

Bewegt  sieh  der  Pookt  aaf  dem  EUipsoid  (g)  so,  das«  seiae 
Entfernang  vom  Mittelpunkte  konstant  bleilit,  so  ist  in  (3)  Z>=  eops^ 
^scoDst  xtt  setseo»  mithin  erhfilt  man; 

(8)  I»«  -|-  v«=  const. 

für  die  Glelehnng  einer  spbirlschen  Cnrve  anf  einer  Fliehe  swel* 
ten  Grades. 

W^ir  betrachten  ein  durch  vier  Krümmungsliniet)  aurJeni  Ellip- 
•  seid  (p)  gebildetes  Viereck  aftrd.  Die  vier  Punkte  a,  ö,  c,  d 
sind  durch  elliptische  Coordinaten  auf  folgende  Art  bestimmt: 
a  dorch  (pftv),  6  durch  (q^iv),  c  durch  (q^IiVi),  d  durch  (puVi). 
o  und  c  sind  also  Gegenecken.  Die  vier  vom  Mittelpunkte  nach 
den  Ecken  dieses  Vierecks  gezogenen  Radien  sollen  Da,  Di,  De»  Da 
heissen.  Dorch  Vergleichung  mit  (3)  erhalten  wir  die  Gleichnng: 

(6)  Da'»  +  Z>c«=/>AH/>d'; 

hierin  liegt  dor  Satz:  Wenn  man  nach  den  vier  Ecken 
eines  von  vier  Krfimmungsllnien  auf  einer  Fläche  zwei- 
ten Grades  gebildeten  Vierecks  vom  Mittelpunkt  aus 
Radien  sieht»  so  ist  die  Quadratsomme  der  nach  zwei 
Gegenecken  gezogenen  Radien  gleich  der  Quadrat» 
Summe  der  beiden  andern. 

Wir  nehmen  mm  ein  zweites  EUipsoid  (q')  an,  welclies  di* 
vier  horaofokalen  Fiachen  (,ü)  und  (|tt') ,  (v)  und  (v'),  die  durch  die 
krummlinigen  Seiten  des  Vierecks  abcd  bestimmt  sind,  in  dem 
Viereck  n'b'c'd'  schneiden ,  so  sind  diese  vier  neuen  Punkte  durch 
elliptische  Coordinaten  also  an  beztichaen:   a'  durch  (^V^)*  ^' 
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durch  (^'u'i),      durch  {q'^l'v'),  d'  durch  (pV*'')J 
Mittelpuukte  nach  den  Eclvcn  a'b'c'd'  gezogenen  Kadieii  bezeich- 
w'it  mit  Da  y  Üb',  />r',  Dd'\  die  Gleichuiigeii  (3)  ond  (t>)  fiib-, 
reo  DBO  «ogleicb  aui  die  Formel : 

(7)  +  De^^  ih^  +  D^'^^D.^  +  D^«, 

d.  b.:  Ziebt  luan  Tom  Mittelpunkte  aach  den  Ecken 
elaes  von  sechs  homofokalen  Flächen  gebildeten  Pa* 
rtllelepipeds  Radien,  so  sind  die  Quadratsummen  der 
Dach  je  awei  Gegeneckeo  gesogenen  Radien  einander 
gleich. 

Die  Gleicbnng  (I)  läset  sieb  aach  in  folgender  Weise  schreiben  s 

Die  drei  Wurzeln  dieser  Gleicbnng  sind  v^,  und  awar  ist 

mcb  der  Theorie  der  Gleichnngen : 

^+ ^iHv«  =  ^«  +  c*  +  + 1«, 

Hieraoa  ergehen  sich  folgende  Werths : 

Man  ziehe  nnnvom  Mittelpunkte  O  nach  einem  beliebigen  Punkte 
M  oder  (()|iiv)  die  Linie  OJÜssDt  so  lassen  sich  die  €oslnn8 

jf     ff  2 

i*  'D       ^>ol(el9  weiche  OM  mit  den  Axen  bildet«  sn- 

folge  der  Gleichan<;eo  (3)  und  (8)  sogleich  In  elliptische  Coordi- 
uten  umsetzen.    Für  einen  zweiten  Punkt  M'  oder  (^V'^O 
OIF^D*,  SU  ist 

cos  ill  Oüf '  =  XTiP  +  5^  + 

«der 

* 

» 
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30  Bökteu:   Veher  krummiinigt  CoordUuaUn, 

Dieae  Formel,  angewendet  aiif\iie  Winkel  aOc  und  bOdy  welche 
die  II  eich  den  Ecken  des  von  vier  KrOromongslinien  auf  dem  Ellip* 
8oid  {q)  gebildeten  Vierecks  gezogenen  Radien  Oa=JJa,  06=/>», 
.  Oc=De,  Od=Dd  mit  einander  machen^  führt  auf 

(IQ)  Dm.D;€9BaOe^ih*Di.etmbOd. 

Um  Ut»  tufolge  eine«  bekannten  geomelrMclieii  8atM8: 

«C*  =         +  Z>e*  — 2i>a.i>c.  COh  uOc 

Diese  (^leichong,  in  Verbindung  mit  (6)  und  (10),  föhrt  auf: 

(II)  ae  =  6d. 

In  jedem  von  vier  Krumniungslinien  einer  FlSche 
'   zweiten   Grades    gebildeten   Viereck   ist  die  Entfer- 
nung von  zwei  Gci;e  necken  gleich  der  Entiemiing  der 
beiden  andern  Ecken. 

Ganz  auf  fthnlicbe  Art  Usst  sich  der  Satz  bevreisen : 

In  jedem  Ten  eeebe  homofokalen  Flftehen  gebilde* 
ten  reebtwinkligen  Parallelepiped  fet  die  Entfernung 
Ton  Bwel  Gegenecken  gleieb  der  Entfernung  der  beiden 
and  er n. 

Würde  man  die  acht  Ecken  die>es  Parallelepipeds  durch  gerade 
Linien  verbinden ,  so  erhielte  man  ein  acf»teckrges  Polj'eder,  worin 
die  drei  Diagonalen  gleich  aiud»  welche  je  zwei  tiegeneclsen  ver- 
binden. 

Fflr  die  Entfernung  zweier  beliebigen  Punkte  üf  und  M*  beben 
wtr  die  RelaAon : 

iürss  oSs+Oitf'«— 20if.  OM*.cwMOMK 

Um  hieraus  die  (ileichuns^  einer  Kii^«  1  zu|  linden,  deren  Mittel* 
punkt  Jlf'  ist>  bezeichnen  wir  die  kontiUnlen  Ausdrücke 

^'Hf*'*+»'''-26«-2c«  mit«,  2^^'  miß, 

 W^i^^:^)  

und 

2  ««(l^^^  ^ 
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mA  «rhalfteii: 
(12)  ilfilf's  =  ««-F|i«-fy«+«— «fftv./l 

tSeizA  man  fiier  p  =  p'  =  const.,  so  ergib Uith  die  («leichuni;  einer 
uphirijichen  Curve  uuf  dem  Eilip$M>id  (^),  vreou  der  Mittelpunkt 
der  Kugel  auf  dieser  FlScfae  liegt.  * 

Mail  lege  durch  den  Punkt  M  oder  (^ftv)  eiae  TAngeatial- 
Ebene  ao  die  Fläche  (q)  und  fälle  Toni  Mittelpunkte  O  auf  die* 
••Iba  eine  Senkrechte  P,  eo  iei 

Bezeichnen  wir  nun  die  vier  Sofikrethlen,  w  elche  von  O  auf  die 
▼ler  Tangential -Ebenen  vofi  (t»)  in  den  Ecken  des  V  iereciis  abcd 
gefilllt  Vierden  kuuneii,  mit  Pa,  Pb,  Pe,  Pd,  so  erhalten  wir  aiie 
(13)  die  Formel 

Die  vier  Perpendikel,  welche  vom  Mitteipnnkte  ei- 
ner Fläche  zweiten  Ürade»  anC  die  Ebenen  isich  ziehen 
lassen,  welche  dieselbe  in  den  Ecken  eines  von  Krum* 
niungflliiiien  crebiideten  Vierecks  berühren,  bilden 
eine  Proportion. 

£•  lieaaes  aieb  bicimo«  nrMer  weiter»  Conseqiieoaen  ziehe» 
liieiebtlieb  der  24  Perpendikel»  die  man  auf  die  Ebenen  Olllen 
kann,  welcbe  aeebe  bomofokale  Fliehen  in  den  Eeken  eines  von 
ihnen  gebiMeten  Paratlelepipede  berühren»  doch  irollen  wir  da« 
▼Oft  abetrabiren  und  au  den  wiebtigeren  Formeln  der  Krümmun^g. 
balbmesaer  der  Nermaleebnitte  übergeben.  Wir  beseichnen  d  .. 
beideo  Hanptkrümmttnga-Halbmeeaer  von  {q)  im  Punkte  Lßav\  mit 
H  nnd  Bf,  so  Ut  y 

Hieran«  lisst  sieb  analog  dem  Fraheren  echlieasen»  4ete  die  vier 
Krümmmigshalbmesser  Ä«,  R^,  Ra  in  den  Ecken  den  von 
Krümroangelinien  gebildeten  Vierecks  einer  Flüebe  aweiteo  Gra* 
das  eine  Proportion  bilden»  und  dass  diese  gleicbfatts  bei  den  an- 
dt»  vior  KrümmmigsbalbnesaeffD  In  diesen  vier  Ecken  stattfindet» 
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Die  beiiien  HauplkrOmmangs  •  Halbmesser  der  Fliehe  in 
Punkte  (pfiv)  bezeichnen  wir  mit  M  und  M'  and  diejenigen  Ten 
(v)  mit  N  und  iV^  se  iet: 

Hieraus  ergibt  öich: 
(18)  B.M'.N'zslf.M.N, 

Die  Gleicbung  (18)  ist  von  Lame  anges:eben  worden,  n elcher 
in  dem  Memoire  sur  le«?  coordonnees  cur\  Hirnes  die  all- 
geiiiciaun  Formeln  für  ein  beliebiges  krunmilinifres  Coordinaten- 
8ystent  aufstellte  und  insbesondere  auch  als  der  Schöplei  der 
elliptischen  Coordinaten  ani^eijelien  werden  niuss.  Die  Gieiciiun- 
gen  (19)  sind  von  Üertrand.  Sie  lassen  folgende  einfache  geo- 
metrische Deutung  zu:  Wenn  man  durch  einen  Punkt  im  Raame 
drei  homolukale  Flachen  legt  und  auf  ihren  ^lonnalen  die  KrCim- 
mungsmittelpinikte  mit  K  utul  /t',  ]\J  und  ,  A  und  iV' bezeich- 
net, tio  liegen  die  Durchschnittspunkte  der  durch  M  und  R  mit 
diesen  TSornuilen  gezogenen  Parallelen  auf  der  Richtung  M'R'^ 
der  durch  und  N  gezogenen  Purallelcn  auf  MN'  und  der 
durch  R'  und  N*  gezogenen  Paralieleo  auf  iV72. 

Wenn  ^  um  dq  vrficbet,  so  ist  die  Entfernang  der  unendlich 
iiaben  Punicte  M  wat  Ut)  nod      auf    -|-  dq)  =  d$ : 

Bezeichnen  wir  die  Wertbe  von  ds  iu  den  vier  Ecken  a(tcd  mit 
dfa,  dskf  dsü»  d$4»  so  ist 

Die  vier  unendlich  kleinen  Seiten  eines  ▼on  sechs  homofokalen 
Flächen  gebildeten  Psralielcpipeds,  wovon  zwei  gleichartige  ein- 
ander  unendlich  nahe  sind«  bilden  eine  Proportion, 
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VI. 

AllgeiDeine  Berechonng  der  Stroin»l«rkeii  in  Galvano- 
metern. 

Von 

Harra  Dr.  fViih.  Matth 

PffiiftMMAr  der  NMlIianittlik  an  der  Iloch0c4ialr  siti  Prug. 


Der  Bau  der  jetzt  jrehranchlichen  (^nlvanonieter .  iieuilich 
Pouillet's  und  GauLjaiirs  Tan?*'fiteiili<)iJ>.sole ,  sn  wie  Potiil- 
let'p  unti  PoggeadurtT  s  Sinns  HousKoie,  btjt«teh(  bekaDittlich 
im  Wesentlichen  darin,  dass  durrli  einen  in  lotlirecliter  Ebene 
stehenden  metallenen  Kreijjreit  ein  galva«i>cher  Strop!  geleitet 
wird,  welcher  eine  in  «einer  Nähe  befindliche  vvaii;reclite  Mag- 
netnadel iini  ein«  ji  Winkel  aus  dem  masueüsrhen  Meridian  ab- 
lenkt, aus  (lessefi  beobachteter  Weite  man  die  jede(<malii»e  Stärke 
dieses  Strome»  zu  berechnen  vermag.  H*  i  lieobachtungeii  mittels 
«ler  Tangentenbousgolen  wird  die  Ebene  des  Kreisriiiges  fe^^t  in 
«len  jiKii^netischen  Meridian  gejätellt,  bei  jeiirn  mittels  der  Sinus- 
bouKsoien  dagegen  so  weit  um  den  lothrechten  Durchmesser  ge- 
«Ireht,  bis  die  Nadel  in  die  Ebene  des  Keife«  selbst  zu  stehen  kommt. 

UrtpHlDglieh  stellten  die  Erfinder  dieeer  galvanlieben  Mefts« 
werkieoge  den  Drebpankt  der  Nadel ,  der  wegen  ihrer  Kiine 
umsr  in  ihrer  Mitte  swiseben  Nord«  und  SAdpol  Hegend  ange- 
MMMuen  werden  darf,  in  den  BUttelponkt  des  Kreisreife;  Gan* 
eain  (1883)  riebtete  ihn  jedocb  verecbiebbar  In  der  (atu  seiner 
Skese  ecnkrecbteit)  Aze  des  Kreierelfs  ein.  Diese  letztere  allgemel- 
Mfe  Einrichtung  will  ich  In  vorliegender  Abhandlung  auch  bei 
^  Sinnsbousselen  dergestalt  voraussetzen,  dass  bei  ihrem 
'Mtauche  die  Nadel  sur  Ebene  des  Stronringes  parallel  zu 
Man  konmen  solle« 

Für  die  ge ivi)  Ini  Ii c h e  n  Galvanometer,  bei  denen  der  Dreh- 
piBkt  der  Magnetnadel  mit  dem  Mittelpunkte  den  Stromkreises 

Ikcil  \XX1V.  S 
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ztisainineiiflUlt,  hat  Herr  Oberlehrer  Dr.  Hldeokanp  Qm  Atehiv 
1854, 23.  Theil,  S.  217— 223)  die  allgemeine  BereehDaiig  der  Strom- 
stärke genOgend  »kizzirt^  l&r  Gangain*«  Tangenteahoiis* 
aole  aber  hat  vornehmlich  Bra?ais  (in  den  Annalee  de  Cht- 
mie  et  de  Pbye.»  1853»  3.  eer.,  toL  38,  pag.  301—311)  die 
analytische  Untersuchung  elegant  und  vollstSndig  durebgefllhrt* 
Im  Folgenden  sollen  nun  die  allgemeinsten  Messfrerkaeuge  dieser 
Art  rechnend  erforscht,  sohin  die  Annahmen  gemacht  werden  $ 
I)  dass  der  Dreh-  oder  Mittelpunkt  der  Nadel  wo  immer  In  einer, 
gegen  den  beliebig  geformten  Stromreif  nliwandelbaren  Stelln^g 
stelle,  und  2)  dass  während  aller  Beobachtungen  an  Tangenten- 
boussolen  die  Ebene  des  Stromringes  unter  einem  bestimmten 
Neigungswinkel  gegen  den  magnetischen  Meridian  fest  stehen  ge- 
lassen werde,  hingegen  bei  BenCtzung  von  Sinusboussolen  beim 
Ablesen  der  Stellung  der  Magnetnadel  diese  mit  der  Strom -Ebene 
oder  mit  dem  zu  ihr  parallelen  Durchmesser  des  unterhalb  der 
Nadel  angebrachten  und  in  Grade  getheilten  Vollkreises  einen 
bestimmten  (immer  gleich  bleibenden)  Winkel  einschliesse. 

Als  buchst  merkvirurdi<;es  Ergebniss  aus  meinen  Rechnungen 
glaube  ich  die  bisher  nicht  bekannte  Wahrheit  hervorbeben  za 
rlnrfpn,  dass  bei  der  Sinusboussole  die  Stromstärke 
Jederzeit  dem  Sinns  des  Ablenkungswinkels  der 
iMagnetnadel  aus  dem  msf^netischen  Meridian  strenir 
proportionirt  ist,  es.  mag  der  Stromring  In  seiner  lotb« 
rechten  Ebene  was  immer  ffir  eine  krumme  Ltinie  bilden, 
der  Drehpunkt  der  Nadel  hinsichtlich  des  Stroniringes  und  seiner 
Khene  wo  immer  fest  stehen  und  bei  der  Beobacblnng  der  end* 
liehen  Naüelsteilung  diese  mit  der  Ebene  des  Stromreifs  was 
Immer  ffir  einen  bestimmten  vnveränderliehen  Winkel  mache». 


Allgemeine  Bestimmung 
triscben  Stromleiters  auf 


1. 

/ 

0 

der  Blnwirknng  eine«  elek« 
einen  magnetisirteo  Pemlit* 


1.  Sei  AB  (Taf.  I.  Fig.  I.)  ein  beliebig  gestalteter  linearer 
Letter  eine»  elektrischen  Stromes,  der  auf  einen  roagnetisirten 
Punkt  N  eini^irkt.  Im  Punkte  M,  am  Ende  des  Leiterbogens 
Ji>/=fy  beginne  das  Strom -Element  MM'z^d»^  welches  gegen 
dessen  Abstund  Ton  iV,  oemlich  gegen  N3i=zr,  unter  dem  Win- 
kel e  geneigt  ist  Des  Stromes  SUrke  (Intensittt)  sei  i,  des 
Punktes  iV  Magnetismus  m,  die  speclllsche  (eigenthllmliche)  be- 
ständige Wechselwirkung  der  ElekCrIcität  und  des  Magnetbmos 
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dum  gMcbMt»  gemiM  der  aa«  Savart's  nnid  Biet'«  elek* 
iMagaetiacheo  Veraochen  durch  Laplace  abgelegenen  Pro- 
perfionalititen  und  Leftren,  die  Wlrkong  dp  dea  Slrombeetaod* 
AeUcbena  id»  anf  den  Magnetiamua  m  iqi  .Punkte  i^,  nach  der 
aaf  der  £bene  NMM'  (tob  t  und  d$)  senkrechten  Iticbtang  N,dp 
vad  mit  der  Sttike 

,  ds,smB 

ader  wenn  man  abkfirsend  wim       aetit«  mit 

^P— f» — ^  

II«  In  Beiug  auf  ein  beliebig  wo  aurgeatelltee  System  win- 
kelrechter  Coordinateoaxen  aeien  x,  p,  %  die  Coordioaten  dea 
Strompunktea  M\  ao  sind  dx,  dif,  dz  die  Projcctiooen  und 

S*  ^*  2       Ricbtcofiinaa des  Stromtbeilcbens  c£r. 

icroer  seieo  X,  ¥»  Ii  die  Projectioaen  dea  Strablea  xVJfssr 

X     ¥  B 

auf  die  Coordinatenaxen,  also  — »  — $  ^  die  Richtcosinus  dea- 

r      r      r  s 

Sellien;  so  bat  man  für  die  Riehtwinkel  «,  ß,  y  der  auf  lind 
r  zn?(eich  senkrecbten  Richtung  ^,dp  der  Ikrail  dp  die  Bedin* 
gimgsgleicbaogen 

dx  dy      ^    dz  „ 

X  Y  Ä 

-^costf -|-  —  cosß  -f  —  cosy  =  Ü> 

uod  sonaeb  die  Proportioneu 

cos«  cosß  cosy  l 

H  dt    »  rff ac  ife^ Ä  djf    IT •ite^'aiiiÄ 
r  «Ät"^  r  ^  '  t  di     r  Z  rÄf""rÄ 

Deagemäss  zerfallt  die  Eiementarkraft  dp  m  die  drei  zu  den 
Coordioatenaxeo  parallelen  CompoucnteD 

dp •  cot«»        eoa  ß,  dp . coa  y , 
•ad  folglicby  wenn 


♦)  ('«fMHM  drr  Utrht^Tinli ff  d«T  Bt'i  rihmuü'iÜiilp  atn  Pnnktf*  Her 
Kfuniiuen  Aß,  <l.  i.  d(  r  \\  ink<:i  drr  positiven  Hichlung  dieaer  Geradrn 
mki  den  i^ositiven  KiciUiiiig«n<  der  Axen  der  ^»  JT,  *. 
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♦ 

X,  r,  z 

die  eben  sn  irertchleten  Componenten  der  ▼ereioten  oder  (vesammt* 
Wirkung  P  des  gaeien  Stromleiter«  AB  eof  den  nMgnetisirten 
Ponkt  N  bedeuten*  bat  man  ' 

X=/dp.cosa,    y  =/dp,C08ß,   Z  =^fdp,cosf; 

edier  wenn  maii  nacli  Obigem  dfe  Richtcoelnns  aoedrOckt: 


wobei  selbstrerstSncIlich  die  lotegrationen  tfber  die  ganze  Aus- 
dehnung des  iStrumieiter«  AB  sich  erstrecken. 

Hierin  iet  bekanntlieh  aneh  noeb 

und  die  Coordinaicn  des  magnetfsehen  Punktes  iVsind: 

«  — X,  y  —  1",  z  — X« 


3. 

Einwirkung  des  Stroms  aui   eine  MAffiietiiadel. 

Denkt  man  sich  den  Magnetismus  ^ner  Magnetnadel  blas  in 
ihren  beiden  Polen*  dem  Nordpole  N,  ond  dem  Stfdpole  8^  an* 
gehinft;  so  mögen  Dür  jenen  Nordpol  die  bisher  allgemein  für 
einen  magnetbeben  Punkt  N  angenommenen  Gr0ssen  und  al^^ 
leiteten  AnsdrOcke  gelten*  ÜHr  diesen  SQdpol  S  aber  die  gleich- 
namigen GrSssen  je  mit  einem  Striche  (Aecent)  unterschledea 
werden.  Dann  findet  man  die  Componenten  der  elektromagneti- 
schen Wirkung: 
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Ir  lis^Jf  ^eii  Auadrock 

wd  dem  öfidpok  Coordinnton: 

y-T', 

WirkttBg  d«s  firdmagnetUnm»  aaf  die  Magoetoad«! 
aad  Gleiclig.ewieht  awiacben  den  beiderlei  WIrkangen. 

Auf  die  Magnetnadel  oder  auf  ihre  beiden  l^oie  wirkt  auch 
noch,  und  zwar  ununterbrochen,  der  Magnetismus  def«  ganzen 
Erdkurpers  —  der  Erdmagnetismus  —  nach  einer  gcsvissen 
Richtiinq;  und  mit  einer  Stärke,  welche  beide  auf  die  Dauer  der 
a&xusteilenden  Messbeobachtungen  jedesmal  für  unveränderlich 
aneesehen  "erden  dürfen.  Seien  n,  r,  w  lüo  RichfcosinuH  der 
positiven  Richtung  dieser  Axe  der  errlniagnetischen  Kraft,  und  sei 
J  die  Starke  des  auf  die  Einheit  (ies  MagnetiMnuis  einwirkenden 
ErdniairnetismnH ,  aI«o  Jm  und  Jm^  seine  Wirkoiigen  auf  den  Word- 
ttod  iSudpol  der  INadel,  endlich  seien 

17.  V,  W  die  Componeaten  des  auf  den  ISordpul 

und  17',  F'.  W  „  „  Südpol 

^keoden  Magnetismas,  so  geiteo  bekaontlidi  die  Proportionen: 

Jm:  Vi  Vi  W^Jm'iÜ't  V*x  W*=iltuxv'.w^ 

wikbe  aar  Aaadrfickuog  diaaer  Kraftcomponenten  dieaen. 

Zwi^dien  dtn  Einivirkangen  des  elekiriachen  Stromea  und 
Erdmagnetiamna  auf  die  Rf  agnataadel,  welche  um  eine  uaver- 
riMikare  Axe  aicb  eu  drehen  vermag»  muaa  nothwendig  im  Augen- 
blick des  Ableaena  dea  Standea  der  aar  Ruhe  gelangten  Nadel 
Clekhgewicbt  berracben.  £a  mnaa  demnach  sowohl  die  SnmnM 
Am  Projcctionen  aller  ^mf  die  Nadel  einwirkenden  KrSfle  auf 
toe  feste  Axe,  als  aacb  die  Suuiiue  der  Drebnioraeute  sfimnit- 
icher  dieser  Krille  um  dieaelbe  atandfeate  Axe  einzeln  verachwinden. 

H§chweifnng  (Digression)  auf  eine  allgemeine  Zusam- 
a«ii«etanng  van  Kr&ften  an  einem  Systeme  von  Steff- 

pnnklen. 

Üa  erwähnte  Gleicbgewichtsbedingungeii  in  den  Lehrbüchern 
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der  Stitik  immer  nor  bescbrSnkt,  nemlieb  Uoa  Ar  den  Fall,  wb 
man  die  feste  Aze  su  einer  Coordinatenaze  gew&hlt  bat,  ab- 
gehandelt werden;  so  wollen  wir  sie,  and  ibr  eotaprecbend  die 
allgemeine  Zuaammenaetaiang  ▼od  beliebigen ,  anf  eSn  System  voll 
Stoffpunkten  einwirkenden  KrEflen^  mittels  Z^rle^ong  nacb  einer 
willkdrlichen  Are  hier  knrs  Tomebmen. 

I.  Sei.  eine  Kraft  P  am  Punkte  x,  y,  x  thätig  und  in  ihre 
drei  wiitl^elrt  i  Ilten  Coordinaten  X,  Z  zerlegt;  ferner  sei  eine 
ISonttitelieiide  Axe,  deren  Richtcosinns  an  e>  6»  c  proportionirl 
Mind,  durch  einen  festgeateliten  Punkt  ^ijfiti  gefiilift,  also  ihre 
Gleichungen: 

a  b  c  * 

u  eiiii  .r  i)  z  laufende  Coordinaten  Torstellen.    Wir  zerlegen  nun 
die  kraft  P  parallel  und  senkrecht  zur  standfeftten  Axe  in  die 
Kräfte  P'  und  P" ,  oder  wir  suchen  ihre  Projectionen  P'  und 
auf  diet»e  Axe  und  auf  eine  zu  ihr  senkrechte  Ebene. 

Setzt  man  abkürzend 

und  nimmt  h  positiv  an,  so  sind  ^  die  Richtcoslnus  der 

standfcöt'eu  Axe,  l<>l<;iich  Ut  die  ert>te  Frojection: 

/'-Aj+l^j5  +  Zj  =  j  

Die  auf  ihr  senkrechte  zm  eite  Projection  ist  sonach : 


oder 


Diese  Kraft  strebt  die  Drehung  ihres  Angriffspunktes  um  die 
ständige  Axe  an»  mit  einem  Drehmomente  (einem  Drehbestreben) 
^  1^*11,  wenn  p  den  senbreebten  Abstand  der  Richtung  der  Kraft 
P**  oder  der  Kraft  P  von  derselben  Axe  vorstellt. 

Dieser  Abstand  p  ist  aber  die  Projpt  tldn  jcdwtiler  Verbiii- 
duiigKstrecke  der  genannten  ;iwei  Cjeraden,  also  auch  der  vom 

Punkte  »i^fxH  au       s  bin  gehenden  Streeke«  oder  ihrer  drei 
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iiikelieditoii  Pf«jMiiMM  i^mit^i,  ^—tfiss^^  x'^^sC  auf 
jUe  so  den  beiden  ugeführteit  Richtungen  zugleich  senlire^sbte 
G«tade.  Mm  «Ipid  die  Rtcbteoeinii«  der  Richtung  der  Kraft  P 
proportioiial  sn  X,  Z»  Jene  der  festen  Aie  proportional  zu 
^  Cs  wMm  eind  die  BiehtoeelMs  ihrer  gemeidechaaiichen 
tekrecbteii  proportional  an 

bZ—eV,  cX-^aZ»  aY-bX, 

and  sonach  ist  der  fragliche  tienkreohte  Aiintaiid: 

.62— cF,     cJr—flZ  aY^bX 

Ü«mgeniä«s  ist  endlich  da^ii  Drolimoment  der  Kraft  P  oder  die, 
im  Ab««tande  1  und  auf  der  Axe  tseolcrecht  drehend,  ihr  gleich- 
wirksame  (äquivalente)  Kraft: 

=•  j  tt  r  -  Z)  +  j  (I Z  - )  +  ~  (1,  A  -  {  F) . 

iL  Seien  nnninebr  an  einem  starren  Systeme  von  Stofijpunk«* 

(^lya^i)»  (iaii Krfifte  /*,  Pi,  P,,....  oder 
iie  Compenenten  (JT*  F»^»  (JT,,  F|,Z|),....  angebracht  Da 
mfldlt  jede  dieser  Krifte  in  eine  aar  Aze  gleichlaufende  Kraft 
nd  in  ein  auf  der  Aze  aenkrechtea'  Drehmoment,  folglich  das 
luxe  Kriftesystem  In  das  System  der  Parallelkrfifte  f  t  P/t  /V'>*— 
tad  in  das  System  der  Drehmomente  P"pt  Pi"pi,  P%'p%9'-» 
Eniares  System  hat  aar  Tesoldrenden  Kraft      die  Summe 

Ä'sP  +      +  P»'  + Ä   —   Ii   ' 

«fcbim  M  Pttokte  tßf$})»  bestSmmi  dneh  die  aaf  die  Ebenen 
ji,xs,  dry  besogenen  Momentengleiehangen: 

^aX-^bV+cZ  .  aSXx-^biirgi'l'eSZx 
^^=-^— l  ^=  j  

 i  ^  =  TTT   ' 

-air*f6  F-f  cZ  .     a2Jä(  i-bZFz-^  cXZi 
Ri=£  j  x  =  , 

^  andere  System  dagegen  hat  snm  resnltirenden  Drehmomente 
^  die  Somme: 
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III.  lodern  wir  die  eonstigee  leichten  Wehraebnitingen  und 
Schlaeefolgeti  dem  Leeer  fiberiesseiit  beafitsen  wtr  hier  nur  fel- 
gende.  Sollen  »ämmtliche  erwftbnte  Krifto  an  dem  etorren  Sjreteme 
der  StoMeilchen,  mit  Hilfe  der  befeetigteo  Aze  und  swar  in- 
sofern Im  Gleichgewichte  eCeben»  daee  bloe  die  von  don 
Krftften  angestrebte  Dreh  eng  des  Systene  uro  diese  Axe  auf' 
gehoben  werde,  so  muss  offenbar  das  rasoltlrende  Drehmomeot 
H^'r  an  nichte  werden,  also 

sein.  Sollten  sie  dagegen  an  einem  festen  Punkte  iäSi  jf|  2|) 
derroassen  im  Gleichgewichte  stehen»  dass  die  Drehong  um  js* 
derlei  durch  diesen  Punkt  denkbare  ,  Axe*  (a»  6»  c)  behoben 
werde;  so  muss  diese  Gleichung  lür  alle  Werthe  der  drei  m 
einander  unabhSnglgen  Grössen  6,  c  bestehen»  also  jeder 
ihrer  Muttiplicatoren  verschwinden,  nemllch  gleichseitig  sein: 

5. 

Verwendnng.  Bedingnissgleichung  für  die  Gleich- 
gewichtsstellung  der  Magnetnadel  am  Galvanometer. 

Ii  Da  die  «ialviinoruetrische  Ma^nfhj.Kiel  um  eine  feste  Axe 
8icli  (ireht,  »o  «eien  a^i //j  -i  <Jtf  beständigen  Coordinaten  ihres 
l)reh|Mit!lite«  C,  und  die  Hichtcosinus  dieser  Drehungsaxe  pro- 
portiotiirt  zu  den  Heständigen  a,ö,c.  Dann  sind  (gemäss  Art  1* 
und  3.)  am  Nordpole  N,  dessen  Coordinaten  wir  gleich 

fanden,  die  Kraftcoroponenten 

A^f  17,    F+  V,  Z^jy 
thütig,  und  die  Prejectionen  der  oOrdiicben  Nadelhilfle  CiVss  L  sind: 

{;     S  —  «i  SS  *  —  ■  —  «|. 
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ftan  so       mm  Südpol»  Si  d«t8M  CovrdiBalMi  wir  gl«ieh 

fanden,  die  Kraftcompooenteo 

Z'+ü'.   F+P,  Z'+IP 
tbätig»  und  die  Projectiooeo  dersüdJichenNadeibälfte  CS=L*  siod: 

n.  Mitbin  fibergelit  die  vorige  aUgeneine  Bedingungsgleichung 
nir  die  Drebmomeote  in  dem  gegenvrSrtigen  Falle  des  Gleicbge- 
wicbts  der  galvaooinetriscbeA  Magnetnadel  In  nacbstebeode : 

flI?(F+F)-i,(Z  +  flO  +  ^(r'-f.FO-V(55'+fFO] 

«reiche  zur  Bestimmung  der  fraglichen  Stromstärke  t  aus  der  beob- 
achteten Unhestellung  der  Magnetoadel  dienen  wird. 

III.  Beachtet  man  noch,  dass  man  den  Drehpunkt  C  die- 
ser Nadel  jederteit  mit  dem  Nordpol  N  und  Südpol  5  in  einer 
Geraden  liegend  ansmiebmen  pllegt»  eo  gelten  nocb  die  Pie* 
pertlooen : 

IV.  Die  nOrdllcbe  Hllfte  CWssL  der  Alagnetnndel  medie 
alt  ihrer  Drehongsaze  (a»  6,  e)  den  beetSndlgen  Winkel     so  ist 

Die  dnreh  die  Nadel  und  ihre  Drebnogsaxe  gehende  bewegHehe 
Ebene,  dem  Nomnle  senacb  (wie  In  Art.  I.)  &  Toiinderlichen 
Hlcbtcosinns 

Alf  sin       ÄLsiny'  ÄLsinv 
bat^  weiche  aus  einer  standfesten  solchen  Ebene,  deren  Normale 
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dU  «Undigeo.  RiehteoAiniiB  B,.  C%  gd»iifMi«ii  die  fitdM* 
gaogagleicbungeii 

babeD  muge,  um  den  Winkel  d  ab«  so  ist: 

Sohin  bat  man  zur  Ansdrfickaiig  der  ^»  {  darcfa  v,  d  die 
BeatiiiiiniiDgsgleicboDgeo : 

flj  +       +      =  ÄI/  COSVt 

4*+i?*  +  t*  =  I'S 

And  «onaeh  bleibt  der  AbleDknngawiDkel  d  als  alleinige  Grand- 
Terlnderliebe  Qbrig,  von  welcher  die  in  fi  und  fk'  als  Factor  ent- 
haltene firaglicbe  Stromstirke  i  eine  anasnmitlelnde  Fonctlon  ist. 

« 

« 

Ver einfachuD gen    der   aafgestell ten   Ausdrücke  und 

Bestimmungsgleichungen. 

1.   Gewöhnlich  liegt  der  Dr4ibpnnkt  der  Magnetnadel  mit* 
ten  zwischen  deren  Nord-  und  Sfidpol,  daher  ist: 

X'  =  — X»  und  sonaob  4'  =  — |,   i^^ss-^f^,  j^*^^^^ 

und  sonach  wird  die  Bedingungsglelcbvng  des  Gleichgewichtes 
(Art.  5.)  r 

Ii.  Wihlt  man  die  feste  Drebnngssxe  der  galvanonietrischen 
'  Magnetnadel  au  ein#r  Coordinatenaxe,  etwa  sor  z-Axe,  so 
nrass,  weil  auf  ihr  die      nnd  y-Axe  senkrecht  stehen,  asOy- 
6sO  sein  und  btoe  c  wUlkOrlicb  bleiben.  Üimn*  flbergebt  diese 
Bediogungsgleichung  In 

ii( JK' + 1/— - 1(    r'f  F-  ro  »  0. 
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mi  «De  BeetfwHWMlgigtoipfcniipi  Mi  i»  AY4«<t,lV.  ver- 

mdelo  sieb  in: 

t=:Xrcoev» 

wobei  necb  CessQ,  aleo  C=:0  wi  A^-^ß*;:^!  ift 

III.  Die  Magnetnadel  pflegt  man  jederzeit  so  vorzurichten, 
da«8  sie  auf  ihrer  Umdrehungsaxe  seolirecht  stellt ,  also  v=90^ 
Ut.   Dann  hat  man : 

IV.  Nimmt  man  die  willkürlich   festzustellende,  durch  die 

Drehungsaxe flehende  Ebene  (A,  liy  C)  zur  Ebene  der       so  kommt 

ui  C=0  noch  A  =  ±},  Bz=0.   Wählt  man  ^=^1,  so  wird: 

» 

imd  sonach  die  Bediogungsgleicbung  för «  Gieicbgewicbts 
(A:_A:'  +  C7— l7')cos«=(F— P+  F— rOsind. 

V.  Da  die  Magnetnadel  wie  jeder  andere  Körper  der  Schwer- 
kraft unterworfen  Ist»  so  ISsst  man  sie  am  (uglichsten  wagrecht 
•dmeben  und  in  wagrecbter  Ehene,  der  Ebene,  sich^lrehen, 
«mch  ihre  Drehun^^saxe,  dies-Axe,  lotbrecht  wird.  Dann 
Unn  man  die  ebenfalls  lothrechte  ^fz-Ebeoe,  von  der  ans  man  die 
Ablenkungswinkel  d  zlihlt»  entweder  in  den  astronomischen  oder 
—  was  wir  hier  tban  werden  —  in  den  magnetischen  Meri- 
dian Yerlegen,  dabei  xngleleb  die  positive  Richtong  der  ^-Axe 
uordwJIrts  und  die  positive  Riclitang  der  «-Aze  ostwftrts 
hifcn  lassen. 

Bedeutet  da  T  die  wai^rechte,  längs  der  y-Axe  wirksame 
Compoocnte  des  auf  den  Mac^netismus  1  einwirkenden  Erdmagne- 
tidiDiui      Solist  nach  der  (in  Art  3.)  gew&blteo  Bezeichnung: 

JiT^ltv,  also  T=Jp  und  JmtVs^liv, 

V  =  Jmv  =  Tm  und  ebenso  F'  =  Tm'. 

2igleicb  ist,  da  die  Richtung  von  J  Im  magnetischen  Meridian 
**der  ||s* Ebene  —  liegend  auf  der  jp*Axe  senkrecht  steht»  der 
Cinons  «sa  r«l||lleb  ancb  C^^O  vnA  O^«0. 
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Danach  wini  onam  Drclimoai6HliMi»GlaiclivBg9 

(A-^  X')  cosd  -  (  r  —  rO  »in  d  =  r  (m  —  m')  si»  6. 

GewShnlich  nod  mit  R«chi  nimmt  man  dan  Magnatiamos  m'  daa 
Sfldpoia  janem  m  daa  Nordpola  glaidi  an  Gr<toaa,  abar  antgagan* 
gaaatat  in  dar  Baacimfianlieit  an»  namitcb  m'— — m.  Dann  wird 
latatera  Glaidinng: 

(JTcoad-  raind)— (JC'cosd—  y'aiod)  =  2iii7aiod 

nnd 

I»'  =  xtm' = — xim = — fu 

VI.  Stäilan  wir  nach,  mit  Rfickaicfat  auf  dia  Arfikal  1.  und  2.» 
anr  Abkfinang: 

ao'flbergeht  iatitera  Bedingangsglelchung  in: 

oad  aofart  arbJllt  man  filr  dia  8tromatIri[a  i  allgemehi  daran 
amgakabrtan  Wartbs 

Aua  dem  Absätze  IV.  nnd  aua  Art.  5.,L  findet  man  nanmabr: 
Xssjp — d?!— Xraind,  X'=«— a?| -fXraind, 

daher : 

(y-yO«  +  (»-2,)»  +  2i.(«>-6)  +  L», 

wano  man  abkünand  aatat: 

Ji^  aind  -f  fi  eoad  s=  6» 

nemlich  mit  u>  und  6  die  Projcctiouen  der  .Strableii  03J  uud  OC 
auf  die  Magnetnadel  bezeichnet. 

Schreibt  man  die  Ausdrficke  von  JC,  Y  des  Art.  !•  und  dann 
obige  vnii  X,      S  in  Jena  van  B,  aa  arbilt  maa  erat: 
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iDd  cUnacb: 


Bithio,  weoa  man  L  in  ^Jj  umtauscht» 

(10—5    L)  dz—ix^\)dm 


»■=/■ 


Dies  sind  nun  die  allgemeinsten  Aosdrflcke  d«r  Hilfsgrussen 
JS  ond  ^nrcb  die  laufenden  Coordinaten  x,y,  z  der  Linie  des 
Stromrioges,  welche  Oberhaupt  wohl  au<fh  uneben  (doppelt  §e- 
krarorot)  sein  kOnote.  Kennt  man  demnach  von  dieser  Linie  swei 
Gleichungen  in  :r,  so  kann  man  mittels  ihrer  zwei  der  Coor- 

dinaten durch  die  dritte  oder  alle  drei  durch  eine  passliche  vierte 
HilfsTer^nderliche,  also  durch  selbe  aneb  die  Integrande  in  i^und 
H'  darstellen,  die  danach  in  der  ganzen  Aosdebnnng  des  ötrom« 
reife  integrirt  werden  mäesen. 

Anmerknn g.  Eine  andere  Intereseante Daretellung  der  Hilfs- 
grOsse  J7  wire  nodi  folgende.  Setzt  man  elien 

X8iad-i-¥co8d  =  T, 

«leo 

T=(x— a:i)sind-|-(^--^i)Geel — Xrsrte— 6— 

MO  iai 

<<T  =:  lijr.eind -I- d^.eoed» 

rolglichy  (in  auch  noch  dTi^z-dz  ist,  erhält  man: 

^-J   ?  -J  PV'^T' 


7. 

Stromlinien  In  eeheltelreebten  Ebenen. 

Lenken  wir  jetzt  auf  die  bei  Galvanometern  vorkommende 
Beschaffenheit  des  Stromringes  ein,  dass  er  nemüch  (Ta£LFig.lL) 
«ine  in  einer  scheitel-  oder  lothrechten  Ebene  enthaltene  geschlos- 
sene Linie  ABA*B'  sei  und  dass  diese  Ebene  um  eine  lothrechte 
ixe,  die  wir  zur  x-Axe  bestimmen,  sich  drehen  lasse*  In  dieser 
ITfceme  erfimen  wir  noeh  als  eine  fernere  eder  UilfiMie»  die  auf 
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dmolben  «'»Axe  Mokndite  EiMclnitt4iilie  Qil  d«r  Strombene 
fai  die  wagrecbte  Ebene  der  xy,  nnd  sSbleo  auf  ihr  ▼om  Ceonli- 
nateDarepraiige  O  am  eine  neue  Bilfacoordinate  t  des  laufenden 
Punkten  Jf(x»  i)  im  Stromreire«  Dann  nind  in  dieser  drebba- 
ren  Stromebene  t  nnd  %  die  beiden  xusunmengebSrigen  Coordi- 
naten  dieses  Pnnirtes»  xwiseben  denen  sonaeb  filr  die  gewiblte 
Gentalt  der  Stromlinie  dne  elgentbOmllebe  Glelcbung,  wie 

f(l^s)s:0  oder  sss/l«)» 

bestebt. 

Tritt  die  Stromebeiic  aus  dem  magnetischen  Meridiane  (der 
yj-LL»eiie),  oder  die  <-Ajte  aus  derj^-Axe  um  den  Winkel  yOA-=£ 
heraus,  so  sind  die  zwei  ursprüngiichen  Coordinaten  .t,  y  des 
Punktes  iV  die  Projectiooeu  der  neuen  Coordioate  t  auf  die  Axen 
der  X  und  also 

«sisina»  yssifeoes; 

daher  wird 

w=5feo9(d«->c). 

Dieser  Teränderliche  Winkel  d  —  e  wird,  vrie  leicht  za  sehen, 
Ten  der  (wagrecbten)  Magnetnadel  mit  der  scheitelrecbten  Ebene 
des  Stromrings  gebildet  und  wird  in  den  ferneren  Untersuchungen 
binfig  vorkommen ,  weshalb  wir  ibn  eigens,  und  xwar  dvicb  f, 
bexeiebnen  wollen.  Es  ist  sonaeb : 

Der  Drebpunkt  C  («i  yi  t^)  der  Magnetondel  NS  erbilt  Jed«^ 
lelt  eine  bestimmte  ttnabänderiiebe  Stellung  gegen  die  Stromlinie» 
nemlich  gegen  die  in  ihrer  Ebene  befindlichen  Azen  der*t  und  i| 
so  wie  gegen  die  durch  den  Coordloatenanfang  O  gebende  nor- 
male Aze  derselben  Ebene  —  die  Aze  der  Stromeb'ene.  Es 
sei  denmach  der  (xnr  letzteren  Aze  gleichlaufende)  Abstand  die* 
nes  Drehpunktes  von  der  Stromebene  ssD,  sein  Abstand  von  ' 
derselben  Notmalaze  =E  und  seioe  ErbShung  Über  die  wag- 
rechte  ^rjfEbene  =F;  so  bleiben  diese  seine  drei  Coordinaten 
nngelndert,  wie  sich  auch  die  Stromebene  um  ihre  lothrecble 
i-Azebemmdteben  muge.  Projlcirtman  nun  den  in  der  ay*  Ebene 
enthaltenen  Coordlnatenzug  der  D  und  E,  welche  mit  der  jr-Aze 
die  l¥inkel  — «  und  —  c-f  90*  machen,  auf  diese  Axe  und  ihre 
Normale  (dl,e  y-Ane),  so  bat  man  för  den  Drehpunkt  C  die  Or* 
eoordioateo : 

$1 9;*-  Dpmf  +  £coai 
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lit  Mm  MilirtvüaUUidlidiqn 

nan  aofort  dieae  Auadriteke  in  Ait0l,  VL  ein,  aa 


ioM  man: 

w  —  b  =((  —  E)  CO»  Y  —  Dsiny, 
«j^  »  (1-^  JE)alB  t  — X^aoac» 

a  —  »i  a»«— 

SeUt  man  noch  aur  Abkürzung: 
»0  wird 

r>  s  ^  -f       A)^  +  it-^F)* 

wdcbe  beide  GrSaaen  r  und  JST  man  aicb,  vermOge  der  angeßihr* 
Im,  siriacben  den  Coordtnaten  t  und  t  beatebenden  Gleicbnng  der 
fitmalinle  nnr  dnreb  eine  dieaer  Verladerlieben  anagedrflekt  an 
dnken  bat» 

Denkt  man  sich  nunmehr  :  durch  t  ausi^edrurkt  und  die  an* 
gedeutete  Integration  nach  der  (irundveränderlichen  t  innerhalb 
Uirer,  bezuglich  der  i^nnzed  Ausdehnung  <les  Stroniringes  fcKtzu- 
tfellendcn  he^tiramten  CireDzen,  et^vn  von  ( =  bis  i  =  ti  vollzo- 
gen, so  muK8  da8  fertige  Integral  77  an  der  iStcIle  von  t  die  be- 
ständigen Urenzwerthe  und  also  nur  iKJcb  die  \  erätiderliche 
f  enthalten  und  kann  sohin  als  Fnoction  von  y  und  L,  nemUcb 
B^fiy,L)  angeaeben  werden. 

DnaD  ial 

vnd  «onacb : 

* 
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Wenn  man  daher,  wie  bei  der  fibliciien  SinnsboogMle,  die 
wagrechte  Magnetnadel  mit  der'  ecbeitelrechten  Stromebene  gleich-  | 
laufend  oder  eioeo  gewiMen,  Toraus  entschiedenen  Winkel  bil- 
dend stehen  liest,  felglich  ysO  oder  dienern  beetiadigen  Win- 
kel gleich  auttht;  *80  ist  im  Auedrache  von  i  Allee  p  aaeaer  dem 
elndv  Tom  Wlahel  d  naabhtogig,  mithin  I  propertionlrt  an  aiod. 

Hieraus  folgt  demnach  allgemein  der  Satz:  [ 

Wenn  maa  bei  einem  Galvanometer  den  Stromiiog  in  eine 
(lothrechte)  Ebeae  veraetat,  welche  um  eine  in  Ihr  enthaltene  leih* 
fechte  Axe  drehbar  lat  (wie  bei  d«i  gebriachlichen  Sinaebonseo- 
len),  and  wenn  man  diese  Strom- Ebene  bei  jeder  Beohachtnog 
ao  weit  dreht,  bla  die  wagrecht  echwebende  Magoetaadel  mit 
deraelben  Ebene  einen  gewisaen  voraus  beetimmten  Winkel,  a.  B. 
C^,  90»,  45<»,  W  o/dgl.  macht;  ao  lat  die  Stromstirke  jedeafalls 
atreng  proportieaal  zum  Sinua  des  Ableakangawtakeb  der  Mag- 
netnadel vom  roagnetiacbea  Meridian;  es  mag  der  Stromring  was 
immer  filr  eine  geacbloaaene  ebeae  Liaie  bilden  und  der  Dreh* 
pnnkt  der  Magnetnadel  was  immer  flUr  eine  gegen  die  Strom*£bene 
nad  Stromliaie  unverrfickbare  Stellung  einnehmen. 

Die  Giitigkeit  dieses  Satzes  erheischt  demnach  lediglich  blos, 
daaa  der  Stromrlog  eine  einfach  gekrümmte  (ebene)  Linie  bilde» 
daaa  aeine  Ebene  lothrecbt  und  um  eine  lothrechte  Aze  drehbar 
aei,  endlich  daaa  die  Magaetnadel  wagrecht  ach  webe» 


8. 


Sftremrelfe  von  gewfthlter  Geetalt  ' 

L  Blliptiache  Strbmreife.    Strom- EIHpaen. 

Weisen  wir  nunmehr  dem  Stromringe  eine  bestimmte  Gestalt 
au,  etwa  vorerst  die  einer  Ellipse,  deren  Halbazen  A  and  B  ia 
der  t*  und  z-Axe  liegen  mOgeo,  ao  lat  aeiae  Gleicbang: 

^  s* 

Zar  weiterea  Vereiafachang  der  Rechaungsavadricke»  vor- 
nebmlicb  der  Ia  ß  and  B'  stehenden  Integraade,  kaan  maa  naa 
eatweder  ala  Pelarcoofdiaaten  den  Strahl  OM^B  and  aelaen 
Pelatwinkel  m  mit  der  .  I- Aze  beofftseo,  folglieh 

<=5i2coe»,  ts=jRaiaiB 
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Mtteu,  noiiacii  die  vorige  Gleichung  d«r  Ellipse  in 

1   _^  cos  0)*     sin  m* 

übergeht;  oder  nta»  kan»  bio«i  den  Uilfswinkel  9  dergestalt  l>e- 
messen,  dass 

~  cos  9 ,  also  ^  =  8111 9 
ist,  da  dann  die  Gleichang  der  Ellipse  in  die  zwei: 

7erlä!lt  Die  erstere  Annahme  ist,  \^  eunuleich  auch  sonst  bei  ande- 
ren Linien  verwendbar,  hier  dennoch  minder  vortbeiihaft  als  die 
tweite. 

Di€«e  sweite  Annahme  gibt  dennach : 

di 9t A sin (pdfp,   dz=i Bcoa^d<p,   idz  —  idi  =  ABd<p 

md 

r*  =  U  coÄ  9  -  £  ~  Z.  cos  y)«  +  (Zi  +  L  »io  y)«  +     «in  9  - /^)« 

cos  9 

* 

—  2i;Fain9  ^  {A^  -  B^OMif^. 

Die  für  //  vor/unehmeude  Integration  muss,  weil  sie  sich  über 
den  Folien  elliptischen  Stromring  erstrecken  soll,  von  /  —  — A  bis 
f=  +  i'i  iii)d  von  da  wieder  bis  <  —  —  A,  afso  von  9=  — »  bis 
f»=0  lind  von  da  noch  bis  9=^75  ausgeführt  werden.  Sooach 
öaiiet  man,  wenn  man  noch  zur  Abkürzung  , 

AeoMf^a 

B^j  — -''—^  

—  M 

\ 

Mglicli,  ndam  man  X  in  — L  .umwandelt: 

»"asiP  +  (Z>  -  JL  si  f  1  y)*  4-  (£  -  L  COS  y)2    F*  -  2   (£  ~  £  cos  y)  eo»  9 
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I  ■ 

Nun  kSonf«  map  dio  Difeienliiil*CoeilieieBteB  dieser  IntegraiUl^i 
well  8iii9)  =  (l— co8  9^i  ist,  in  eine  nneh  den  steigenden  Poten- 
xen  ?on  cos  9  forteciireiteDde  unendÜ^  Reihe  nnter  der  Voi^ 
nnssetsnng,  enhrielceln,  dann  die  Bedingnieee  Ihrer  Cenvergenx 
erfilllt  eeieo ;  d«  mnn  dam  rar  Integrale  won  der  Fem. 


/st  p  n 

COS  q>^dq>=  2  /      cos  qf'^dip 


-I» 

anesnwertben  Utte,  welche  für  gerade  k^ss^nt 


nnd  ffh  ungerade  ifcss2ft-|>l: 


geben.  Indess  diirflte  von  den  Ergebnissen  rlieser  schwierigen 
Entwicicelang  v«  obi  kaum  je  ein  ernster  Gebrauch  gemacht  werden. 


^  9. 

Fortsetzung.   Verlegung  der  Magnetnadel  in  die  wag- 
rechte Coordinatenebene. 

Weil  «rwShnte  Schwierigkeit  häuptsächlich  durch  die  Anwe- 
senheit des  sin^  im  Integrand  von  JB  bervorgebrac|it  wird,  SO 
wird  man  trachten,  denselben  zu  beseitigen,  was  offenbar  dadurch 
bewerkstelliget  wird,  dass  man  die  Erhöhung  F  des  Drehpunktes 
oder  der  ganzen  Magnetnadel  selbst  über  die  wagrechte  Ebene 
der  zu  Null  macht,  folglich  am  üalvanonieter  die  Einrichtung 
trifft,  dass  die  Magnetnadel  in  der  wagrechteu  Ebene  der 
wagrechtea  Axe  2A  des  elliptiischen  Stromringes  schiebt. 

Selsen  wir  demnach »  hei  der  Annahme»  dass  F=0  sei»  snr 
AhhOnnng: 


und 
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»  sind  g,  h  in  der  wagrcebten  Coordioateii -Ebene  die  auf  die 
t-Axe  und  die  Axe  der  Strom -Ebene  beziehlichen  Coordiuaten 
des  Nordpols  der  Magnetnadel,  f  ist  der  Ah»:tand  dieses  Nord- 
pols vom  höchsten  Punkte  der  Strom -Ellipse,  und  g' ,  h\ 
Meuten  Aebnlicbe^  iür  den  Südpol  der  ^iatlel.  Ucnigemäss  er- 
haitea  irir: 

r*  SS  ^  —  (2iiilco«^4^«M»«>^*), 

^szf^*^  {2Ak*  cos  9>  -I-  ^  COM  g»«) , 

oDd,  weil  jetst  in  ü  und  W  der  IlifferenlialcoefBcieDt  durch 
UwaDdliiDg  von  9  In        Iceine  AbSnderung  erfthrt. 


 -jj-  d9. 


So  lange  Im  Auedmcke  Fon  r*  noeb  die  s  weite  Polens  von 
cMf  vorkommt,  dffrfle  die  Anefährnng  der  bevorstehenden  Inte- 
gration ouf  dadurch  «xmiiglicht  werden»  das«  man  ^  nach  den 
itiigtndeD  Potensep  von  eoe^  entwtciceit.   Thun  wir  diee«  eo 

1    1     3  (2ilAepsy4-2fcosy*)    3.5  (2JAcosy-i- ^cosy»)^ 
3^,7.9  (24i|coiiy-i>^€osy«)»    3.5 ..  .ri  (2il*coey-f  ^cosyy 

*i4.w  *  *r4  ...10        7»»  " 

•  •  •  • 

1     3  2/IA  r3  ^  Ci^A)«-!  ^ 

,  r3.5  2  .  3.5.7.9  (2ilÄ)8-| 

r3.5^    3.5.7.9  3  3.5....11  (2^A)«-|  . 

I  3.5.7.9  3^2  2^.  z/«  3.5  ...11  4  {'lAhfA  3.5....  13  (2^A)<^-1 
^  L2.4.(U.Ö  1.2    /•»    ^2.4,...J0l  +2.4....'12    /•»  J<^**»^ 

u»  fl.  w. 

4» 
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Diese  ans  der  EntivickeluDg  von 

-=-.(1  )-j 

irach  dem  binomicichen  Lehrsatze  entstandene  unendliche  Reib« 
oonvergirt,  wenn  der  f)Sr'7  =  0  stattfiodencie  grösste  Werth  de« 

•weiten  BiDomialgliedes  ~y7^<l  tet,  demoach  wemi 

ausfällt.    Letzteres  tritt  aber  sicher  immer  ein«  mithin  conver- 
girt  auch  diese  Reihe  jedenfalU. 

Setien  wir  jetzt*  mit  Rflckeiebt  auf  die  su  Ende  das  vorigen 
Artikel«  anfgeliahrteii  Integralwertbe,  abkfineiid:  f 

fnlglich 

-t-  u.  s.  w.,  ^JJ 

jir^^?ft^  ^.lTI^  2  2J/t.^    3.5.7.9  (2/IA)»-|  1.3 

"^^■"2  /•»  •2+L2.,4  1  +2.4.Ö.8  J2.4  "^f»! 

r3.5.7.9  3.2  2^A.zr»  3  5  ...11  4  (2^)»^  3.5..  .  13  (2£^~1  T  "^-S 

o«  8.  w.;  I), 
eo  erhalten  wir  endlich:  '^/i 

£r = 2»  a  [oir — (6 + Xr)iV]. 

Wenn  wir  auch  noch  h  and  /  In  Ä'  und  umtaURcben,  fio-  ' 
den  wir  ans  den  AiiedrückeD  von  ilf,  iV*  /f  jene  von  iV',  H',  ^(«f 
und  zwar:  ,  ^ 

,  mithin  für  dleBefttimmung  der  fraglichen  Stromstärke  i  die  Gleichung:  ^ 
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f 

■  1.  Bei  der  Tangeotenboussole,  wo  tsO  gemacht  wirti, 
H  y  =  S,  also  a  =  Aco8Ö,  mitbin  enthält,  so  lange  E  nicht  Null 
|b,  folglich  der  Orehpnokt  der  Nadel  aoaeerlialb  der  Axt  der 

rm- Ebene  liegt,  in  dem  zoeamtneogeaetzten  Zibler  zwar  e» 
Dieiit  N  und  N*  den  VMm  coad»  niithin  iat  da  die  Stroni- 
•ISrke  i  auch  nicht  einnial  gealbert  der  tangd  proportionirt.  — 
jHlt  hingegen  £«0>  d.h.  Hegt  der  Drebpnakt  der  Nadel  in  der 
dritten  Axe  der  Strem-ENipee«  eo  iat  A=;XrCoad=£^A';  daher 
eithalten  alle  drei  Glieder  den  Zfthlera  den  Factor  coad  nod  bo> 
UDlitdie  Stromatirke  I  nindettena  genähert  der  tangd  proportional. 

2.  Lä£ist  man  bei  der  Siniisboussole  <leii  Winke!  ymd  —  t 
<ier  Nadel  mit  der  Ntrüiii -Ebene  einen  gewissen  iinabanderlicheu 
mx) ,  so  sind  ni(  bt  alk'lti  y,  sondern  auch  a,  f/,  ff' ,  //,  A',  f,  /', 
if,  .V,  N,  A'  allesammt  bestandi^^,  folglich  ist  die  SfromstKrke 
ittcber  dem  aind  proportionirt»  was  mit  Art.  7.  übereinatimmt 


IL   Kreisförmige  tStromriuge.  6tromkreise. 

Die  in  Art.  9  aufgestellten  Ausdrücke  von  r*  and  r'*  gewin- 
namhaft  an  Einfachheit,  wenn  aus  ihnen  die  eite  Potenz. 
m  cns(p  herausfHIIt,  also  der  Unterschied  J=B* — ver- 
H^irindet;  folglich  die  Haibaxen  A  und  B  des  elliptischen  8troro- 
lioes  einander  gleich  werden  und  aonach  aus  der  Strom- Eilipf»e 
ea  Stromkreis  wird. 


Hennen  wir  den  flalbniesaer  dieaee  Kreiaea  R,  ao  iat 

i^Bz^R,  folgUch  J  =0. 

•siteoe|F»  b  A  i>alny-|-£coay» 

Lbiiiy,  =.  D — Lsiny, 

^sü-f-itcoey»  h*       — Looay, 

j  ''=/'-2ÄÄ  cos  9,  r^-sfit^ 2Uh'  cos  <p, 

3M(nir— (6*f  ^'inR(aM*'--{h^L)l9*), 

r=T"*  ^3  , 
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wofern 

3  12m^3.5.7.i)  1.3 (2Ä«»^ 3.5....  13  l.3.5(2/?^)\ 

wt  ottd  hterauB  iT,  19'  dadurch  entsteht»  dass  man  A  and  ^  In 
und  f*  nrnteoftcht. 

Diese  Keihtiii  iV'  convergiren  jeHesmal,  weilin  jeder 
von  ibaen  der  Quotient  jede»  Gliede^s  durchs  Dächst  vorherge- 
hende, hei  nnendltcher  Ansdehnong  der  Reihe,  der  Grenze  p.~^ 

Tsutitrebt  inifi  <liosf  stets  <  1  ausfällt.  Denn  damit  Letzteres  ein- 
trete, muse*  ZUh=g^'^iH^h)^>0  sein,  was  iu  der  Tbat 
iiDiiier  tfit. 

Auch  hier  noeh  gelten  die  am  dSchluase  de«  9.  Artiheln  he* 
aOglieh  der  ProportionalltXten  der  Stronetftrhen  gemachten  Be- 
merkungen. 

II. 

Forteetsung.    i^arelellung  der  Integrale  H,  H*  in  ge- 

schiossenen  Formen  mittelH  eiiiptisc her  Fuiictioneo. 

Vermag  man  3ber  die  Beaiehungsieichen  der  Coofdinaten 
A&=  £r+IfCosy  und  h'  ^E—Lcpay  mit  Sicherheit  m  entschei- 
den ,  ae  gelingt  ee,  die  Integrale  H,  H*  auf  elliptische  Fnnctio- 
nen  ziiriicksuleiten,  folglich  abgeschlossen  darsuetollen.   Ist  nun 

T.  der  Abstand  E  nicht  Null,  also  der  Drehpunkt  C  der 
Magnetnadri  ausgerhaib  der  Axe  (der  Ebene)  des  Sttomkreises, 
so  sind,  iveil  cosy  von  —1  bis  +1,  also  h  uud  von  K  —  L 
bis  E\  L  sich  erstrecken»  k  und  k*  gewiss  positiv,  so  lange 
E  nicht  kleiner  als  L  ist.   Lassen  wir  demnach  die  Annahme 

JB^Xr  gelten,  i^o  iet  in 

=  f^  —  2Rh  cos  (p 
2Rk  geniK^i  positiv;  deshalb  setaen  wb 

^:ssn^^,  cos9»s<-cos'i^s:2sin^^— I 
und  erhalten: 

r«,=  f\  +  2Hh  -  iBh  «in 


* 
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m  4«w  \km  ein  «lets  pogilivei  Prodvct  mit  «in^*  «bgeif^Mi 
■ini.  Nanaehr  steUeo  wir  oacb  rnul  n«cb: 

/«+8«l=j^  + («+*)•=««.  = 


1  — il*0ili^s=2f<ifc, 

dtan  wird 

wobei  e,  kt  J{k,  tp),  r  alleMmnit  pMithr  genommen  wMen  «ollen. 

Hieraach  ?orwAiidelt  sieb  das  im  vorigon  Artiltel  getodene 
latogrsl 


••cb  eliifaeben  Üneliitungeii  io 


4fi  /*»  n  +  (ft-H,)eos2v 


Auf  gaoz  gleiche  Weise  erhalten  wir,  wenn  wir  L  in  —  Jj 
verwandeln«  weil  auch  h*  positiv  eatHÜlt»  bei  ilen  Annahmen 

Integnl 


iR        g +  cos  2t/,, 


IL  Ist  aber  E  Noll«  d.  b.  liegt  der  Diebpnnbt  C  der  Nadel 
ia  der  Aze  dea  Strembreiaea»  ao  iat 

folglich,  wenn  der  Winkel  y  der  Nadel  milder  8tromebeoe  spitz 
iit,  fällt  h  wie  früher  positiv,  dagegen  negativ  aus;  mit- 
Uo  gelten  in  Bezug  auf  H  die  früheren  Hilfssatzungeu  und 
Schluss  formen. 

Fär       dagegen  ist  h' —  Leos/,  daher: 

r'<s^'>-*3M'€os<p; 
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dMlialb  setsea  wir  ipss%^,  cos9=oos9^c=  1  —  2aiD^*  and 
•rbalten : 

—     -       _     4«0  »in 
Nun  »teilen  wir  nach  etoaDder: 

uo4  finden: 

Hiedureh  verwandelt  »icb  da«  in  vorigen  Artikel  anfgeatellle  Integral 

O 

nach  geringen  Uni«taituDgen  io  ^ 


III.  I8t  hingegen  E  zwischen  Null  und  L  gelegen»  oder 
kürz  E^Lf  so  Iä8st  sich  fiber  die  Vorseichen  von  Aand  ntchta 
für  alte  Pille  Giltigee  oder  Bleibendes  voraussagen;  ja  ea  kann 
sogar,  wenn  der  veränderliche  «pitxige  Winkel  y  von  0  hl« 
90^wSchst»  die  A'  =  £— Lcosy  von  ^(L^E)  bis  Demlieb 
von  dem  negativen  L — E  durch  0  bis  zum  positiven  E  ansteigen. 
In  diesem  Falle  muss  man«  nachdem  man  bei  Tangenten- 
boussolen  den  (stets  als  spitz  vorausgesetzten)  WInkd  y  ab- 
gelesen« bei  Sinusboassoleo  aber  ein  filr  allemal  fest 
gestellt  hat,  nachsehen,  ob 

<E     .  ^E 
cosy  oder  cosy>^« 

also  h'  positiv  oder  negativ  aoslalle. 

Zu  positiviMi  A'  =  £  — Xicosy  benutzt  mau  dann  für  ü* 
die  ScUussform  in  L; 

zn  negativen  A^s— (Zcos/  — £)  aber  jene  in  IL,  wihrend 
man  zu  di^n  riirtwil|rend  positiv  bleibenden  k^E^Lewf  jeder* 
zeit  fOr  Jt  die  Schlussform  io  L  verwendet 

IV.  Aus  (ÜLsor  Darstellung  erheilet  demnach,  dass  die  Inte- 
grale hl,  W  auf  die  Integialform 


% 
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iiritekgebracht  werden  können,  und  6S  haoddt  sieh  daher  jetst 
iw  om  WeiterieiUiog  dieser  Form  oder  der  oocb  oUgemeiDercn 

P  a-\-ßcos<p 

aas  der  dieselbe  durch  die  Anoahme  9  =  2^  enUteht*  Ks  lat 
aber  allgemein  *) 

/g-h^coay  e)>—  sitiy   

(a + Aeoe9)»*'^"^(ii  - 1)  (1^—6*)  (a -f  6co8<p)»-i 

1  r  (n— 1)  (aa-bß)  -f  (>>  -  i)(a^-6«).CQay 

tod  bcgrenat  für  fis=|: 

tf-f/?coeg>   1  «  au^bß  +  (6«^  a|g)eoey 

<a  +  6Goe 9)i  '^'^    o*-    J  (a -|-6coe9)i  '^''^ 

Setien  wir  aon  hierin  ^a=2^9  und  damit 

V^a-|'6co89  =  26aio^  =  V 1- ife*aio^=^(ifc,  ^) 

imbUe»  S^ssA«  und  2a=8-*-i(*>  eo  liodeii  wir: 

n 


o 

El  iit  aber  eoeh 


*)  Nach  Meier  Airaeh,  Inleicralu  f  ein,  ISIO. S. 997. and  MarCia 
Oliai,  Syatem  der  Mutbenitttik,  4.  ino,  Tab.  W. 
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mithin  ist  scbtiesslich : 

1 

DI«  beiden  aUgemeiDeD  Integrale 

kunnen  aber  bokatindich  weder  auf  einander,  noch  auf  sonstige 
•intachere  Iiitegraltormeti  zurückgebracht  werden;  deshall)  wer- 
den sie  Dach  Legeodre  (T  rai  te  d  es  fönet,  elliptiques,  JH2d, 
tome  I.  pag.  18.)  aL«  ei^erithümliche  transcendente  Functionen 
ven  1^  bebandelt  und  zwar  elliptische  Functionen  erster  und 
sirelter  Art  genannt  und  durch 

beaeicbnet   Sonach  sind  die  bestimmten  integrale: 

n 

0 

i 

n 

o 

welche  Legendre  vollstfindige  elliptische  Functionen  ihrer 
Art  nennt. 

Fuhren  nir  nunmehr  diese  Beseichnungen  ein»  so  gilt  ailge- 
mein^  die  Beductionsfofni: 

o 

und  wenn  ,wir  selbe  auf  die  Im  laufenden  Ardkel  enhrickellen 
Aasdrüeke  von  H  and       anwenden,  erhalten  wir  in  f.,  wo 

£  Ist, 

*  =;^.  [;^'^^^^^^  E.(*)  +  2(6  +  r)  FW] . 
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%cg«D  io  Ii.,  wo  £=0  i«t. 


Fortsetzung.    Zweite  Entwickeluog  der  Integrale  aod 
ü*  io  convergenle  «»•ndliebe  Roibeo. 

Diese  erzielen  «vir  «iadurcb,  dass  wir  die  voUstfindigen  eüip- 
ti^cbeo  FuoktioDeo  F'(Ar)  und  Et\k)  Io  Keiben  eutwickelo.  £s 
ist  nemlicb: 


T  ff 


md  diese  Binomialreiben  convergireD,  weil  der  (ftOeste  Zablweitb 
dt0  tw^ten  Blooiiualgnedes«  neaUcb  S^ss       jederieit  <1  ist,  da 

■ 

nmner  posittv  auefiillt  Nun  ist 

■ 

daher  erbält  man  die  gewifnscbtefi  Reibeneottviclieluageo : 
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13. 

* 

Audere  Keihenentwickelung  der  Integrale  U  und  11^^ 
falU  der  Drehpunkt  der  MagoetnAdel  in  der  Axe  de« 

Stromkreiaee  liegt 

Im  10.  Art.  lassen  sich  die  für  r*  uud  r^»  N  und  JSP  enge» 
lehrten  Aoadrilcke  auch  ao  darateileo: 

jyi  1=2/2/   jji  liy. 

o 

nad  aun  kann  ea  oao  varaochaa»  die  aeiiaii  Hilfaveriaderiiebep 

o — 6co89=ai»  6  —  acos9=se 
adl  dar  iiaiaii  Beatiadigen 

xur  Vereinfachuug  der  Ausdrücke  im  beuüUeo.   Sie  machen 

und  la^eu  aus  «Ion  ersteren  ei  Ausdrucken  ersehen,  dasrs  eine 
namhafte  (JebereiuMimuuuti;  lier  beiden  Integrande  eintrete,  uena 
K=:0  wird.  Machen  wir  demnach  diese  Voraussetzung,  d.  h. 
nebmen  \\\t  ai) ,  der  Drehpunkt  der  Magnetnadel  befinde  aich  in 
der  Axe  den  6irenikreuies ;  dann  ist 
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Eu..ickel.»«.«„  i  »«d  ^»«hdeBibü.o«i.che.Lel„«;u, 

od  nntefscheidet  dabei  die  gerad-  ood  «ngeradslbiigen  GHadar» 
M  fiadet  man : 

~"(2,;+i)  (^ny  ^'«-»^ 


BaaehtanaweHli  iat  nmi  die  WeitaHeHoag  dea  etataa  IntagnOa, 
llr  waldie  nir  anf  akiea  AngenUicic 


setzen  uod  aofort 


<ff      a — 6co8<p   ü 

dy""    aio^*  aia^' 


Ma.  Danach  iat: 

fwB^dip  =:/alB^p*"+*.<*"ii9, 
•bo  iactorenweU  iotegrirt: 


w    -  2m  -f  2 

 2»H-1^  2wHn^'^***'^''' 

eiegegreaat: 

2m +2 

o  O 

99  dtaa  daa  eiate  latagral  auf  daa  aweite  aicb  aaridileitaa  liaat 


Mmi%Mu:  Att§em§tii€  B£reekmtn§ 

SdMMibt  man  diesen  Anedruck  in  jenen  ßir  — ^ —  und  die- 
sen wieder  in  den  fär  |  (Art  6),   indem  man  zugleich  beacb- 
'  tot,  diM 

V2m/  ^    2..4.«....(4i»)  /' 

/  — i   V   _a.5.7...(4m4  3)_  /2/rtH\ 
+  1/       2. 4.6...  (4m  +  2)  +  1/ 

ist,  80  eriiilt  nan: 

Nanmebr  entwiekeln  wir  cos  9) = (-r  «  cos  ^  -f  eoa  ^ 
oaoh  den  biaaulsehes  Lehrttitie  ond  arwXgen,  daaa  iMi  der  eo* 
fort  folgenden  Integration  nur  die  geraden  PoleDsen  de»  eoe^ 
Wertbe  oberhalb  der  Noll  geben ;  dann  finden  nlr: 

wenn  wir  abltürzend 

» 

•etaen;  vnd  aonaeh  wird: 

l  .     %  InH.a 

I  2111+2  /2m+i\  /2m+  |\  /2/ Y^-M  _  j  , 

V  äst         ••V2wi-n>Uv  ^i-^" 

Noch  gestattet  die  durch  Jm  vori^esk  IIU»  Sumnie  die  Heraushe- 
hiincr  eines  nur  onHi.Utenden  Factor«,  wozu  man  die  allgemeine 
Drowandlungsgleichung 

Kn-iJ'W  -  p(p-i).-.(i»+i-ii>*  W  W 
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fteafitit«  oacli  welcher  Hieb  ergibt: 

\m^\^nj-\m^\)\  n  /'\  n  ) 
Stellen  wfar  sar  Abkflrsung  der  Ansdrfieke: 

mo  wird 

und  hiefin  bt: 

fm^i\     1.3.5....(2m-f !) 
Vmi-l/ ~  2.4^6.  ..(2111+2)' 

Zur  weiteren  UmstaltuDg  von  Cn/iBi 

_C2m4-l)2m(2fii~l)....(2m-f3~2ti)(2y/»f2— 2«) 

(iii  +  4\  _ (2m-i>l) (2iit - 1) . . . . (2m -f- 3~2n) 

datier 

weil  aUgemein  (")=„,(  «l-o  insbesondere  (^,")  =  |j^ 

iet.   Sonach  erfolgt  aach : 


Lost  man  hierin  alle  BinoinialcoefBeieDten  auf,  so  wird  nach  ieieb« 
tca  ZneaaunenBiehittgen: 

^     _  2" .  (nt-fl)     (III- 1 (m-~?)^    .  (m  i2-it)«(m4.1^) 

1.3.6....(2ii-I).fi{  • 

jedoch  aiistaodaloa  nur  erat  für  si^2  verivendbar. 

Stellt  man  im  Ausdrucke  von  \  jenen  von  Jm  ein  und  vef' 
eiafKht,  ao  findet  man: 
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und  dafür 

/af»i\_  1.3.5...,(2m— 1)     /m  +  ;\     1.3.5  ....  i2m -f  1) 
Vi»/"    2.4.6^.  (tbn)    '   V«+ l/~2.4.6.-.(2i»+2)* 

Cm  +  ^\     3.5.7.,..(4m4-l)      /?m^^^\     3.5.7....(4m  4^  3) 


.  5  (in-f-l)m«(iii-l)«(m~2)..(m-h2>->t) V4 1  -ji) 
"•■«I  1.3.5....C211— 1) 

+  1.3.Ö....(2iii-l)^  • 

Schreibt  man  endUcb  .0,  1^2,  3,....  für       so  erfolgt: 

.  /945L«    3465L«\ ,  .    ,^    „  . 

./3828825L"    14549635L>«\        ^  128 


Dies  int  der  möglich  einfachste,  ganz  allgeoieioe  Aufdruck  des 
ongekehrtOD  WerIhM»  |,  der  StronisUfarke  i    DaM  es  klAgcr 

bleibt,  nicht  diese  Stromstärke  selbst,  sondern  ihr  ümg^elcehrtes 
auuiidrackeD,  liegt  aaf  der  band«  da  sonaf  diese  so  ausgedebote 
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dtr  Strotnstdrken  in  Ga^uttomeUrn,  <Ü5 

in  den  Divisor  so  stehw  ItSme  und  da  bei  der  unum- 
gingliclien  Racbaang  mit  Logarithmen  es  gleichgilti^?  ist,  ob  die 
Stmmstibrlce  s^lbjit  oder  ihr  Dnigokehrtea  in  Quotieotenform  daree- 
«Mit  iot 

Schreibt  man  a=zRcoay  und  ö^Dsiny  em,  so  erscheint: 

+     .  .  

wfJdm  Glelchnng  »lebt  allein  «ngemein  für  jeden  Winlsel  $  der 
Stimneliene  mit  dem  magoetisdien  Meridinn«  n^miero  andi  Inn- 
Wseadere»  wie  iiet  Sinnsbove^olen»  flbr  aa^d  und  y^OuuA 
Aerbaopt  Air  Toraun  Test  beatimmte  Winicel  der  Nadel  mit  der 
Stromebene  gilt 

Bei  der  Taugenteubo u^^aole  ^t  mau  y^d«  folgUcb* 


Da  die  liulbe  Nadellange,  L,  im  Vergleirh  mit  dem  Strom* 
halbmesser  H,  und  noch  luelir  im  \  ergleich  mit  pN/i*,  immer 
nar  aehr  Itlein  iat,  so  l&aoo  mao  sieb  begnügen»  bloa  die  Glieder 

mit  der  s «retten  Poteni  too  ^  nocb  beixnbebalten,  da  dann  der 

9 

eintretende  Fehler  er^t  mit  dessen  vierter  Potenz  vergleichbar, 
«lao  von  der  vierten  Ordnung  der  Ikleinbeit  sein  wird. 

Um  dann  die  nahe  »tatt  ^findende  ProportionalitSC  der  Strom- 
idtrlte  i  zw  tangd  noch  genauer  zu  erhalten,  kann  man  den  Fac* 
tnr  Ton  sind*  verech winden  machen»  was  für  D=^\U  erreicht 
«ird.  Diese  Abmeaaong  bat  Gaugaiu  in  seine  Tangentenbous* 
aole  anfgenemmeo. 

I 

Will  man  den  Aoadrock  von  ^  mit  der  BerQcksicbtlgung  nach 

(I«n  Potenzen  van  L  entwickeln»  dasa  auch  in ^  die  X  mit  vor- 
i^Munt,  so  setze  man:  ».-' 
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ilaiika:  Allgemeine  fierfchuung 
dMn  tot,  iremi  man  «ich  auf  die  »weite  Potena  %'oi}  L  Ueacbr&nkt: 

ttod  nacli  einigen  leichten  UmstaUungen : 
iaher  die  Stremstlrke  eellN|t : 

Die«  im  We^^f^nt lieben  die  toh  Bravais  a.  a.  O.  gegebene 
Nifaerongsforroel  für  die  BeMiininatig  der  ätronialfirke  In  Gan- 
lltln'e  TangeDteaboaaaoiew 

Setxt  man  in  ihr  HsO,  ko  wird  C^H  und 

Der  letzte  Auadruck  wurde  (lir  die  gewühnltcbe  Tangenteitbou«- 
aale  von  Denpretz  (in  den  Comptes  renduM,  4.  Oct.  1852, 
p«  440.)»  ala  durch  Blancbet  und  de  la  Provoataye  bergelei- 
.tat,'  angegeben. 


U. 

H  -V  H' 

Noch  eine  Reibenentvrickelung  der  ^iiiume  — ^ — *  wenn 

der  Drehpunkt  der  Nadel  wo  ffmoner  in  der,  durch  die 

Axe  de«  St ro ni Ii reises  gehenden^  wagerecfaten  £bene 

liegU 

Audi  wenn  der  fvaaaerrecfate  Abatand  E  den  Drehpunkten  der 
Nadel  von  der  Axe  dea  Stromkreiaea  nicht  Null  i^t,  kSnnen 
die  Im  vorigen  Artikel  aurgefundenen  voliatindigen  Ausd  rücke 
ven  r*  und  r*^  der  Reihenenttrickelung  zu  Gmnde  gelegt  werden. 
Ea  lat  neniiich : 
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der  Stromitdrken  in  (^/vanomeiern,  ^7 

md  ähnlich 

l>eokt  man  sich  diese  Ausdrücke  in 


""2 


Ä  /p3       p3v  XpS  p3\ 


eingesetzt,  so  werden  l)ei  der  Addition  o))ii:er  zwei  Reihensom- 
mcn  die  Glieder  mit  den  geraden,  dagei;cn  bei  ihrer  Subtrac« 
tioti  die  Glieder  mit  den  ungeraden  Exponenten  n  sich  ver- 
doppein, die  anderen  aber  sich  aufheben;  folglich,  wenn  man di« 
Hälften  dieser  integrale  mit  ü  und  Ii  bezeichnet»  erhäll  man: 


^0  M^O  ^ 


=0 


Auch  hier  lüMt  sich  4««  erufm  Integral  dnreh  die  im  vorigen 
Artil^el  beti Outen  Mittel  auf  die  Form  den  lelateren  bfiageii.  Es 
M  bemlicb  atlgeniein : ' 

e*"+i  coK  9*  sin  (p 

— ^ — 1   e««+'coe5P*-«  if^. 
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ddhvt  begrenst: 

o  o 

uud  e«  erhellet»  das«  nur  lotegrale  vod  der  Form 
^"r*«+icot»9-c^9  iüt  «==0,  1,  2  

0 

«nmirertbe«  koniroen.   Weg»»  r=s^iicor(gp -f  6  erhält  tiian: 

^er  Termüge  Ar^  8.  für  ungerade  *^P* 


Zum  Ah^chluss  hat  man  «icmnacii  in  den  SumniPii  ü  nnd  I> 
f^T  m  tiat-h  einander  ^2tn  und  t^m-f  '  setzen  und  zur  Abkürzung 
der  Ausdrucke  folgende  Bezeichnoitgeo  einzuiühren: 


-5;e!l)("--r/)--''*"-w.- 


Dana  erhilf  nant 


 iin  ^» 


Digitizdti  b 


■ 

j  TdiA^k 


der  Stromstärken  in  Caicanomelet  n,  69 

i=^.G»:)^"  .1  (2,. i-^'f-... 

■»=X  /   _  ■    \  02f»<(^l  «=1»  /9,|,  1.  1  \ 

nn<l  il«irf II  ist  entwickelt : 

\2mJ'    "     1/2.3....  (2m)  ' 

/         V^+i-  ''^■5>7....(4m-|-3) 
V2m+V'^    -     1.2.3....  (2m +  1)' 

;  +C"/')(':i:*i)---'>-^r,7::0-"' 

iMid  insbesondere: 

l.a.5...(-2//j  — I) 

• 

l^eii  Ausdruck  von  i1  kann  man  auch  —  und  vlelle'rcht  kflrzer  -> 
no  entwickeln,  iius»  man  s^o^leich  in  durch  *2m  und  2//f  f  1  ersetstp 
dann  r^  =  ( — acos^j-f  A)*»  nach  dem  hinoroischen  Lehrsatze  ent- 
Mickelt,  mit  der  betreffenden  Potenz  von  coatp  und  abwecbKelnd 
mit  den  Gliedern  des  u  =  a  —  6co8  4p  muitiplicirt,  von  den  'J'heili| 
produeten  des  Integrands  j|>doch  nur  diejeHi^en  beibehält, 
denen  der  cosgp  einen  t;eradeu  Exponenten  erhält.  Wenn 
dabei  abkürzend  stellt : 


70  äat%ka:  AUgemeine  ßerecäHUitg 

SO  erfolgt; 

»".ToL      (2m)!  e*-  .,oV2n/' 
Hierin  ist  fiouach: 

«-.-«Ii/  '  («  -6co.v)'7l-(^:,)-»^'-W««*«^»-* 

#-..= ^/  "  («  - 6  cos  9)  T  [Q  «-     6«rco8 v«-*«-«^ 
folglicli  nach  Volltng  der  Maltiplicationen  und  Integratiooeo : 

Die  Mer  vorkornmeriden  zweitheilij^en  Coefficienten  lassen  sieb 
nach  don,  uuiUAs  Auflösung  und  Heraufihebuug  gemeinsamer 
Factoreii  leicht  ableitbaren»  Mu^sterformen 

natalten  und  macliea  aofort: 

"    f--  /ln\  (m -p-\\  {m  +  I  -p)  i^n  +  1)  -  tm-Hb^P, 
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der  Stromstärken  in  GalvaNometern,  71 

•der  entivickelt : 

///i-n~;\(m-f  l-ii)(2»-f  l)-»^,^ 
\  m — II  /  7/1+1 — n  * 

V  "«  /  2(m+l) 

/-iiA  /m  -  U\27>iC2n-H)-3  , 
^  ^2^  V  2ifi.3 

/27A  /m~2:x2(;/,--l)(2n  +  l)-5  /;„-„  +  iN 

^V4yV7«-2^       2(m-.])5       "      ^       •+U-"+V  ' 

Schreibt  man  nunmehr  für  iti  und  n  nach  und  nach  0,  1,  2,  3,...., 
9o  erhält  man  die  Anfange  der  Hilfdausdrucke : 

^  =  a  - £  /e .  6  +  J~  [£«Ä2 + L«(a» + 46«)]  i  a 
3.5....  \\  [£4/24^  2£«Ä«X.«(  17a«  +  66«) 


+  L*  (29a*  +  68««6«  +  86*)]         ER .  6 

-f-  a.  s.      u.  8.  w. 


+  '^^|f^[4£^/i:^  +  4/.«(3««  F  i6«)]2;p:AV6 
-?^r^io^V£*y?*  f  i£«Ä«7.«(5««  f  I86«)+/>(«*  \  naH^\ ^^^^.^f^Q 

+  -^l^i^^-  [«i^*'?'*  f  4£«/^*/.«(l5a«  +  66«) 

+  6L*(5«Hl2a«6«+5'>*)]2.. 


Danach  bietet  endlich  die  für  die  Stromstärke  t  in  Art.  6«  Ali8«VL 
•ii%esteUte  Grandforinel  Ihren  fragUcben  Ausdruck: 

io  welchem  bei  Anwendunj»en  auf  besondere  Falie  tlie  erforder- 
lichen EiiisHtxe  (Siih.'^titiiliorKMi)  der  für  q,  «,  6,  i1,  V*  nach  Vor- 
hefgefaendeiD  zu  ermittelnden  Zifferwerthe  aufzuführen  bleibe». 


lieber  die  £iitTi'ickeiuiig  von 

Cm  + «1  +  02  + . . . .  -^  fti-i),  s^o  (e + »1 4-  + — • + ä*-») 

und  über  einen  damit  verwandten  Satz  aus  der  Theo- 
rie der  Zableo« 

Von 

Herrn  Franz  Unferdinger , 

Lehret  der  Mathematik  ia  der  k.  k.  oRterreichiachea  Krieg«. Marin« 

SU  Trieab 


Wenn  nan  in  dar  bekannten  Gfelcbang 

(l)     (Coeöi-  V^ian«)(Ca#fli  +  V^iSlnÖ,) 

X  (Cos  Öa  i-  V~l  Siri  e^)....  (Cos  ö„-i  +  Sin 

die  im  ersten  Tbeil  angezeigte  Multiplication  verrichtet,  so  be- 
steht das  Resultat  aus  z^  ei  Bestandtheilen»  von  welchen  der  eine 
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SiB(44^i*'H«-f  ^-|-0jt.t)  11.  übir  9lwn  damit  ^erwnnät.  SaH  ete:  73 

nell,  49t  andere  dagegen  mit  dem  Fector  V  — 1  behauet  ist;  der 
fcclle  Theil  ist  alsdann  der  Entwickelung  von 

der  Coeflliclent  von  dagegen  der  Enttriokeluog  von 

gleicli,  und  es  ist  unsere  Absiclit,  im  Folgenden  den  Üau  die»«er 
Entuicicelungen  int  Allgemeinen  festzusetzen.  —  Aus  der  Natur 
der  Multiplication  folgt,  dass  in  der  Entivickclunp:  des  obigen 
Prodttctes  die  einxelpen  Glieder  aus  den  Gliedern  der  n  Binome 

Cosö  + V^^ISinÖ,   Cosö|  + V^^SinÖi, 

C0SÖ2  f  V-^Sin^s  Cos0ii.i  -1-  V^SinAi-i 

dermaassen  zusammengesetzt  sind,  dass  immer  ein  Glied  des 
einen  Binoms  verbunden  erscheint  mit  je  einem  Gliede  aller  Cibri* 
gen  Binome.  Die  einseinen  Glieder  der  Entwickelung  des,  Pro» 
doctes  bestehen  also  ans  den  »ämmtlicben  Variationscomplexio- 
aeo»  welcbe  die  n  Elementenreihen 

Cosö,  V~lSmö, 
Costf,»  V-^^in^t» 
Cosö»,  V^ISinfl», 


CosOn^i.  V"~lSinö,-i 

gtstatten*  Diejenigen  Complexiunen.  in  welchen  die  AniabI  der 
Sans  gerade  ist ,  bilden  die  reellen  Glieder  ond  geboren  der  Eni* 
Wickelung  von  Cos  (9  '^  4  ^  -f  +  ön-i)  an ,  und  diejenigen 
Gonplezlonen,  in  welchen  die  Ansaht  der  Sinus  ungerade  ist» 
bilden  die  iraaglaHren  Glieder  und  gehören»  nach  Aasbiseung  des 

Factors  — 1  •  der  Entwicbdung  v6n  Sin(^-|-dt+^i-«*»+^~i) 
so.  Von  den  reellen  Gliedern  sind  jene  positiv,  in  welchen  die 
Aasalit  der  Sinns  durch  4  getheilt  0  zum  Rest  gibt,  and  jene 
negativ,  in  welchen  diese  Ansaht  darch  4  getheijt  *i  sum  Rest 

cibf,  ueil  (V^)*''=+l,  (V"^)*H-«=— I  ist  Von  den  ima- 
ginären Gliedern  haben  jene  offenbar  das  Vorzeichen  -f»  in  vrel- 
eben  die  Anzahl  <ler  Sinus  durch  4  getheilt  1  zum  Rest  gibt,  und 
jene  das  \  ur/eichen  — ,  in  vrelchen  die  Anzahl  der  Sinns  durch 
4  getheilt  3  zum  Kest  gibt,  weil 


* 
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Ut  Ans  dem  Vorhergeb«n«l«n  ergibt  eicli  nen  mit  Lekktigkeil 
sur  Entwickelottg  fod 

lolgende  Regel:  Man  bilde  aus  den  n  Eleiue ntcureihen 

C'oeiö,  SiliÄ, 
Coiß^p  bindet 


Cos6»-i,  äin^jt-i 

alle  möglichen  Variationen  u  n  il  sortire  8Hnimtltchti 
Conipl  exlone»  in  zwei  liriippcfi,  von  welchen  diu  erste 
die  Sinus  jeder  C o ni p  1  e x i o a  in  gerader  A n /. a h  I ,  die 
zweite  die  Sinus  jeder  Complexion  in  un gerader  Ao* 
zahl  enthält.  Die  Cumplexionen  der  ersten  Gruppe 
hilden  die  Glieder  der  Entwiciceluitg  von 

ilie  Complexioneo  der  svreitea  Gruppe  bilden  die  Glie- 
der der  Entwiekelang  ven 

Slnie  ^  «1       4 ....  +  . 

Die  Glieder  der  ersten  Gruppe  bezeUfinc  man  mit  +. 
wenn  die  Anzahl  der  Sinns  durch  4  theilbar  ivt,  alle 
fit)  r igen  bezeichne  man  mit  — .  Die  Glieder  der  zwei- 
ten Gruppe  hexeichne  man  mit  wenn  die  Anzahl 
der  Sinus  durch  4  getheilt  1  zum  Kest  gibt,  alle  ubri* 
geo  bezeichne  man  mit 

'     Um     B.  Coe(a  +  19|        l  0^)  und  Sin(9-f  61  H-^a-h 
entwielrein,  bat  man  aus  deo  vier  Elenienlen  -  Reiben 

CogÖi,  Siu^jr 

Ceed^,  Sin  19^^ 

* 
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C«m6Cm^Cos^Cm6^.  .  8iii6Co9diCo«6^GMdi, 

Co9  6l6in6A  Cos  6«  Cos  Sin  6  Sin  0|  Cosd^Cosd«, 

Cm6Co«^  Sin  61b  Cos  6b »  Sin  dCosai  Sin  9^  Con^ , 

Cos 6  ^in 6|  Sio    Co« 6g,  Sin 6 ätn  ^  Sin  6^  Co» $g • 

C«Ni0C(Midj  Co^asSind,,  SineCoflOi  Cos6lf  Sin^, 

Cos6Sind|  Co«/^  Sin6,»  Siii6Siudi  Cos^t Sin6b» 

Cos 6 Cosa, Sin «2  SinÖs.  StnöCosö,  SinöaSinöa, 

Cos6 SilnOg  Sin6t  Sin^s»  SinOSin6i  Sin#iSia^; 

■od  wenn  OMin  nun  diese  in  zwei  (iroppen  mit  gerader  und  ungiB- 
rsder  Sinusanzahl  sortirt,  endlich  die  einzelnen  Complexionen  auf 
die  ugeieigte  Weise  mit  Vorseichen  versieht»  so  erb&tt  maiu 

(8)       Co8(a-|-0)-«-^9-f^a)       (3)        2Sin(6^f  6|4^4-6b) 
z=3   Cos  6  Cos  01  Cos  6«  Co8d,        =:   Co8<9Sindi  Cos^sCos^s 

^CosaSin6i  Sin    Cosd,  -f  CosaCttstfiSindtCoii^ 

^Cos6SindiCo8d2^in69  -f  Cos6Cosd|  Cos6»«6iu&, 

«-Cos6Cos0iSiufl^81n6,  — Cos9Sin9|  Sin6^  Sind^ 

—  Sin  e  Sin  6|  Cos  6^  Cos  -|-  Sin  6  Cos«^  Cos  6,  Cos  dg 
^Sitt  9  Cos  ^1  Sin  61.  Cos  0^  —  Sin  Sin    Cos  6^  Sin 

—  SiD6Cosi94Cos6bSiB%  -*Sto6Sin6|  Sind^  Cos^ 
-|-Sia»Sin6t  Sinfll|8in$,.  «-Sin^Cos^i  Sind^Sindb/ 

# 

Znsata.  Um  Cos(()~6|  —  +  ^s)  und  ${0(6-* 49i  * 0:»  f  ^s) 
ra  ontwiclceio,  setse  man 

«ad  verfahre  mit  den  Etenientehreiben : 

Cosa,  Sin  6  t 

■ 

Cos(— Ö,).  Sin(-Ö,). 
Cos(— Sin(-6^» 
Coa^,  Sin^, 
was  daaaelb«  ist«  nrit  den  Bieawitntaibea  g 
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Sine, 

Cos  6,, 

—Sind,, 

Cos  02 » 

— Sinöa, 

8in 

mie  Buvor.  Man  »ieht  au^enlilicklich ,  dass  in  diesem  Fall»  in 
den  sweiten  Tkeileti  der  Gieiehiiageii  (2)»  (3)  alle  Jeee  Glieder 
ihr  Zeiche«  Sodem«  welche  Siti0|  ohne  S%n%  oder  Smd^  ohne 
Sin^  enthalten,  die  Vorzeichen  der  CoeinuKenlwiekeloni;  werden 
daher  der  Reihe  nach  «ein: 

+   -   +   +   +    +-  4- 
und  jene  der  SInitsenCwichelung : 

 +-+—++. 

l>a»ä  dieses  Verfahren  allgemein  gilt,  |[;eht  unmittelbar  aus  licr 
Gleichung  (l)  her%or,  wenn  man  — 6^  die  iS teile  von  0,,  — öj 
an  fite  Stelle  von      s^Ui,  wodurch  mau  erhält: 

(4)  (Cos«  -I-         Sin  ©  (Cae  0|  —         Sin  0, ) 

X  (Coe  ^  —         Sin  6^ ... .  (Cos       +         Sin  ^i) 
s=  Cos (ö  —  dj  —  04  + ....  4- 0i,_i)  +         Sin  (0  -  0, + ....  +  0„-i). 

}.  2. 

Nehmen  wir  an,  die  Entwickeluog  von  Co8(9'f«f|-6^-f-«*4Ai-*) 
besiehe  aus  k  Gliedern  und  die  Entwickelung  von 

Sio(0+öi+0»+....  +  flU-«) 
bestehe  aus  k  Gliedern,  alsdann  mus»,  weil 

Cos  (0  +  0,  +  0^  + . . . .  +  ^-i) 
=  Co8(0+0i+0,f  ...+0«-.!E)Co80«^i-8in(ö  1  6,  +6^1  ...+0»_2)Sin0,-ti 

Shl(0^-0,+0a-|-....  +  Ö«-l) 
sSin(«f0i4^f...*f0«-a)Cos0».E-fCos(«f0|-|-0t-|-...-fAM-«)Sin«ii<-i 

ist,  sowohl 

€es(0  -f  0i  -l-  01  -f    -f  0«^)  «I0  Auch  Sin (6  +  «i  -f  0«  ^ ....  4  Ai-i) 

aus  A-l"^  Gliedern  bestehen,  weil  in  den  ersten  Gliedern  der 
zweiten  Theile  dieser  Gleiciiuogen  kein  8io0n~i  und  in  den  awet- 
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9 

tcn   Gliedern  kein  Cosdn-i  vorkommen  kann,   ^ich  also  weder 
lilteder  aufbeben»  noch  sich  deren  zusanintenziehen  lassen.  Folg- 
lich bestehen  die  Knlvvickeluns^en  von  CoR(fl-ff?,  ^  f/,^ +••••+ 
und  8in  (ö  Hl  ö,  +     +  ... .  I  aus  gleichviel  Gliedern.  Da 

Dun  die  JSuuniie  der  Glieder/ahl  beider  Entn i(  k(  !ung€|i  gleich  2*, 
gleich  der  Anzahl  der  Variatinnen  von  n  Fleiaentenreiliea  sein 
inasft ,  Tvnvon  jede  Reihe  aus  zwei  Klenienten  besteht,  so  besteht 
<fie  Entwickeiung  von  ('o.s(ß -f'^us +  ••••  + ^n-O  sowohl,  als 
aurh  die  Entwickelung  von  Sin  H- ^, -f  -f  .... -f  Ö«— i)  aus 
Oliedern.  Wir  wollen  uns  nun  noch  die  Fräse  ^»teilen,  wie  viele 
Zeichen  -F  und  nie  viele  Zeichen  —  kommen  in  jeder  dieser 
£ntwickelungcn  vor? 

Bezeichnen  wir  mit  (n)  einen  aus  n  positiven  Gliedern  besteh- 
»oden  Aosdruck,  i^t  v?,  die  Anzahl  der  positiven,  die  AoMbl 
der  fieeativen  Glieder  in  der  Entwickelung  %'nn  C'o$(n)*  Tproer 
die  Anzahl  der  positiven,  fi^  die  Anzahl  der  negativen  Glieder  in 
der  Entwickelung  von  8in(it),  so  kOnnen  %vir,  da  es  una  blos  auf 
die  Aniahl  der  positiven  und  negativen  Glieder,  nicht  auf  die 
QoantHit  ankommt»  setzen  s 

■ 

MxA  trollen  nnn  ermitteln,  aus  wie  viel  positiven  und  negativen 
Gliedern  abdann  die  Cosinus-  und  Sinosentwickelnng  eines  n-l-Iglie- 
drigen  Ausdruckes  besteht.   £s  ist 

Cos  (»  ^  1)     Cos  (»)  Cos  ( i) — äin  (»)  5in  (1) , 

8in(it  +  1)  =  8in(ii)  Cos(1)  -f  Cos  (n)  Sin  (1). 

ond  da  man  nur  auf  die  Anzahl  der  Glieder  sieht,  8o  können  die 
Factaren  Cos(l)  und  8in(l)  weggelassen  werden,  und  man  hat: 

Cos  (71+  l)=  Cos(m)—  .Sin(jO, 
Sind»  + 1)  =  Sio(n)  -|-  Cos(»), 

oder  tvefin  man  (Wj)  —  (wj)  für  Cos(»)  und  {n^)  —  {n^  für  vSin  (w) 
f<:et7f  und  die  positiven  Oiteder  lür  Aich,  diu  negativen  Glieder  für  • 
»ich  zusammeofasi^t : 

Cos(it  +  !)=(»,  +  fi4)  -*(fii  f  »,), 

Sin  {jL  \  1)  =  (m,  +  W3)  —  (»2  +  W4), 

dLb.  die  Entwickelung  von  Cos  (it -f  I).  besteht  ans  jti  4114  positi* 
▼an  «od  ans  n^\n^  negativen  Gliedern;  die  £nt Wickelung  von 
^  ]j  besteht  ans  9t|  -f-113  positiven  und  aus  itt'Kit4  negativen 
GSedem.   Vergleicht  man  die  beiden  Reihen 
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ii|t         ffft         ii|t      *  fi^t 

W^+^S»    «1+"$»  »t+W4 

t 

mit  einander,  so  nieht  aian,  daas  die  Glieder  der  twe^eii  ReUie 
durch  Addition  aus  den  Gliedern  der  eraten  Reihe  nach  eiae» 
fM»br  einfachen  Gesetze  erhalten  werden.  Sind  x.  B.  die  Glieder 
der  ersten  Reibe 

1,   1.  2,  0, 

welch«  der  Entwlckelang  Ten  CoaC^-f-^)  and  Siii(tf-|-(9|)  #iilafit> 
cbeOf  au  alod  die  Glieder  der  zweiten  Reihe  bezielMin^weiae 

1,  3,  3.  I. 

d.1i«  die  Entwiekeluiig  von  CosC^-f  -f  d^)  hat  ein  poaitivea  and 
drei  negative  Glieder  und  die  £ntwiekelun|^  von  Sin  -f  -f  ^ 
beatebl  ana  drei  poaitiven  und  einem  negativen  Gliede.  Betraeb» 
tet  man  dieae  aweile  Reihe  wieder  ala  erate»  ao  erhält  man  darana: 

%  6,  4,  4, 

d.h.  die  Entwickelang  von  Cu8(d -|- d| -f  ^+^3)  besteht  aus  zwei 
positiven  und  aechs  negativen  Gliedern;  die  .Entwickelung  von 
Sin((9  4*  ^1 -f  ^s'l'^)  besteht  aus  vier  positiven  und  vier  negativen 
Gliedern,  u.  s.  w.  Auf  diese  Weise  wurde  die  folgende  Tabelle 

gebildet. 
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Tabelle» 

•BtliAlteod  die  Ansabl  der  positiven  vnd  oegatiyen  ■ 

Glieder  in  der  Enti^  ickeluug  voo 

von    =  l  bis  fi=:uO. 


CosinuR. 

vSinus. 

II 

+ 

-  ■■  - 



1 

1 

ü 

1 

0 

2 

] 

] 

2 

0 

3 

1 

3 

3 

1 

4 

2 

^  6 

4 

4 

5 

6 

10 

6 

10 

6 

10 

iz 

zU 

7 

• 

36 

^^^^ 

28 

28 

36 

8 

72 

66 

64 

64 

9 

lao 

120 

136 

120 

10 

266 

256 

272 

240 

11 

12 

992 

1056 

102*1 

1024 

13 

20 10 

*  2080 

2016 

2080 

14 

m<o 

4096 

4032 

'im 

16 

8256 

8128 

812S 

8256 

16 

lDoo4 

10oo4 

17 

18 

65536 

66636 

65792 

65280 

19 

130816 

131328 

131328 

130616 

20 

261632 

1  262666 

262144 

262144 

21 

523776 

524800 

523776 

524800 

22 

1048576 

1048576 

1047552 

104.iGÜÜ 

23 

20U8176 

20961-28 

2090128 

2098176 

24 

4196352 

4192256 

4194304 

4194304 

25 

8386560 

a3yo656 

838r>50O 

26 

ir)777-jir) 

'  16777216 

1^^781312 

1677:11-20 

27 

;;:i'ir)K5'2s 

33558528 

3:]55ai36 

28 

67100672 

67117056 

67108864 

67108864 

29 

134-209536 

134225920 

134209536 

134225920 

30 

268436466 

1  2684:15466 

268419072 

268461840 

1 
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Um  nun  die  allj;emeine  liidependonzlorinel  für  «üe  Anzahl  der 
|M»siitivori    und    nepitiven    Glieder   in    den    Entwickelungen  von 
I  Ö|  +      I  ....  I  Bn~\)  und  8in     +     +  ^.^  f  . ... -f  ö«_i)  sau 
erhalten,  ist  es  noth wendig;,  fflr  n  die  vier  Formen 

von  einander'  zu  unterscheiden.  Ist  für  sis4r  in  der  Cosioua- 
«ml  Sinitsentwickeluog  die  Anzahl  der  positiven  Glieder  bexieh* 
ungsweise  gleich  m  und  m' ,  so  i^t  die  Anzahl  der  negativen 
Cilieder  heziehniiG^siveise  gleich  2*'~*^m  und  2*^— *  — m',  und 
man  findet  hiermit  die  Anzahl  der  positiven  und  negativen  Glie- 
der in  den  Entwickelungen  für  7i=:4r+l,  4r-|-2>  4r  +  3,  4r4-4 
durch  schlichte  Addition  auf  die  oben  bewiesene  Art  und  bat  das 
folgende  ^cbemn,  das  nach  dem  Vorhergehenden  einer  weiteren 
Erliuterung  nicht  bedarf. 


*l    *l    •*     ■«  •» 
f  4»  -4*  -h 

4^    09    M  M 

1      l?  l 

^     '     \  1 

ä 

+  t  T  " ' 

1 

1 

o 

1  g»  +  S  i 

^            K;  1 
-     t  l 

i  1 

* 

1 

1 
1 

1 

f 

• 

S              KS  »C 

^  S    ä     t  »i 

1  ü  i  } 
t  t  ^ 

1 

!i 
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Di©  Aufiiriilimjj  der  Iiult^pcndcnzfomieln  für  die  Anzahl  der 
positiven  iiinl  negativen  («lieder  ist  sonach  zurückgeführt  auf  die 
Liestiramuiig  der  Werihe  von  m  und  m'.  Bildet  roan  sich  aus  der 
vorhergehenden  Tabelle  die  Differenz  m  —  (2'»''-*  —  m)  der  Anzahl 
der  po^iitiven  und  iie»;a(iven  Glieder  in  der  Entwickeiung  von 
^C^-i-^  -|-^-i-«..*  +  &4r^)»  &0  ethUi  nuiD  der  Reibe  nack 

Ittr  r=l  — 

„  r  =  2    +      16= +  2^. 
,   „.  r=3  -  64=-2«. 

„  rs:6  ^  4096=2 -f  3», 
„  r=37   ^16384  =  — 2»*, 

«Uli  man  scbliesst  daraus  durch  Indoetion»  daaa  aU^einmn 


(6)  '         III  =  2*^2  i  (—  1)»^  22^-» 

BUdet  man  ao^  obigem  Scbema  dieiatbe  Differemi  ftr  Mesir-f^ 
ao  erb&lt  man  ^Sm  -f  2**''+^ ;  and  «etat  man  hierin  atatt  m  den 
eben  gefnadenen  Werth,  se  erhiitt  maa: 

(— l)r+l21rf« 

Dasselbe  Ue;iultat  crhiilf  man  aher  auch»  wenn  man  im  zweiteo 
Theit  der  Gleicluin'j  (5)  r  \- l  statt  r  setzt,  Horaus  folgt,  dass, 
wenn  die  lur  m  geluiultMir  Formel  für  r  gilt,  sie  notlnvendig  aecb 
für  r  gelten  nuisc.  Da  aber  diese  Formel  für  r  =  1  gilt,  so 
jtUt  sie  nach  bekannter  Scblassweise  für  r=2,3,....,  d.h.  allgeroeio. 

Aaa  der  Betracbtvng  der  Tabelle  erateht  man  auch,  da«  filr 
mzs:4r  In  der  Sinaaenttriekelong  die  Aaaabl  der  positiven  Gliader 
imaier  gleich  ist  der  Auaabi  der  negafiTeB  Glieder.  Man  aebliasat , 
who  dareb  Indbetioa,  dass  allgemein 

.'«der  daaa 

(7)  '  m'  =  2*^-« 

iaL  Nad»  den  ebigeii  Scbema  ist  ittr  n  s'^^fd  la  der  Slnaa- 
aatwirkelwag  di«  Aiiaabl  der«  po^iren  and  aegaHTaa*  Gliader  ba- 


I  ktil  xxxxv. 
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Setzt  man  nun  hlorin  flir  m*  den  gefondenen  Werthf  so  erbllt 
man  in  .  beiden  Fällen 

woraus  folgt,  dass  wenn  die  Gleichheit  der  Anzahl  der  positiven  und 
necrativfu  Glieder  in  der  Entwickelung  von  Sin((9  f  (9, -f-Ö2+....-f  Ö^r-i) 
und  r  darcius  fofjjendc  Werth  von  m!  für  r  gilt,  beides  noth- 
wendii;  auch  für  r+I  ekelten  niuss.  Da  aher  die  Gilfi«keit  obi- 
gen Werthes  von  ?//'  für  t~  1  narhj*cv%iefie»  istt  SO  güt  derseibtt 
oacb  bekannter  Scblussweise  allgemein. 

Bezeictinet  man  mU  P«  und  2Ve  die  Anzahl  der  poaitiven  und 
negativen  Glieder  der  Goeinuaenttvickeinng  und  mit  P«  und  ilT« 
die  Anzahl  der  positiven  und  negativen  Glieder  der  Sinusentwicke- 
lung, SO  gibt  das  obige  Sclieroa»  wenn  man  f&r  m  uod  m*  seine 

Werthe  aus  (6)  uod  (7)  setzt: 

(8) 

för  ft =4r  =  ^2*^-2  +  (- 1  )»■  l^^-i  ^  j^^  —  2«^«—  (-  ly  2*^-«, 

„  n  =  4lr>2  ^o  =  2*^ 

P.=2*^+i  +  (->lr22',  A.=:2*4'l^{-l)r2«'. 


$.  4.  i 

Indem  wir  nunmehr  zur  Anwendung  des  Vorhergehenden  über-' 
gehen,  nehmen  wir  die  identische  Gleichung  vor: 

(9) 

^Cos^Ö  +  iiin^ö)  (Cos*Ö|  +Sin«Ö,)  (Cos^ö,  +  Sin  ^$^) .... 

. . (Cos^i  ^  Sb^b^t) 
=  Cüs2(9  +  0j+Öj  +  ....  +  e,.-i)  +  Sin«(Ö  +  ö, +(9a  +  ....+di^.i). 

und«mnltiplidrendiMelbemit  (^^  wobei  f^>.~.#ii^i 

reelle  positive  Grossen  bezeichnen,  und  erbalten: 

♦ 
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~    I^Pi€i....^»-iCo8(Ö  +  öi  +  6i+  ....  +6.^)1« 
+  «^ft  e»".- Cto-iSinW+di +^+ .... 

Üeoki  mao  sich  im  zweiten  Xheil  dieser  Gleicbnng 

Co«(6  +  öi  +  Ö3  +  ....  +  Ö»-i)  und  Sfii(d+ö,+öt+....  +  e«-i) 

nach  dein  im  obigen  auseinandergcseUton  Verfahren  entwickellip 
«bdMO  Glied  did  Glied  mit  Q9i^,***^^  noltipUeift  nad  Mte> 
mmat 


so  sind  die  in  beiden  Fallen  sich  ergebenden  Resultate  offenbar 

reine  Functionen  von  a,     ,  u^,  ^^w-i,  ß,  P'j  ,  f?^»  ••••  ^'»— i » 

teichnet  man  das  er.ste  Resultat  kurz  mit  f(a,  ß),  das  zweite  mit 
i'\cf,  ß),  so  wird: 

(11) 

(  ^1  Sin(6  +  Öi  +  ö^-f ....  +        =F(a,  ft, 

mi  Man  bat  •tett  (9)  «He  Gldchnog: 

(12) 

I 

so  dass  al^o  das  Produot  P  umgeformt  erscheint  in  die  Summe 
zweier  Quadrate«  f(a,  ß)  wird  sich  von  der  Eotfricltelung  vott 
Gö9(6+^i-f  9a+.—  -f  «nd  F(«,  |3)  von  der  Entwickelung 

vsii  Sin  (6  -l*  01  -f-  6^  4*  •  •  +  ^«-i)  oor  darin  unterscheiden ,  das« 
«,  ffi ,  a^«....aii-i  an  der  Stelle  von  Co9d,  Cos6i ,  Cm&^,..„  Cos6«_i 
*d  ß»  ßl»  ß%f—ß»^i  an  der  Steile  tod  Sls^i  Sio^g,  Sin^^».... 
«.StoA»-!  stebt.  Das  f&r  die  Entwictelaog  von 

Cos<6  +  Öi  +  öt+.-  +         und  Sin(e  +  di+öa+....-f 

im  Obigen  gefundane  Terfabren  wird  sieb  also  ancb  auf  die  Ent- 
widsloog  dsr  FumIIossb  f[a,P)  und  F{tt,ß)  ansdebasii  lassen. 


et  =(Cosd, 
«1  ssfiCosO,, 

05)    \  «•  =e»<^oööj. 
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84  Vnfe  r  ding  er:  Leber  die  EtUuicktL  von  Cos(6-i-ä  i  +ä, 

wenn  man  mir  überall  statt  d«r  Coainus  die  «  md  statt  der  ^^am 
die  ß  aettt.   Die  Regel  wird  alsdann  folgendermassen  lauten : 

Man  bilde,  ans  den  n  Eiementeoreiheii 

•  •  •  • 

alle  mugliehen  Variationen  und  aertire  sSninitllclie 
Complezionen  In  zwei  Gruppen»  ven  welchen  die  erste 
die  ß  in  jeder  Complexion  in  gerader»  die  aweite  die 
P  in  jeder  Complexioa  in  angerader  Ansahl  enthält 
l>ie  Glieder  der  ersten  Gruppe  bezeichne  man  mit  -f*» 
wenn  die  Anaabi  der  ß  durch  4  theilbar  ist,  alie  flbri- 
gen  beielehne  man  mit  — .  Die  Glieder  der  zweiten 
Gruppe  bezeichne  man  mit  -)-»  wenn  die  Anzahl  der  f 
derch  4  getbeilt  I  zum  Rest  gibt»  alle  flbrigea  beaeichne 
man  mit  — •  Aladann  ist  die  erste  Gruppe  die  Eni- 
wiekelung  ven  /(«» A)»  die  aweite  jene  ven  Fia,ß), 

So  erhält  man  zum  Beispiel  zur  Zerle^un;:;  des  Productes 
(a''|-^)(tt|^-i-(3i*)(«t'-i-/3g^)  aus  den  Clemeulenreiben 

«I»  At 

die  Variationen: 

««lA.  ßo^ß^f 

rolgllcb  iat: 

f(a^ß)^   fw^Oi  nnd   #t«,As  «/Si«, 

—  ßß^a^  +  ßci  a, 

und 

(13)  (e»+/J«)(«iHA*)(«iH A*)=l««i  «•-«A A-/JAH~MAi' 


I 
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Sia  (6  -f  ä ,  -f    •!>  M..  -f  ^11^)  ti.  mer  Hneu  damit  verwmuU,  Smi%  etc,  85 

Um  das  Product  («*  + /32)(ai2^^j2)(o,a  ^^ja>(a,a  ^  »er- 
kgeo,  hat  man  aus  deo  ClemeDtenreiheo 

«1»  A.  ' 

Varialiooen 

tmiD  man  nach  dm  obigen  Vomcbriften  die  Complexianan 
»rfirt  ond  baidebnety  no  wird: 


— «A«sA 

— «AAA 

--ßßißi'z 

"^ßßia^ßs 

and  en  uit  aonacb,  wenn  mao  cur  Abkürzung 

«=«A«A»  «'s*«»!«»*. 

e=zßßia^a^,  ß'ssßaia^u^. 
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m  ■  ■'  I 

I 

+  (a'+  6'+  c'-  d'f  e'-f-g'-k')*  I 

I 

fi. 

Die  Gleichun«^  (9),  folglich  auch  jene  (12).  wird  aber  offen-  j 
bar  auch  dann  noch  richtig  bleiben,  «venu  man  in  der  6umnie  | 

I 

die  Vorzeichen  beliebii;  \eründert.    HStte  man  z.  H.  fy^,  6/^   i 

in  — BfA,  —  ßi       verwandelt,  so  treten  iti  der  EnUvickelung  von  ■ 

Cos(Ö  +  öj +6,-1- ....  +  und  Sio(e-|-öi  +  0»+ + 

die  GrOasen 


oder,  fraa  daaaclbe  lat«  die  Groaaeo 

Coa  Bft*  — Sinö^i, 
CoBBvf  -^SinBw 


an  die  8telte  veo* 

CosBfMf  SinBßf 
CqbBw,  SlnBwM 


d.h.  in  den  ti^nt Wickelungen  von  Co8 ( (9  f  (9,  +     ^  +  ö«— i)  tind  j 

Sin(ö  +  öi+^if  -\- ßn-\)  braucht  man  nur  in  jenen  Gliedern  I 

die  Zeichen  zu  \  crärulern,  in  welchen  Sinöu,  Sin   in  unge- 
rader Anzahl  zusammen  vorkommen.  In  den  Functionen  f(a,  ß) 
und  F{u,§)  treten  abdann  an  die  Stelle  von  ßfi,  ßv,....  die  Gröa-  I 
sen  — ßfi,  — ßvf.'-t  während  alles  Andere  ungeändert  bleibt. 
Die  Gleichung  (12)  wird  also  auch  dann  noch  gelten,  wenn  man 
im  zweiten  Theile  derselben  in  allen  jenen  Glieden  von  fifUfß) 
und  F(a,ß)  die  Zeichen  verSndert,  welche  ßpi,  /?p*....  in  ungera-  | 
der  Anzaiil  enthalten.  Auf  dteae  Wekeerliiitniaaför  daaProduct 

(12)  P=  («HjS*)  («tHft'^XttsH ^a') .... 
eine  nene  ZerföUnng  in  die  Summe  iweier  Qnadrate. 
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0i»<#-f  tfi  -f^«  -f^-f        if.  ii*cr  einen  aamdi  permaiidL  8ai%  eu,  87 
Aus  den  Gleiebuogen  (U)  uod  (12)  t'oigt,  wenn  uiaii  xur 

vmfl»  DUO  mit  Leichtigkeit  findet: 

(16)  ,F(..iJ)|«=,J'J^P. 

Versteht  mao  unter  B  Jede  heliebige  algebraische  Samnie 
der  fi  Grossen  $,  ao  ersieht  man  aas  den  Tor- 

afebeaden  Gleicbnngcn»  das«  man  (ilr  {F{tt,ß)\^,  lA«»/')i'  so 
Tide  veiaehledene  Wertbpaare  erhalten  wird«  als  ea  nnmerlacb 
Teraebledene  Wertbe  von  ^  gibt»  Indem  daa  Voraelchen  Ton 
B  gleicbgiltig  ist  Bekaantllcb  laaaen  alch  aua  n  Gruaaen  wie 
^»  ^it  ^f..  011-1  durch  Jedigliche  Aenderang  der  Vorzeichen  im 
Allgcradnen  2*  verschiedene  Summen  bilden.  (M*  a.  meinen  Auf« 
aats:  Ueber  eine  Eigenschaft  der  geometrischen  Prö* 
greaaion  1«3»9,27.....  ArebiT.  Tbl. XXX1I1.SJ0G).  Unter 
diesen  befinden  aich  aber  paanrelae  aolcbe  Ton  gleichem  Zahl* 
irartb  und  entgegengesettteo  Zeichen ,  ao  daiw  die  Ansahl  der 
abaebt  Teraehledeaen  Summen  im  Allgemeinen  gleich  2***^.i8l. 
Hau  wird  alao  auch  für  F(tt,  ß)  und  f(tt,  ß)  im  ANgemainan 
Tuischiedeae  Werthpaare  erhallan»  wdohe  aladam  eben  aS  Tiela 
Zcriitlungen  dea  obigen  Productea  p\n  die  Sqmme  xweier  Qua- 
inte  ergeben. 

Da  sich  ans  den  Grössen  6,  ßi,  6%  (iie  vier  Summen 

—  ö  + 

ö  +  öi  — dt 

biden  lassen»  so  bat  man  Ifir  («^+/?^)  -|- j^i^)  (i%Hl?2')  vier 
terscbledene  Zerfallun^en.  An  die  Steile  der  im  ersten  Beispiele 
aa%aAfarten  Elamenteareiban  treten  nun  Tier  Systeme  seltheri 
«Dd  awar  die:  - 


«» 

ß* 

ß2. 

9%. 

«t. 
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und  die  vier  Auiiütfuogen  mod : 

-  (««i«^ + «ÄÄ + ßßiH  -  /'«ifc)H('«A«k+««,fc+/J«4% + 

Da  sieb  wem  Wer  GrSssen  6,  0i ,  B^»  63  die  acht  Suromen 

ö  +  ö|     B^  —  09» 

tf— Ö|  —  6»  +  ög, 
6    öj  +  Ög  — 

Mldeo  Immd,  m  hat  man  fflr  die  Zerlegung  des  Pvodnetee 

(ii*-f  i3*)(flri*+A')(«k'4/?«^)(<'3^+A*)  «ebt  Tencbiedene  LOeoa- 
gen.  la  der  Tbaf »  mae  bat  atatt  der  Im  sweitea  Beispiele  aaf- 
geffibrlen  Bleaieetenrelbe  ein  System  veti  aebt  solcben»  and  awar  die: 


ß. 

«» 

«1» 

A. 

«I» 

A. 

«1» 

-A. 

«». 

A» 

ßBi 

«a* 

A; 

A; 

A; 

«» 

ß> 

«, 

«• 

^. 

«1. 

A. 

«I* 

-A. 

-A. 

•1. 

-A. 

• 

ßn. 

«kt 

ß%p 

-A; 

«•> 

A; 

A; 

-A. 

Werden  nun  mit  Hilfe  dieses  Systems  die  Torteieben  der  Gr6s- 
sea  e,  6,  e'  n.  s.  w.  der  oben  gegelienen  LSsnng  (14;  snispreebend 
▼erindert»  so  erfailt  man  folgende  aebt  AnflSsongen : 
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+  (a'  +  -  rf'  +  e'  —    — ^'  ~  A')* 

•f  («'  4  ^  4   —         +    + y  + 

=    (a  +  6  +  c  — d  +  e  — /  — ^  — 

+  Ca' — 6'  +  c'  + 1«'  +  e'  +  — ^'  +  AO* 
»   (a  — 6  +  c  +  il-«-/  +  ^-A)» 

=   (a+ 6  +  <r-il-«  +  /^+p  + A)« 

9 

+  (•«'-A'+c'-d'  +  e'  -/^' + ^  +  AO* 
+  Ha'+A'-«'  -d'  +    +    -  ff'  +  A'>». 


.  Mao  denli«  sieb  die  n  Factoren  des  Productes  P  (12)  tu  swei 
Cfippeo  gesondert,  ^ovoo  die  eine  r — 1  Factoren,  die  andere 
n—r-l-l  Factoren  enthält.  Dieses  zueite  Prodnct  aus  si — r-fl 
Factareo  denke  man  sich  nach  der  oben  auaeinandergeaetiten 
Methode  auf  2*"''  verschiedene  Arten  in  die  Summe  zweier  Qua* 
drate  Terwandelt  und  ap  die  Stelle  jener  Factoren  in  P  geeetat 
Aaf  diese  Wpi^e  erbAlt.man  2*"''  Terachiedene  Darstellungen  von 
P  als  ein  Product  von  r  Factoren,  von  welchen  jeder  die  Form 
tß^f^  liat   Die  obt|ee  Rintheilung  in  swei  Gruppen  kann  aber 

offenbar  aul  ^^^2^  verschiedene  Arten  ausgefiibrt  werden,  alao 
Iii  die  Genammtaahl  der  Dmtolhingen  Ten  P  als  ein  Predocl 

r  Factoren  von  der  Form  o*-f /3*  gleich  (y^i)^*-^'»         aber  r 

äd*  gnmn  Zahlen  iron  l  bis  n— 1  beseicbnen  kann,  ao  niebt 
MB,  dnan  ein  Prednct 

(13)  P=(a»+^^)(«iHA*)(ßaHA«)....(««-i^+ft.-i*) 


4 
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aus  n  Factoren  \on  der  Form  «•  + im  Allgemeinen 
auf  2"-^  V er.s cbiedeoe  Arten  in  derselben  Form  darge- 
stellt werden  kann; 

anf  ^j^2»~*ireraehiedene  Arten  ala  Prodnct  von  2  Fact» 
»»   ^2^^  *         »»  »»      *•        »»  ^ 

*f      (3)^"^  *•  ff  »     4  M 

von  der  Form  + Als  Product  aus  71  Factoren  dieser  Art 
ist  P  gegeben,  also  ist  die  tiesammtzahl  der  Darstelluo* 
gen  gleich 

s=i(3»-2fi  +  l). 

So  hat  man  fDr  i»s3  die  eben  In  (16)  anfgeAlbrten  Tier  Da^ 
atelinngen  des  Produetes  (a*-|-i3*)(at*H-/^i*)(os'*f /'s*)  als  SnniiM 
sweier  voUstflndigen  Quadrate,  ferner  felgende  sechs  Daratellna- 
gen  in  swei  Factoren  dieser  Form  t 

(18) 

«(«^  +  «  K«i«i+A«H(%  A-A«%)»l 

==(«aHAi»)i(«»i-Wi)H(«A  +  iJ«J*l 

= («i.^  l  ^^2")  i  (««1  +  ^A)*  +  («Ä  - 

Im  Gänsen  eilf  Fennen  Ifr  dieaeihe  4ifas«e. 

Die  Wennit  gegebene  Methode  aor  Untfermang  des  Prodne* 
tes  P,  In  weldiem  o,  ß,  a, ,  u.  s*w.  ganz  allgemeine,  in  keinar 
Weise  speclalisirta  BochstabengrOsaea  beseichnen,  ist,  als  alge- 
braisches Theorem  aufge&sst.  In  der  Analysts  und  ihren  An- 
wenduogeo  oftmals  von  Nutzes. 


• 
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Wir  gehen  nun  über  zur  Erörternn!^  der  IModilicalionen  und 
Eiiischränkui)[;en ,  welche  das  \  nrhcrgehende  aigf'braische  Theorem 
erleidet,  wenn  die  in  dem  Producte  P  vorkommenden  Grössen 
a,  ßf  a|,  U.S.W,  ganze  po«iitive  Zahlen  bezeichnen.  Man  bat 
sieb  also  voo  nun  an  anter  P  ein  Product  lu  denken,  aus  it  Fac* 
toreo,  von  weicben  j«der  4i%  Somme  sweiec  gegebesct  Q^adfal- 
nym  iBt 

§.  7. 

Wenn  a,  ,  u.  ».  w.  gegebene  ^nnze  positive  Zahlen  be* 

i^cichnen,  au  hat  man  sich,  da  aan  den  Gleichungen  (10)  folgt; 

m 

«=Arctg|,  e,=Ai«^^.  fl,=Arc<g^,....ft,js=Atctg§!=?, 

auch  unter  '^i  ,  0.^  ^  . . , .  dn—i  ganz  hesfinimte  Zahlwerthe  zu 
denken,  und  bezeicfitiet  alsdann  irgend  eine  der  algehraischeo 
Sammen,    welche  man    aus    den    7t    bestimrutoti  Zahlwertben 

ö|,  Bt,....  6u-i  durch  verschiedene  Answahl  der  Vorzeichen 
efbalten  kann.  Auk  den  vorhergehendiMi  Hetrachhingen  hat  sich 
etgeb«!,  dass  man  fär  die  Functionen  F(a,  ß),  f(a,  ß)  2*~^  ver- 
schiedene Wertbpaare  erhält,  weil  sich  aus   den  n  Grossen 

^»  ^9»  ••••  4i»-t  im  Allgemeinen  2"-^  numerisch  verscbi^ 
dene  (d.  b.  dem  absoluten  Werthe  nach  verschiedene)  Sumawn 
bttien  lassen.  Im  Allgemeinen  ist  dieim  allerdings  richtig,  wenn 
aber  9,  ^,  bestimmte  Zablwertbe  sind,  90  kann  der 

Fall  eintreten ,  dass  die  Anzahl  der  numerisch  verschiede- 
nen Summen  kleiner  als  2**'^  ist.  Alsdann  ist  auch  die  Anzahl 
der  Werthpaare  für  F(a,  ß)^  {(^tß)  ^^^'^^W^^  mithin  ancb 

4ie  Anzahl  der  ZerfKIlungen  der  Factorenfolge  P  in  die  Summe 
sweier  Quadratzahlen  geringer  ab' 2"~^  —  Der  Fall,  dass  die 
Anxahl  der  nnmeriaeb  verschiedenen  Werthe  von  B  geringer  als 
9**^  iet«  wird  namentKcb  dann  eintreten,  wenn  Irgend  eine  alge- 
bniaebe  Summe  mehrerer  der  Zahlwerthe  6»  $1,  $%,^.'*»Bu-i  der 
Null  gleich  ^ird.  Nehmen  wir  an»  es.  wire 

(20)  ÖM+ö,  +  ....  +  6«=0, 

oder,  was  dasselbe  ist:  ,  ^ 

Oßi        'Arctg^+Arctg^-|-.,,.  +  Arctg^=:0, 
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und  irgend  eine  algebraische  Summe  der  fibrigen  0  gleich  8^» 
al«daon  wären  in  Jedem  anderen  Falle: 

+    + +    +      und  6»/i-|>6^-F....*f  0«— ^ 

ofenbar  zwei  numeriach  verschiedene  algebraUcba  Summen  S,  aa 
aber  achmelzen  aio  in  -f*  ^         —  6'  znsamroen  und  aind  nur 
'  mehr  im  Zeichen  verschieden.    Denkt  man  sich  zu  dem  Producta 
( V  +  M      +  Z^*'*)  +        auf  welchea  sich  die  Gleichung  ; 

(20)  bezieht  und  welcbea  offenbar  ein  Factor  von  P  iat,  —  in  der  ' 
Absicht,  es  in  die  Sammasweier Quadratzahlen  zu  zerlegen,  —  die  ; 
zugehörigen  Functionen  FXa,  ß),  f(a,  ß)  gebildet;  sie  seien  0{a,ß), 
tp{a,  ß),  ao  gibt  die  erste  der  Gleichnngen  (lö)  in  Verbindung  \ 
mit  jener  (20) : 

C^l)  =0, 

und  es  ist: 

d.  h.  die  pecrebenc  l  aftnrenfoljje  P  wird  wenii^ei  als  2"—^  ver-  j 
schiedcnc  Zerf;illiin[:er)   in   tiio   Summe  zweier  (^unHratzahien  ga*  ! 

statten,  wenn  es  unter  den  Factoren  a^-i^ß^,  Cj^-f^i^,  "it^^ß^**   , 

+  solche  «^«  +  |3iu^,  at,^-\-ßr\„..,  «x^  +  Z^x«  gibt,  deren 

Product,  nach  unserer  Methode  in  -seine  verschiedenen  Summen  ! 
zweier  Qoadratzahlen  zerlegt,  Einmal  ^(a, /?)=0  ergibt,  so  daaa  I 
Eine  dieaer  ZerAUluogen  notbvrendig  die  Form  hat  | 

So  iat  z«  B. 

•  I 

Aretgi  +  ArcfgS— Afutitl  sO. 

folglich  iTiiiss  das  Product  (l«+2»)(2*  +  32)(4*  +  72)  unter  seinen 
▼erscbiedenen  Zerfallungen  in  die  Summe  zweier  Quadratzahlen 
nothwendig  Eine  von  der  Form  a'-f-O*  eotbalten.  der  Tliat 
findet  man: 

=(39)t  +  (62)« 
=  (25)«  +  (60)« 
=  (33)« +(66)», 

und  daa  Product 
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SkiB-^bg  •|-d»-|-.«.-f        «.  lääer  einen  damit  tertpandL  Satz  etc.  ^ 

(1*  +  2«)  (2*  +  3«)  (42  -f  72)  («3»  +  ft«) . . . .  (««-1» + 

vM  daher  nicht  mehr  in  2*^^  verschiedene  Summea  «freier  Qoa* 
diBltahleii  zerlegt  werdeo  kSooen« 

Da  die  Werthe  der  Functionen  F(ar,  A,-  f{u^  ß),  reepeetive  die 
ZtriUlnngen  der  Zahl  am  de»  2^ahlen  og,  n.  e.  vr.  alige- 
Mtet  werden,  eo  eieht  man,  daaa  die  Ansahl  and  Beeehaffen- 
Ml  der  Zerflillaogen  ebenfolls  von  den  Zahlen  ß,  aj »  u,  s.  w. 
«Uingt.  Liaat  »ich  die  Zahl  P  noeh  auf  andere  Arten  ala 
€n  Prodoct  von  n  Zahlen  von  der  Form  e^-^ß^  darstellen,  ao 
wird  diese  nene  Form  von  P  auch  an  neuen  ZerfiÜlungen  fllbreii. 
—  Das,  was  wir  also  bisher  fiher  die  Ansah!  und  die  Beschaf* 
hahsit  der  Zerfkllvnfen  des  IHodnets 

Ii  die  Summe  xweler  Quadrataahleo  helbrachten  und  spiter  noch 
WMogeo  werden,  heiieht  sich  lediglich  auf  dieae  Factoreofor* 
Ml,  ia  welcher  «,  ß,  0|,  n.  s.  w.  gans  hestimmte  Zahlen  sind, 
vm  wtichen  die  Form  und  die  Anaahl  der  durch  nnaere  Methode 
Wttollbaren  ZerllUlnogen  ia  die  Summe  a%veier  Quadrataahlen 

ist. 

Mo  iö,t  in  dem  letzten  i>eis[tiel  das  Prodiict  der  drei  Factoren gleich 
<225,  uuii  ist  aber  diese  Zahl  auch  gleich  (l''+2«)C2a+3«XlHÖ*)» 
weuB  man  dieses  Product  zerlegt,  so  erhält  man: 

(!• +2«)(2^ +3«)(1H8«) «  m*  -¥  (26)* 

=  (16)2  ^  (63)« 

r=    0«  +  (65)« 
«(52)2 +(39)«, 

vtir  welcben  Zerßillongen  jene  (16)«  -f  (63)*  neu  Ist  Die  Zer- 

lUloog  (65)2-1-02  Icoromt  wieder  ror,  Mrell 

« 

Arctg  ;  —  Arctg  J  +  Arclg  i  =  0 

Ebeaae  ist  4^  auch  gleich  (2"f  3^  (2*-|-3^(3*-f  4>)  und 
•mr«  Methode  gibt: 

(2*  -I-  32)  (2*  +  32)  (32  i  42)  =  (63)2  +  (16)« 

«(33)«+(66)> 
«09)«+(52)« 
s=(39)*-f  (52>»,  ■ 
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unter  irdckeii  Zerftllungeii  Jcd«  (65)*  -f  Mkt  nelMr  TOTkommt. 
Die  Zerfillltiiig  (39)*-f  (52)<  kommt  kweimal  vor,  vreil 

Arctg  I  —  Arctg  I  =  0 

int,  also  (2*4-3^)  (23  4  3«),  io  di«  Simime  zw^r  Qnadratt^leii 
zerlegt,  eine  ZerflilloiiK  von  der  Form  0*4  0*  aufweUet,  folglielB 
(2« +3«)  (2«  4  3«)  (3^+4^  Dickt  nnrvter  versckiedene  Arten  in  dio 
Somme  zweier  Qoadratzaklen  zerlegt  werden  kann. 

Femer  iet  7226  =s  (is+4>)  (la'-l'ii^)  «ad  din  MUbarngB^ 
metkode  gikt: 

(1«  +  42)  (13«+ 16^)  =  (51)2  -f-  (68)« 

da  nk«r  andi  7iS5tp  (3>4-4«)  (1*417^,  eo  erkftlt  man  avek: 

0*  +  4*)  (1*  +  17«)  =  (36)«  +  (77)» 

=«(84)«  + (13)», 

KCl  <1ass  man  aUo  ia  (84)^4  (13)^  eine  neue  Zerfällurii»  hat.  End- 
lich ist  auck  7225==:(P4^^)(172  434«)  und  kierfur  gibt  unsere 
Metbode : 

(1«  4  2«)  (17«  +  34^ = (51)«  4  (66)« 

==(»)«  +  0»; 

kier  kommt  die  Zerialiung  (85)^  4  0«  vor,  weil 

Arctgl-<AtctgU  =  0 

ist 

Es  vrivA  nun  auch  einieucbten,  da««  zwar,  wenn  fnr  mehrere 
Factoren  a^«4 ft»*,  a»*4ß»**  ««^4^**  der  Zahl  P  eine  Glei- 
chung wie 

(20)  A'^^^ß^  +  ArctK^4    .4  Arctg^=0 

besteht,  noth wendig 

(«^.«4fr")  («.^4fr*)-..  (««•+  /J,«)= «I» 

gleich  einem  voUstSndijjen  Quadrate  sein  ioums,  welches  letztere 
also  auch  ein  Factor  von  P  i$t,  und  dann  demnach  die  AnzrihL 
der  durch  unsere  Methode  herstellbaren  Zerfaliungen  der  Zahl  P 
in  die  Sunnue  eier  Qiindratrahlon  kleiner  als  ist  ,  —  man 
darf  aber  nicht  unisjefcehrt  aus  dem  Vorbandensein  eines  quadrati* 
sehen  Factors,  gebildet  aus  mehreren  Factonn  £ru«4^u«,  or'4/5r*,.«. 
«41«  4  ßm*  tn  Pt  auf  eine  VerriogeroDg  der  Ansaki  der  ZerflUiangeo 
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«MeaMn;  flier  «tu*  Mlebe  VerringOTang  »tsclNiidet  l«digKch 
teBestckm  der  Gleichung  (2*2),  oder,  wae  daeeelbe  iet,  des  Vor- 
haedeiMeln  einer  Form  wie  «^40^  In  deoZerftllongendeeProdneteo 

(a^* + fo«)  ....      +  /S*«). 

§.  9.* 

Hiermit  wäre  Eine  Ursache  der  Verringerung  der  Anzahl  der 
Zerfallungen  der  Zahl  P  in  die  Summe  zweier  Quadratzahlen  und 
ihr  Kennzeichen  aufgedeckt  Aber  das  ldenti8chiverden  mehrerer 
algebraischer  Summen  S  ist  nidit  die  aUeinige  Uraaebe  dea  Iden« 
tiscbwerdens  mehrerer  Zerfallungen,  sondern  es  kann  swei  nume- 
risch verachietfcne  Werthc  von  0^  geben,  welche»  in  die 
Glelcbvngen  (15)  eingeaetzt, 

crpieben ,  so  rlass  man  daraus  im  ersten  Falle  die  Zerfällung 
{Fl(a,P)P +  {/•(«, /3)'^)  und  im  zweiten  Falle  die  damit  identische 
Zcrfällung  {/(a,  ß)t^-^\F(a,  ß)\'^  erhält.  Suchen  wir  aus  den  vor- 
hergehenden Gleichungen  die  Beschaffenheit  solcher  zwei  Wertbo 
wie  Bi  nod  ^  an  ermitteln.  Aua  dienen  Gleichungen  folgt: 

Ig'^i   _      ^  1  ?^®«_ 

1 + ig^^i 1 + ig*ö, '  i  +  tg^e,  - 1  +  tg^e,  • 

an  welchen  durch  Diviaion  unmittelbar 

tg^e^  =  ctg^e. 

bmrorgabt  Da  dieser  Werth  von  tg*0|,  in  die  beiden  Torbergeheo- 
^  Gteicbnngen  eingeaetal»  beide  zu  identiacben  Gleicbungeo 
naebl,  ao  aind  dieae  nicht  weaentlich  von  einander  verachieden 
wd werden  dnieh  die  letate  Gleichung,  oder  durch  die  folgende: 

tgejtga,=dbi, 

vAomipen  eraetat  Ana  dieaer  folgt  aber: 

vd  wenn  man  aich  die  iMiden  Werthe  6^  und  6^,  welche  swei 
Mnfaeh  verachiedene  algehralaclia  Summen  der  n  GrOaaen 
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^>  0i  •  9«>  Ai-i  ■in^i  unter  «»ander  geecbrieliefl  deniEl«  Mkt- 
man  sogldcb,  daas  «ich  in.  O, die  0  mit  gleieben  ZMmm 
verdoppeln,  die  6  mit  ungl^eben  Zeiclien  aufbellen,  nnd  man  wird 
notliweadig  au  einer  Gleichung  ven  der  Form 

oder  »Q  jener : 

(22)  I 

j»elaiigen  müssen,  d.  h.  tler  <liircli  die  (ileichiin£;eii  (^)  au»ge- 
sprochene  Fall  wird  dann  eintreten,  uenn  die  algebraische  Summe 

einiger  der  Zablwertb«  6»  0|»  ^»..^db^i  gleicb  j  wird.  Denkt 

man  sich  nun  za  dem  I'roducte  (0.,^  + |3a-)(ar^  f /3,.^) ....  (««^  +  Px*^). 
auf  welchi»«»  sich  die  Üieichung  (22)  bezieht,  um  es  in  die  Summe* 
«Weier  Quadrntzühlen  7U  zerlei^en,  die  zucrehurigen  Werthpaar«» 
für  /\ii.ß)  eehildet;  hie  .seien   tX>(a,^),  qp(a.        so  gibt 

die  er.«te  der  Gleichungen  (15)  in  Verbindung  mit  jener  (22)  un- 
mittelbar:* 

<^(«>  ß)_  , 

alao 

nnd  ea  iat 

(24)  («^H^M*)(«^H/V)-.^(ir«H/J««)= t « l*+ « I*» 

d.h.  die  an^einanderüesi  i/tr  Metln>tle  >vird  für  die  Zahl  f* 

uer  als  2"-*  versrhiedrne  Zernillnniien  in  die  Sunmie  zweier  (^ua* 

dratzablen  ersehen,  wenn  es  unter  den  Factoren  a-^ß^,  + 

fr,-  4  5v-  C,^l«+  5  -1-  solche    a^'^  ß         Ctr'  f  ßr'^  ßr^ 

i»ibt.  deren  Protlnct.  naili  deruelhen  Methode  in  die  Snmme  z»veier 
Quadraty.ahleii  /i'rlest,  l.inual    ^J'irr.i)-    (p{a,  ß)  ergibt,  so  dftSB 

Line  dieaer  i^rlegnagen  nolhn  endig  die  Form  «*-|-«*  iiaL 
Ea  iat  bekaantiirb 

AfCtg;  +  ArctgJ  +  Artjti  =  j. 
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M|M  mnss  das  Prorlurt  (1^  |  2")  (I«  +  5*)  (l^  +  8^) ,  nnrh  obicer 
Irilode  auf  «eine  verschiedenen  Arfpn  in  die  »"Sumrue  zweier 
QMdratzahlen  zerleijt,  ilamiiter  nothweiidig  eine  Form  wie  a*-j-c* 
aa{irei«en.    Man  liiidet  in  der  Tbat: 

(!• + 2«)  (1*  +  5«)  (1« + 8«) = (65)«  ^  (65)* 

=  (13)2  + (91)« 

=  (35)--2  +  (85)« 
=  (47/^ +(79)», 

nd  «s  tSMt  sicli  daher  das  Product 

a«+22)(lHö*)(lH8*)(*^»+A«)....(«i.-i2  +  /8^ia) 

iarch obige  Methode  nicht  in  2"-*  verschiedene  8umnien  zweier  Qua- 
dntzablen  zerfallen.  Das  Product  der  vurheri^ehenden  drei  Factoren 
'utgleicb  2(i;3)2,  dieses  ist  aber  auch  gleich  (l*+5«)(224-:ii;(a2  14^). 
Zedegt  jnaii  diese  Factorenfoige,  so  erbalt  man: 

(l« + 5«)  (2« + 3«)  (3* + 4«)  =r  (91)«  +  (13)« 

=  (79)«  +  (47)« 
=  (23)*  +  (89)« 
=  (13)«+(91)«, 

iIm  keine  ZerßiiluDg  von  der  Fmrm  o«4tt«  —  Die  ZeHHIIong 
(ll)H(13)2  kommt  xweimal  Tor,  vreit 


TT 


Arctgl  — Arct^^  =  ^ 

iit,  al«o  da»  Product  (l«  +  5«) (2«+,1«)  unter  «einen  zwei  Zerftl- 
l^gto  Eine  von  der  Form      ^  a-  hat. 

Ebeaeo  miifla»  weil 

•  Arctg4  +  Arctgi  =  ^ 

'*t,  mp  Af^r  zw  ei  Zerfällanii^en  des  Product»  (l=*-|-2*)  (1«-F3«) 
»«der  Form  a^-^efl  sein,  und  man  iindet  auch: 

(l«  +  2«)(l«+3«)  =  6«+5«, 

=  1^+:« 

§.  10. 

So  hStten  wir  mm  auch  die  aweite  Uraache  der  Verringerung 
^Ambl  der  ZerlUlnogen  der  Zaiil  P  in  die.  Snmme  xweier 


98  Inferäinger:  Veber  dte  Entwickel.ton  Cu«(6-|-öi-f<;,+....-f6ii_ij. 


QuadratxahlcD  sanitnt  ihrem  Kennzeichen  gefunden,  und  da  ttn» 
der  ■Natur  der  Sache  hervor«;eht,  daas  weitere  Ursachen  einer 

VerriuLTeriinsj  nicht  existireii,  8o  kr>iinen  wir,  das  ohitje  alirehraische 
Theorem  enUprechentl  r.ioiiiücireixl ,  loli^enden  Satz  auj!ii!i|>rechen : 

Bezeichnen  +  «k*+A*,  +  + 
fi  ganze  Zahlen,  von  «reichen  jede  die  Summe  zweier 
Quadratzahlen  ist,  so  bilde  man  ans  diesen  alle  mög- 
lichen Prodocte  zu  1,  2,  3,  ....n — 1  Factoren  und  zer- 
lege diejenigen  dieser  Prodocte,  trelche  rollstäudige 
Quadrate  oder  das  Doppelle  vollstfindiger  Qoadrate 
sind,  nach  der  obigen  Methode  auf  ihre  verschiedenen 
Arten  in  die  Summe  zweier  Quadratzahlen;  finden  sich 
unter  diesen  ZerfSUungen  keine  von  der  Form-  «e*-|"0^ 
oder  tf*-f  a*,  so  lässt  sich  das  Prodoct 

nach  der  auseinandergesetzten  Methode  auf  2*-'  ver- 
schiedene Arten  als  die  Summe  zweier  Qnadratzahlen 
darstellen; 

auf  ^'||^*2»-*  verschied.  Arten  als  Product  von  2  Factoren 


(  "  Vi  «-1 

von  der  Form  a*<|-/3*.  Die  Gesammthelt  aller  Darstel' 
lungen  Ist  alsdann  gleich  4(3" — 2n -|>  !)• 

Wentloii  wir.  um  «'in  voilst.'indi*rPs  Heis[)i('l  zu  geben,  d'P 
Zerfa'llun£;.smethodn  atjf  die  aiis  den  vier  Faktoren  P-f2*,  3*-|-^'» 
5«-f6^,  7s^^  btldharen  Producte  an,  so  eq^ibt  sieb: 

(12+22)(32f4«)=2Hn*=  6H10*, 
(l«f  2«)(7HS^=6'423«=  U«+22«, 
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=:43«+7G«, 
=  35*^80«, 

:=(3M4*^)(4-^-J-Jr^). 
==(3*+42)(7*+ie*), 

=(5H«*)(4»4-  7»), 

(l«  +  2«)  (3«  +  4«)  (7«  +  «*)=302+115«, 

=  452-1-1102, 

'=(3^+4«)  («»+22«), 

s=  (72-1-82)  (12+  8«). 

SS  87*-!- 164», 
=5  79«+168«  , 

=r(12+22)  (22  +  832), 
x=:(I2+22)(I32+82«), 

=  (52  +  02)  (V)2  +  L)i2)^ 
=:(?2  +  .S--^)  (.12+172), 

.ss557«  +  3262, 
■  =24I2+;|;i82. 

=  (32+42)  (22^^32), 
=  (32  +  42)  (J  32 +822), 
=  (52+6«)  (4«+532), 

=(5He«)(llH52*), 
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(1«  Y  -i«)      4-  4«)  (5«  +  6»)  (7«  +  8«) 
==(5H6«)(7»+8») 

=  (3*+4«)(7«+8*)  (4H17*), 
=  (3«+4«)(7»+8«)  (7«+16*), 
=  (3«+4«)(5«+6«)  (6«+*i3«), 
=  (32+42)(5H62)  (ü«+2^2«), 
=  (12+i2)(724-82)  (2«+39*), 
=  (lH2*)f72+82)  (9H38«), 

=(lH2«)<BHö«)(nH52^, 

=(lH2«)(3«+4«)  (2»+83»); 

=^  (l«+22)(3«+4«)(13«+«2«), 
=  (7*+8«)  (20H  85«), 
=  (7^+8«)  (56«+  67«). 
=  (72-182)  (43«+  76«), 
=  (72+H2)  (a5H  80«), 

=  (52+6*)  (74*+  93«), 
=s(5HÖ»)  (61«+IÖ2^, 

sr(BHe*)  (4ÖH110^, 

=  (3«+4«)  (56«+ 177«), 

=:(3«+4«)(108«+151«), 

=  C32+4«)  (87«+164«), 

=:(32f42)  f79H  168«), 

=  (1^+2'^)(1WH267«), 

s=(12+22)(289«+298«), 

=(l*+2«)(257«+326«), 

r=(IH2«)(241«+aa8^, 

«  21«+928^, 

=144^+917», 

=188*+909», 

=2802+885«, 

=307«+876«, 

=395«+840». 

= 435« 820«, 

=;640«+7Ö5^ 
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¥111. 

DkcassioD  der  Gleichuag  vom  vierten  Grade  in  Bezug 
auf  den  Sturiosdien  Satz*^)* 

Vom 

Herrn  Dr.  J.  F.  Könitj, 

HrufeMor  am  Kneipliof 'uchrn  («viiinaMiu  xu  llönigMiierg  i.  Kr. 


Den  Stnrnsdieii  Sati»  den  aeio  Erfinder  zum  ersten  Male 
m  Bulletin  des  sei  encss  niath.y  phys.  et,  chsni«  par  Fs« 
loiiae  Bd.  11.  8. 410  ff.«  doch  ohne  fievreie  mitgetbellt  hat,  hat 
Crelle  in  ••aoeni  Jnnrnal  ffir  reine  und  angewandte  Ma- 
tienatik.  Bd.  13. 8. 133IT.  befrieaen  und  seine  Anirendung  auf 

GleiehtiDgen  des  zweiten  und  dritten  Grade«  gegeben.  Bezeich- 
wtmn  mit  Ihm  die  Gleichung  Yom  vierten  Grade,  KOrze  halber 
«hesiveites  Glied,  mit  Fx,  die  auf  bekannte  Weise**)  abgelei* 
Wen  HUfsfunktionen  mit  Fix,  l\x,  F^x,  ^4  und  die  Reihe  der* 
JMlgen  Glieder  allein,  die  in  den  Grossen  Fa: ,  F^x  u.  s.  w.  die 
hSelnte  Potenz  von  x  enthalten,  mit  [x],  sn  ist  die  Anzahl  der 
Q^atireD  Wurzeln  f^Ieich  dem  Unterschiede  der  Anzahl  der  Zei- 
dieowecbsel  in  d«'ii  Reihen  [ — oc]  ui»d  (0),  und  die  Anzahl  der 
positiren  Wurzeln  gleich  dem  Unterschiede  der  Zeichenivechsel 
in  den  Reihen  (0)  und  [-f  ocj.  - 

Die  Fanktionianreihe  btnnn  (dr  die  Gleichung  «^-f-flur^/Sx-fy^O 
Wgeiide:***) 

*)  Aetzug  so«  einen  ▼««  mir  v«rAui«lcii  Prograrom«.  K. 

")  Archiv  Bd.  31.  S.222. 

"*)  DiMe  Aosdrüek«  tiod  vun  Crelie  a.  a.  O-  S.  143.  «ühon  micg«. 
^U,  jedech  stehl  dort  beiiie  Male  (a-fia^)  tlait  (•^>|-IS)'>,  iintf  F^x 


lOi  .    Köntp:  Msq^qn\4fr^Glelckufif.»m  Seriem  ermi§ 


Fi 


/  ,  =  —  1 9ß'^  ^  *la  (a^  -  4y)  U  -  («*  + 12/} = — -  /3  (a«  +  l  iy) , 

F4  =  16y  (a^  -  4y)2  -     \  27  ß'^  +  4a  )  =  Q ; 

aUo : 


''4 

I-  x]  =  + 

—        — a 

(ü)=  fr 

[+»]=+ 

+ 

«-/> 

Da  da«  Verfahreti,  diene  abgeleiteten  Funktionell  zu  erhalten, 
dasselbe  ist»  welches  aozuuerMlen  ist,  um  die  gleicheu  Worzeln 
zu  entdeckeD«  so  mag  fiber  dieselben  hier  kurz  Felgeudes  an^- 
flihrt  werden.  Die  (ileicbung  bat  für  Q=0  swei  gleicbe  M^urzeln, 
die  sieb  aus  Fsd?=sO  ergeben;  heisst  die  zweunal  verfcofluuende 
a,  sff  ist: 

also,  wenn  man  die  ungleichen  mit  ö  und  V— 1  mit  i  bezeichnet: 

welche  ICir  a  lii^gativ  und  ^  "lu^  reell  werden,  üu  allgemciD»  wenn 

c  -\^  d 

die  reelle»  c  und  f/,  die  iniaginareo  — — ij^db^»  heissen , 


=v'ä-m' 


.ist,  so  können  in  uuserm  Falle  die  ungleichen  auch  geschrieben 
werden : 


3)   Ä=-aiiY  J^-a«. 


••C  =/*  f^e«eut.   \vn*  nicht  i»«in  darf, 
i*  «teb«a  hlnilMO  »bU. 


in  dea  lUUimt  {— xj  und 
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in  öe%u0  auf  den  Slurmscäen  :sa4*.  iU3 
.  ÄQä  beiden  \V  ertbeit  (ür  0  erhält  man : 

4)    ,,2^   _  , 

irurau:^  sogleich  erhellet,  dass  gleiclie  Wurzeln  nicht  existiren 
künnen  ,  uenri  cc  [lo^^itiv  und  y  negativ,  auch  nicht  wenn  u  und  y 
iieeativ  und  zugleich  12/ >a'^;  ferner  dass  liir  ein  positive«!  y  der 
Wurzelgrüsse  nur  da>  jxiititive  Zeichen  /ii  ^(.'hen  ist.  Für  ein 
negatives  y,  in  u  flehen»  Falle  für  ein  luügliches  <i  auch  a  nega- 
üv  »eirj  rniiss  uufl  ziji;ieicli  f^"^  >  l'2y  (a^  =  \2y  gifht  drei  gleiche 
Wurzeln; ,  »e»t  die  WurEelgrüsse  (+),  je  nachdeiu  n,  d.  i. 


wo  für  a  ond  y  die  positiven  Werthe  zu  setzen  sind. 

>  a 

Nitcb  mag  bemerkt  werden«  dass  fiir  ''^^j^«  <l>i* 

Wsrzelgrosse,  die  gleiche  Wurzel  ^^[l!-^,!",!,'^  ist  als  die  ungleiche 

fB«t  denn>;elhen  Zeichen.  Denn  iiir  die  ^h.-ii  he  a  heisst  die  iia* 
gieicl»«  out  deiuüelbeo  2^ichcn  nach  3},  da  y  negativ  ist, 

(wo  tt  fiositiv),  wenn  man  Ar  y  den  Werth  ans  4)  aubstituirt« 

Aber  v%egeo  a'^^Oa*  ist  a=:tia^id,  wo  d  eine  positive  Grösse 
Meotet,  also 

6=--«+ V^4«*db^,  d.i. 

Das  Zeichen  von  a  seihst ,  nach  4)  berechnet,  ergiebt  sich  erst  §.ih  F. 
Ist  auch  F^a:  =  ü,  was  nur  mSglich  ist,  wenn 

1)  ß  =  0  und  a»  — 4y=ü  oder 

2)  a>-f-12y=0  und  27^-f-8a>=0. 

an  ist  Im  ersten  Falle  aus  F^xz^O  : 

a = y  —  ^  (nur  möglich  liir  ein  negatives  a,  da  y  positiv), 

=±Y^  -.^  =  J:V+y,  fiir  «  negativ, 

V'— y,  für  «  positiv, 
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und  da  dieses  Wurxelu  för  üo  bat  Fx  zw«i  Paar  gletcbe 

Wurzeln. 

Im  ztreiteo  Falle  mifaaea  «t  aod  7  negativ  aeio;  atte 

iai: 

Diese  Wuriel  eothfilt  FiX  aweiraal,  also  Fx  dreimal,  die  uti- 
gleiche  lat  6=«3<r. 


Da  die  Aenderuog  dea  Zeichens  von  ^  nur  das  Zeichen 
der  Wnraeln  Sndert,  so  kann  io  der  folgenden  Betraehtunfr  ß 
immer  positiv  gelaiwen  werden,  so  dass  nur  vier  Fälle  zu  unter- 
,  acheideii  bleiben,  nämlich  I.  a  und  y  sind  ■\\  II.  o  iet  -f «  y  — 
III.  a  ist  — ,  y  +  ;  IV.  o  und  7  eind  — .  Die  Relationen  9 e  I bet 
zwischen  den  Codl'fictenteu  enihalten  nur  die  poeitiveu 
Werthe. 

I*  «  mnA  y  sind  peeittT. 

A.    F  und  Q  sind  positiv. 
In  diesem  Falle  sind  die  Zeichen  obiger  Reihen  folgende  *>: 

^  Fx  f^x    F^x  F^ 

[-Od1:=:     +         ^        -        +  + 
(0)r=    +        +        -        -  4. 

+       +  —  I 

also  bat  die  Gleichung,  da  jede  Koihe  zwei  Zeichenwechsel  eot- 
hält,  keine  reelle  Wurzel.   £s  ist  aber 

Q  positiv,  wenn  /P(27/J«+4««)<ieyt9«<l»+(i^— 4y)»|,  d.  I. 
27/S*<^2«*  für  «•  =  4/;  27/I«<10>]f>  för  a=rO;  end- 
lieh  Q=%(«*-4y)«,  wenn  j9=0; 

P  positiv«  wenn:  I)  «=0;  2)  e^^iy;  3)  o>>4/  (hier  kann 
anefa^ssOseio);  4)  a2<4]'  und  zugleich  9|3*>2o(4)^— o^» 


Kürze  halber  ^iuii  in  der  i  uljj;e  diene  Zeiuiieureiheo  nicht  weiter 
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B.  P  ist  positiv,  Q  negativ. 

Die  Reihe  [— QcJ  hat  drei,  die  Reihen  (Ü)  und  [+oc]  haben 
jede  einen  Zeichen  Wechsel,  also  sind  zwei  Wurzeln  negativ^  zwei 
ijtiaginär. 

Q  ist  negativ,  «enn  i3*(>7/S2-f  la^)  >  %[9ap»-|.(««-.4y)*J, 
d.  i.  27/32  >32a3,  wenn  «*=4y  ;  27/J*>16y,  weDn  «=0; 
endlich  4y  'rar  a:=zßszO. 

P  ist  positiv  wie  bei  A. 

Fflr  a^<^iy  und  9|3«  =  2a(4y— a«),  d.h.  P=zO,  ist  F^x  das 
fon  X  unalihaiigige  Glied,  also  Q=  —  ß  (a"^  \- \'2y).  Jede  der  drei 
Keiheii  hat  dann  einen  Zeichenvvechsel ,  folglich  die  GIcichnng 
keine  reelle  Wurzel.  Dasselbe  Resultat  giebt  a=ß=^Ot  wodurch 
schon  F^=^-^4yz^Q  wird. 

C.  P  ist  negativ,  Q  positiv. 

Jede  der  Reiheo  hat  zwei  ZeicbeDweefasel,  also  die  Gleichnog 
fceioe  reeHe  Werzel. 

P  ist  negativ,  wenn  a*<4y  und  zugleich  9|3* ^ 2a(4y  —  a*). 
Q  ist  positiv  wie  bei 

D.   P  und  Q  sind  negativ. 

Dieser  Fall  kann  nicht  eintreten.  Denn  P  ist  nur  negativ, 
wenn  4/ >  und  zugleich  9^'-^  <  icr  (4y  —  Aus  dem  zweiten 
Ausdrucke  folgt  aber,  wenn  man  quadrirt  uud  tiöu^ß'^  addirt: 

3/3«(27p«+12«»)  <  4«*[»e/P+(4y— tt«)*]» 
<Jio  ancb ,  da  \Qy  ^  4a*, 

3|J«(27|3»  + 12«»)  <  16y[9«/3«+  (4y-««)«], 
folglieh  am  so  mehr: 

(27/3«  + 12«»)  <  16y  [9«^^  ^  (4y  _  ^ 

wofür  Q  positiv  ist. 

E.  P  ist  positiv,  Q=iO. 

Für  <?  =  0.  d.h.  ß^(27|32  +  4a3)  =  16y[9a/3«  +  (4y -««)«],  müs- 
sen zwei,  oder  zwei  Paar  W  urzelri  gleich  sein.  (§.  2.)  Sind  zwei 
gleich,  so  können  diese  nach  B.  nur  negativ  und  die  beiden  an- 
dern imaginär  ?*ein :  die  paarweise  gleichen,  die  nach  §.2.,  wo 
4is  Ausdrücke  für  die  gleichen  Wurzeln  gegeben  siod«  ^  =  0  er* 
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fordern  und  den  Werth  haben,  sind  für  -fa  ioiagioSr. 

PIst  positiv,  wenn: 

1)  asO,  al«o,  wegen  Q^O,  ^ß^z=ie^, 

2)  a^  =  4y,  also,  wegen  Q=^0,  27|i^  =  3ia»^S  il.  h. 

♦  * 

3)  «»>4y; 

4)  a*<4y  und  zugleich  9/^>  2a(4/' 

Der  Fall  P=0,  d.  b.  9i5«=-2«(4y-«-),  kann  hier  nicht  eintre- 
ten. Denn  dann  wäre  ^  =  — /3(a^+ 12y)  nur  =0  für  ß=0,  also, 
wegen  P:=zO,  entweder  auch  «  =  0,  und  das  geht  nicht  an,  ilii 
für  a=rj3  =  ü  nach  Ii.  alle  Wurzeln  uncfleicli  iniai^irjitr  sind,  intleiu 
Qä— 4y;  oder  a'*  =  4y,  was  wieder  gegen  a-  -«^  slreitef. 

F.    P  ist  negativ.  (^=:a 

Nach  l).  niiis.s  Q  iur  ein  negatives  P  pysitiv  jsein;  es  lasst 
sich  aber  auch  leicht  zeii^en,  duss  die  Ausdrucke,  welche  liier 
stattfinden  müssten«  unvereinbar  sind.  Näiulicb  wie  bei  D.  niusste 
w^en  des  negativen  P: 

a/J«  (27/3«  + 12«3)  <  lüy  [\)aß-i  +  (4y  -  a^)'-^] 

seiuy  und  wegen  QssOi 

also  ^(pß^^l^XP&ip^itfl),  was  nieht  angebt. 

Die  Wurzeln  ^ind  almo  bei  poisitiven  VVcrtheit  vihi  u  und  y : 

_  ♦ 

91*   sänimtiich  imaginär 

.  I)  wenn  f:^"^  (27pC^  f  4«^)  ^  I0y[ya^^  I  ^  4y)*'«J ,  d.h.  in  s|»e. 
eiellen  Fällen,  uenn  ß=^{},  u^ß^O; 
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27^  <  32a»  für  «-^=4/; 
27/3«  <  16V  fö'  «=0; 
2)  Wüou  a'<4y  und  zugleich  Ü/J*^  =  2a(4y  —  «•). 

^.   Zwei  öiud  reell  und  uegativ't  2v%ei  iuiagiaäfj 

j.  4.  , 

II.   £f  ini  poiiiiH  ,  /  tu'siMv» 

Hier  ist  immer,  aucli  für  a  oder  /?  =  0,  P  pusiHv,  nega- 
tif.  Der  Faktor  (a*— l'/y)  in  der  Reibe  <0)  ändert  swar  sein 

Zeicbeu,  je  »achdeiu      ^  I  Jy,    uu(\  versciiwindet  für  a^=:12yy 

aber  die  Anzahl  der  Zeichemvechsel  bleibt  immer  zvrett  mdlg  auch  Ui 
dem  letoteD  Falle  da«  fortfallende  Glied  i-O  oder  —0  geDommeo 
oder  gaos  fortgelaaaea  werden.  Die  Anzahl  der  Zeichenwechael 
in  dea  drei  Reiben  [— afr]>  (0)«  [-f  ^]  bleibt  alae  Immer  resp. 
2.  1.      .  •  » 

Für  a  =  ß  —  i),  also  h\x  —  4-4y  =  ^,  simi  die  Zahlen  iür  die 

Zeicheuvv ech^cl  jeri^r  Reihen  2,  I,  U. 

I  * 

In  allen  F&llen  sind  aleo  awei  Wurzeln  Imaginär  und  von  den 
rcellea  int  die  eine  positiv»  die  andere  negativ. 

III«   a  imt  ne^aUv,  y  poaitiv* 

A.   P  und  Q  sind  positiv. 

Jede  der  drei  Reiben  <;iebt  zwei  Zeichen  Wechsel,  also  hal 
die  Ciieichuog  keine  reelle  Wurzel.   £s  ist  aber 

Q  positiv,  wenn  4[a»j3«  +  4y(a«-4y)2J> 9/32(3)3^ +  10«y),  d.i. 

ie»y»>  27/54  fflr  o  =  0.   0  =         — 4r)»  Wr  /J=?0; 
P  pusttiv,  wenn  1)  a=Ü;  2)  tt'''<4)r  (hier  kann  auch  /i:=-0  sein). 


Digitized  by  Google 


108     iCämig:  BhemtUm  der  $iei€ä$m0  wm  tUrUn  ermle 

B.   |>  iat  positiv»  Q  negativ. 

E«  hat  f— oc]  drei,  (0)  einen,  [+00]  auch  tiri^n  Zeichen* 
frecbsel,  also  die  Gleichung  zwei  oegative  re'eUe  Wurzeio. 

Q  ist  negativ,  wenn  4[4x'/9*-|-4y(tt*— 4}r)^<9i}*(3^16ay), 
d.i.  10V<27/S«  mr  «  =  0, 

Q  =  — jSa(27/J«-|-32a3)  lür  a«=4y, 

=  — 4y  für  0=^=0; 

P  ist  positiv,  wenn  I)  assO;  2)  a*rs4y;  3)  «*<4/  O'sO 
wflrile  Iiier  swar  P  positiv  gelien,  aber  Q  math  positiv» 
da  dieses  doch  negativ  sein  soll);  4)  a*>4y  und  sngleicli 

In  dem  Falle  0*^4/  kann  Q  nicht  positiv  werden»  da  die 
diel  Ansdrflcke  P  und  Q  positiv  und  «'^4y  nicht  sngieich  be- 
stehen können;  es  konnte  also  bei  A.  «^^4y  uod  sogleich 

9|S*>20r(c^— 4y)  nicht  vorkommen»  indem  dann  swar  P  positW» 
aber  Q  negativ  wird.    8etst  man  nSmlich  t^s^iyi-d,  wo  d  eine 
positive  Grosse  bedeutet»  also  4(a^— ßr  I9y,  6  tür  a*^4}r» 
,  9d— 8a*  ßr  86y, 

in  P  =9/^— 2a(a>-'4y) 
nnd  in  Q  =16f(i^—4y)«-27^4+2a/3«  («•—%); 

so  erhllt  man: 

2ad 

Da  aber  P  positiv  sein  soll»  so  ist  »  also 

>  J^(4>'  +  d) 

und 

rolgttcii  der  Faktor  {i')uß'^~d'^)  positiv  und  Q  nur  negativ,  auch 
für  6  —  0,  übcreinstimroeud  mit  obigem  ^'(27j3*  + für 

a^sziy,  Q  wird  noch  negativ,  niimlich  =  —  |5(«'-fl2y),  wenn 
PssO,  d.  b.  a^>4y  und  zugleich  l>i^*=2«(aa— 4y).    Die  Zableo 
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fSr  die  Zeicbenwechsel  in  den  drei  Reiben  sind  hier  3,  1,  1, 
Skiso  ebenfalls  zwei  Wurzeln  reell  und  negativ. 

Der  Fall  endlich,  «=  ^=0  ist  acbon  {.  3.  fi.  vorgekommen. 

C.   P  ist  negativ,  Q  positiv. 

[^oc]  bat  vier,  (0)  zvrei,  [-f  oc]  keinen  Zeichen wecbsei,  alflo 
Iwt  die  Gleichung  zwei  positive  und  zwei  ne|[;ative  reelle  Waixeln. 

JP  ist  negativ,  wenn  a^>4y  und  zugleich  9j?^<2a(o' — 4y), 
Q  positiv  ivie  hei  A. 

D.  P  und  Q  sind  negativ. 

Zwei  Wurzeln  sind  reell  und  negativ,  deoD  [ — oo]  hat  drei 
Zeicbeovrechsel,  (Ü)  und  [+odJ  jede  einen. 

ist  negativ  wie  bei  €« 
Q  negativ  wie  hei.B.  Hier  kann  nicht  ßs=0  sein,  weil  da- 
durch Q  positiv  wird. 

E.  P  ist  positiv.  Q  =  0. 

Oie  gleichen  Warsein  sind  nach  B,  negativ. 

0=0  wenn  4[a^ß^-^iy{a^—4y)^  =  *^ßH:iß^-tl^); 
P  Ist  positiv,  wenn : 

1)  as=0»  also  wegen  Q  =  0,  27j3«=sl6V; 

2)  ö«  =  4y,  also  wegen  ^=0,  (27/5« + 32a») Da 
dieser  Gleichung  nur  durch  jJ^O  genügt  werden  kaiin, 
so  hat  man  nach  §.  2.  zwei  Paar  gleiche  Worseln ; 

3)  a«<4y; 

4)  o«>4y  und  zugleich  9/3«> 2a(a«— 4y) ,  »velcher  Fall 
aber  hier  nicht  eintreten  kann,  da  er  tku  h  W.  imioer 
ein  negatives  Q  giebt.  Eben  so  wenig  kann  /^=0, 
d.h.  9l3«=2a(a2-4y)  sein,  weil  dann  <?  =  -/?(a*+12y) 
nur  =0  wird  für  #=0,  also,  wegen  P=0,  entwe- 
der 0  =  0,  wae  nicht  angeht,  da  für  ct  =  /3=:0 
F^drss— 4y=Q,  oder        4y=0  gegen  «*>4y. 

F.  P  ist  negativ,  Q^a 

Nach  dem  Sturmschen  Satie  Tehlt  hier  die  Entscfaeldnog,  oh 
die  gleichen  Wonelü  positiv  oder  negativ  sind.  Aber  da  flir  awel 
poj*i7ive  gleiche  Worseln  +a,  +a  and  awelnegative  — — <2a—  6) 
die  Gleichung 
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-  po«  +  (a — A)«]  a:«  +  2«  (a  -     j?+ (2« — A)  <i«6s=0 

entsteht,  so  haben  die  trteichen  Wurzeln  mit  ß  (la?«c!he  Zeichen, 
d.  b.  hier  das  positive.  Sind  dagegen  zwei  gleiche  Wurzeln  fiepa* 
tiv         — a,  zwei  imaginär  a^ci^  so  heisst  die  Gleichung: 

X*  -  ( 2«2  —  c«)      +  2Mc2jr  +  fl«  («2  -I-  c«)  =  0. 

Vi^tn  a<>4)f  (damit  P  negativ  wird)  mfisate  dann  c*>8iiS  s«in, 
wodurch  €t  positiv  würde,  was  nicht  sein  soll.  Die  gleichen 
Wurzeln  sind  also  nicht,  wie  man  vielleicht  nach  der  Verglei* 
chnng  von  C.  mit  D.  erwarten  konnte ,  negativ,  sondern  positiv. 

•     Bei  — a  und  +y  sind  also 

9L  alle  Wurzeln  imaginär,  wenn: 

c*<4y  und  zugleich  4  [a^jS«  +  4  (a«— 4y)^J  >  9<iM3jSH  iÖ«y). 
d,  b.  statt  des  Letztem  in  den  hesondem  Fällen,  wenn  ß^O; 

9.  zwei  imaginär,  zwei  reell  negativ,  wenn: 
4[a3/3«  +4(0»  -  4y)2]  ^9^*(3/3'^+  16«y), 

end  zwar  auss  die  Ungleichheit  schon  .stattfinden  in  den  speeiel« 

len  Fällen  1)  a^  —  4y;  2)  c«>4y,  aber  ^Jß^^  ^aia-^-Ay).  Für  die 
Gleichheit  ist  as:0  oder  a*<4y; 

^.   alle  reell,  zwei  negativ,  zwei  positiv,  wenn: 
4  4(a«  —  4y)2]  ^  9^3«  (iß^  +  16ay) , 

nnd  zugleich  >  4)  ,  aher  9j3^<2a(a2  —  4y^  oder  im  Falle  der 
Gleichheit  «'=4y  und  ß~0. 

i.  6. 

IV«    o  und  y  slnil  Be(gAtlT* 

A.   P  und  Q  sind  positiv. 
P  Ist  posittv  mr  9/32>2«(a*+4y)  , 

Aas  diesen  Werthen  fOr  P  und  Q  folgt: 
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wo  S  and  /f  niir^|)Oi»iliv  sein  künnfn.    wSetzt  niai»  den  Werth  von 
P  aus  ])  in  2),  so  erhält  luau  die  Gieiciiuiig: 

 ^   : 

aUo  6  nur  niügüch,  wenn 

I6(l2y— «y««  =  4(a»-f4y)(l2y>-<^)g  ,  . 

ib.  wenn  aS>12y 

Aus  P  positiv  ergiebt  sieb  aber  femer: 

aU  wenn  man  hier  für  den  Fall,  dass  cii^>  I2y  m\n  sollte,  links 
+     für  den  Faktor      setzt,  recht«»  8.36«r|3*— 8.36«i5*  hlnsii- 

fügt  und  nach  einigen  Umformungen  durch  3  dividirt: 

27/^  -I-  16y     +  4y)«  >  4«j3«(«*  +  36y)  +  Jd'  [6aß^-{a^  +  4y)»]. 

.NttA  folgt  aus  y^*>  2ß(c^  +  4y): 

6a^>  i«2(aa  +  4y),  ' 

oud  auä      >  V2y : 

J(««-+4y)>(a«+4y)«, 

iboom  so  mehr  ^txß'^XaH^y)^.  lolglich  der  Faktor  [6«|5*-(o«-Hy)*] 
poMtIv  nod 

27^4  +  16y  (ß*  +  4y)«  >  4«^ -  (a-  +  -i*)/') . 

wofiEr  Q  negativ  ist.    P  ond  Q  können  also  nicht  sogleich 
positiv  sein. 

hi  P-0.  (1.  h.  9/32  =  2«(a2  +  4y),  so  wird  /3(«*-12y) 
positiv  für  ct*<r2y.  Die  Anzahl  der  Zeichenwechsel  2,  1,0  in 
der»  drei  Reihen  zeigt  dann,  dass  die Gleichoog  eine  positive  und 
eine  negative  reelle  Wurzel  hat. 

B.    P  ist  positiv,    Q  negativ. 
Auch  hier  mag,  wie  im  j.  3-,  der  Faktor  (a*-12y)  In  der 


♦)  Fat  «•  =  12y  wfinle  ff^^lP*  •aia,   (§.  B.) 
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Reihe  (0)  positiv  oder  nefcativ  oder  auch  -^^^  d*  fa.  0*1=12/,  oder 

< 

aocb  a  =  U  seiOy  die  Anzahl  der  Zeicbenwecbael  bieibt  3,  2,  I* 
P  iet  positiv  «vie  bei  A.; 

Q  neirativ,  frenn  4a/J« (a*  +  36y)  <  27/3«  +  +  4y)*. 

Für  f»  =  0.  aUo  9/?^  ^  2«(a«  + 4y),  wird  Q  =  -  i3(ß«  — 12>') 
negativ,  wenn  «*>  1*27.  Die  Anzahl  der  Zeichent^echsel  bleibt 
dieselbe,  also  hat  die  Gieichaug  eine  positive  und  eine  negative 
reelle  Wursel. 

C.  P  ist  negatW»  Q  positiv. 

Wie  bei  A.  erhält  man,  wenn  dort  b  negativ  gesetzt  wird, 
da^ijä  a*'^>  Vly  sein  mutüs.  Dasselbe  lässt  »ich  aber  aiu  h  zei- 
gen. Sollte  <  sein,  so  setze  man,  wenn  Vly^u^\^,  in 
i>=9/3«— 2«(o2+4y)  und  an  g=4a/?2(aH3üy)-27/^^- lö/(«*-|-4y)« 

4<^-f-Sa  flir  (o«+36y),  !(c*  +      fflr  16y,  Ar  (a«+4y), 

und  erhält: 

Da  aber  P  negativ,  so  ist  2«(a«-|-4y)>  9^,  d,i. 

^(4i^-|.a)>9/}>  oder  4e«(4a*-f  a)>54«/JS, 

also  um  so  mehr  (4a>  +  d)^  >  54a/3<,  d.  h.  der  Faktor 

f(4a2  +  ^)2  — 64a/3«] 

Ist  positiv,  mithin  Q  nepativ.  Für  d=0,  d.h.  a*=:12y,  ist,  wie 
schon  bei  A.  bemerkt  wurde,  Q  =z — \P^.  Die  Zeichen  Wechsel 
4,  3»  0  deuten  auf  «ine  negative  und  drei  positive  reelle  Wurzeio. 

Pist  negativ,  wenn  9/I*<2a(a*-f  dy), 
Q  positiv  wie  bei  A. 

D.   P  und  Q  sind  negativ. 

Die  Grosse  ß^ia^^Uy)  in  der  Reibe  (0)  mag  0,  positiv  oder 
negativ  sein,  die  Anzahl  der  Zeicbeowechsel  bleibt  immer  3,  2,  1, 
so  dass  die  Gleiebung  eine  positive  und  eine  negative  reelle 
Wurzel  hat. 

P  ist  negativ  wie  hei  C, 
Q  negativ  wie  bei  B. 
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E.  P  ist  positiv.  Q=sO. 

\u>  A.  folgt,  iveiui  man  ^  0  srtzf,  fla.s.s  V  für  ein  pofri- 
ürcti      negativ  sein  muas,  aUto  nicht  =0  sein  itaun. 

F.  P  ist  negativ,  Q  — 

P  Ist  negativ  wie  bei  C. 

Q    0,  wenn  Aaß^  («^  4^       sc  27/3«  f  i6y  (a^  4^)^. 

Naeh  C.  hat  die  Gleicbong  drei  poi>itive  Warzehi ,  ?on  deneD 
abtt  xirei  eleicli  sind.  *2.) 

Ut  /'=0  und  a^z=^lly,  aiso  27/^=8a>,  «o  ist  F,«^0  und 

3i3 

F^x  =  (o;  -|-  woraus  die  in  §.  2.  ange^ellenen  drei  gloietien 
Wanebi  folgen. 

£s  sind  also  bei  negativen  Wertben  von  «  nnd  y: 

%,   zwei  Wurzeln  imaginär,  eine  positiv,  etite  negativ  reell, 
wenn 

27/3*+ 16y(«a+4y)«>  4«/J«(«H36y). 
wohin  aU  besondere  Kälie  gehüren : 

«äO;  i3  =  0;  9/3»  =  2« (ff*  +  4 y)  aber  ««^I2y; 
«2=12y  aber  JT/T»  ^  8«'. 

* 

8.  AUe  Wurzeln  Hnd  reell,  und  si%ar  drei  poftitiv,  eine 
negativ,  Menns 

1)  27/3«+16y(aa  +  4y)«^4«/3«(««  +  %),  ' 

2)  a«^J2y  und  sugleicb  Ti^'^^HaK 

LSuft  man  die  Fälle  j3=:0  und  «  =  13=^0,  w  elche  der  \  oil- 
ständigkeit  we^en  und  um  zu  zeigen,  ilaas  der  Sturnische  Satz 
aorh  fiir  sie  das  Riebtiiie  giebt,  mit  antgenAminen  utM-den,  als 
'»«bnnt  fort,  so  <;ieht  die  Zusaniiiiet.stelluniJr  <lor  gewonnenen 
Resultate  folgendes  Täfelchen,  welches  ans  den  roöfficienten 
mf  die  Beschaffe tibeit  der  Wurzeln  scbHessen  lasst.  .£s<  aeigt 
*oeMch,  dase  alle  Wurzeln  nur  reell  sein  können,  wenn  m  nega- 
Wt,  ond  alle  imaginär,  wenn  y  positiv  ist.  Oas?«  ffir  »»in  negati* 
^  die  Wurzeln  das  entgegengesetzte  Zeieben  erhalten,  wurde 
erwähnt. 
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CS 


Bedin^ungs- Ausdrücke. 
(«9  ß»  Y        immer  pomtir  za  nehmeo.) 


2  2 


1  1 


1)  i32(-27/J2  +  4«^)  <  ir>y[yaj5«  +  (a^~4j')^], 

tl.  i.  27^2^32«3  für  a«=:4y;  27^*<16V  ß«'  ««=Ö. 

2)  as<4/  und  sueleich  9j^=2«(4y-aS). 

gleidi), 

d.  i.  i7iJ*>32«8  für  a«=4y;  27/S*^l6V  o=ü. 
immer. 

4[a»/32^4y(„»_4y)«]^  «132^16^  „od  sogleich  i^<4y, 

d.  i.  lOy  >2:^  ^  lür  t^=^U. 

'   ^ss:    ....    .  (diepoiiitiven  5cin(1 

gieichj, 

und  zugleich  fie2>4y,  aber  9^<2a(«*«-4^). 

Mind  sleidi)» 

3)  c2>4y  aber  9^^^  2a(«»— 4y). 

1)  27/5H16y(a«-|-4y)*>  4ai5«(a«  +  36y), 

2)  a  =  0, 

3)  9/}2=2«(«s  +  4y)  aber     ^  13)^» 

4)  ««sl  iy  aber  27/3»  ^  8«». 

1)  27iJ»+16y(«*+4y)»<^"^^«'+^^y^,     •  ^  ^  ,  • 

/    r  T        T  f/  _  («weiaindgleicb), 

(hier  ist  immer  a2>12y), 

2)  «»sl2y  ti.  sogleich  27/iSs8a>  (die  drei  sind  gleich). 
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Uebttngsaurgabeii  für  Schuler. 


Voo  Herrn  Direcdir  ProfKMtr. Dr.  Strehlke  bu  liamig. 

1.  Wie  hoch  liber  der  Horizontalen  AM  =  a  (Taf.  I. 
Rg.  7.)  niuss  ein  leuchtender  Punkt  stehen,  um  eine 
iQ  M  befindlirfie  kleine  h^rizootaie  Fläche  am  stärk* 
8teo  zu  beleuchten? 

Ea  «ei  J  die  Intensität  des  Liclites  in  der  Entfernung  A,  9  der 
Wislcel«  unter  welchem  das  Licht  die  Fläche  in  Jf  trilR.  so  ist, 

!■  der  Eotfemong  a  die  Intensität  =^(jr— wenn  siuBssXf 

folglich  fdr  das  Mazimom  as*=sl*  die  grösste  Intensität  selbst 
%VZ  J 

s-g-.^.   Um  den  dem  Mazininm  entsprechenden  Pnnlit  C  au 

eonstruiren,  wird  das  rechtwinklig- gleichscbenklit^e  Dreieck  MAD 
gezeichnet»  BM=a  genommen  und  BC  parallel  AM. 

%  Aus  einer  mit  dem  Radius  r  beschriebenen 
Kreisfläche  soll  ein  Sektor  geschnitten  werden,  der 
»U  MsDtel  eines  senkrechten  Kegels  den  grOssten 
Cibikinbalt  omschliesst. 

Der  Winkel  am  Ceutruoi  sei  —6'«  <^^^  =  Jg]{5> 

Wsche  lohalt  des  Kegels  =  2r>.  (sin d^sin«<)7c,  folglich  ßir 
das  Msiimam  sia^=|,  cosasVi»  Ccs360<^.  V*;  der  kubische 

3.  Der  in  die  Kugel  einbeschriebene  senkrechte 
Kegel  mit  grOsstem  Mantel. 

Der  Radius  der  Kugel  sei  —r,  der  Winkel,   den  k-äw  vom 

Centrum  nach  einem  lieüel'igen  Punkte  im  Linfange  der  iia!«i;ii  de«» 

Kemels  gezogener  Radius  mit  dessen  Axe  bildet,  :-<ei  ==ö,  ist 

^ie  krumme  Oberfläche  F  des  Kegels ,  dividirt  durch  die  Ober- 

F  ^ 
4$  der  Kugel»  oder  ^.  =  sin |(}  —  sin folglich  rar  das 

Maxirauni  cos 6=1,  FszlyZ  S, 
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4.    Wenn  i!ie  Gesammtoberfläch p  des  Kegels,  d.  Ii. 
Mantel  uml  Huttic^t  :iu«aninien  ein  Maximum  sein  soll,: 
und  f  die  Gf^sainmtoberfläche  bezeichnet»  «o  ist 
P 

■g  ssslii  ,ö .  coei      . 2 .  «iu  (45«  +  iö)*  =  or  f  a?«— a-»  —  ar*  , 

.  e  I 

wenn  a:  =  j<ui  ^-  j 

Ffir  das  Maximum  ist  &r=I-fVn, 

<107+5lvJ7) 

^-  5  Ii  '  ! 

6.  Der  knl<ische  Inhalt  des  einUest  liriebonon  Ke-  , 
eeU  i8t  ~  ^r-^rr  (I  —  co«»^*).{l -|- cos /9).  Wenn  co.s  f>  :±r  J  ,  so' 
findet  da»  Maximum  ütatt;  der  cubiscbe  lobalt  des  isrössten  i 
Kegels  =  ^fr^TC.  ' 

0.    Der  kubische  Inhalt  des  grössten  in  die  Kugel 
besehriebetien  Cylinders  =^v3.r'ff,  cos^=i. 

7.  Der  Mantel  des  gross ten  Cylinders  sÜr*»,  wobei 

.  H.  üle  GeManimtoberfljfche  Q  des  einbcs^hriebe- 
nen  Cylinders.  dividirt  durch  r^sr,  =  2i«inS<^f  I  —  e«»s^» 

folglich  für  das  Maximum  tang  20=^*2  nnd  ^=1-1- v5. 


M  i  8  c  e  II  e  n* 


Einigt'  iwue  Sätze  über  das  rechtwinkelige  ParalleJe|»iped. 

Von  Herrn  CrofeAKor  Friedrich  Mann  sn  Prauenfrld 

im  Cant»n  Thnr^^an. 

1)  Wir  beseichnen  (Taf.  1.  Fig.  8.) : 

die  Seitenkaaten  O.l,  OB  und  OC  durch  ii»  i%  und  ig; 
die  Hauptdiagonale  OOj  durch  ci; 

die  Seiten  diagonalen  Ofil,  OtB,  0|Cbesiehung8weise  durch 
dl,  d^,  dgi 


Digitized  by  Google 


mue^lwn,  117 

■ 

^  eine  in  0%  aaf  OO,  mtikrccht-  erriebtete  EbMie  fttrcli  £; 

die  Ab(»tüiHie  der  Punkte      B  und  C  von     durch  r, ,  e^, 

die  Projektion  d«»  Dceiecli«  auf  E  durch  J,.iS*iC| ; 

die  Winitel,  welche  OO^  mit  Dil,  OB  und  OC einechlfeeet. 
durch  «,  ^  und  y, 

2)  Dai*  Dreieck  ^£C,  welches  die  Seitcndia^onaien  dee  Panii> 
ii4epipede  zn  äeiteu  bat,  int  »iet»  »pits winke! ig. 

3)  Irgeiul  zwei  (irnnzflfichen  der  Pyruuide  AHCfJ^  haben 
gegen  diejeiui^e  Gran/Jiuche  de»  Parallelej>ipi*dö ,  in  «elcher  ihre 
Scboiltlinie  lierrt ,  vuilkonini«n  ü berei n tü ti ninien de  Neigung. 
(L  B.  CBA  und  O^BA  gegen  OBDA.) 

4)  Die  DIagnnalehenen  des  Parallelepipeds  hatbiren  diejeni- 
ge f licheuwinkcl  der  Pyramide  ABCOi ,  durch  deren  Kanten  . 
lie  gehen. 

5)  Der  Mittelpunkt  der  Hamptdiagonale  dea  Pamttelepipede 
Ütoftleieb  der  Mittelpunkt  derjenigen  Kugel,  «velche  der 
ffnmid«^  ABVO^^  einbeachriehen  werden  kann. 

6)  Es  iat: 

€ii€^te^—  aiu^ :  ein  ^jf :  ain^, 
:  <E»:     :=r  coe  *a :  coa    :  coa*]r, 
O,  .l| ;  Ol  ^  :  O, C|  =:8lii2a:ain2/S:aln2^. 

7)  Ferner  ist: 

9  Au»  e|,  es  oud  ej  muaa  sieb  ateta  ebi  Dreieck  conetnii- 
Kl  bwsen. 

9)  Ol  ist  der  Schwerpunkt  dea  Dreiecks  A^BiCi. 

19)  Der  Kubikinhalt  de«  Paratlff>lepipeda  atimmt  fiberein  mit 
Kubikinhalt  deajenigcn  Priamaa,  welches  daa  Draieek  aua 
^»     €^  sHir  Grundflficbe  und  die  HaqptcllattoBale  ifaur  H8be  bat« 

11)  Der  Kulükiali;iU  Her  Pyraniitle  A/iCOi  ist  ein  Drittel 
'om  KuliikiiiitaU  de8  l^urallek-pipecls. 

12)  Rechtwinkelige  Parullelepipede  sind  gleich,  wenn  sie  in 
^  Summe  ued  in  Produkt  der  Entfernungen  4«  9%  und 
IbMuptimnien. 
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Des  fitlgtiiini  lebVreielMiD  Brief  das  Herni  Dr.  Lind  na  o  in 
StMgnas  in  Schwedeo  las««  ich  ▼ollstSodig  al^drockaD  ood  danke 
Herrn  Liodman  verbindlichst  för  denselben.  O« 

Jobanni  AttguaCo  Grunert 
Chrtatianns  Fr.  Lindman,  Leder  Strengneaenaisy  S«  P.  D. 

Postquaiu  »ovi8«<iraas  ad  Te,  vir  ce!*  ,  litteras  dedi,  variui 
negotiig  adeo  distentus  fui,  vix  nt  teinpus  mihi  fuerlt  Archivum 
Tuuni ,  quoqao  modo  üeri  j'otuit,  coguoscendi  et  dilisentior  lectio 
in  aliud  teaipus  reservanda  sit.    Librum  (»ercurrens  incidi  iu  com- 

/•Siii"j: 

0 

qnod  ego  abhinc  ecfe  omnia  in  Arcbivo  tractari.  Ibi  enontiavt» 
integrale  lllod  finituai  non  esae,  oisi  eaaet  n^m=  nomero  pari 
poailtve  rel  :=:0p  et  valorea  dedi,  ei  rea  ita  easet  eomparata.  Cet^ 
Minding  eosdem  dedit  valorea»  aed  praeterea  reperit,  hoc  iote* 
grale  aeroper  ease  finitnm«  damroodo  ne  eaaet  mtssl  et  no- 
mero pari.  Etiamat  in  errorem  qnendam  ineiderim»  eo  tarnen  nie 
conaetor,  quod  hone  errorem  illa  via,  qoa  Ingreeaoa  eram»  vis  et 
ne  vix  quidem  vilare  potniaae  mihi  videor.  Notiaaimnni  quidem 
eat,  qonm  integralia  aint  iofinita,  fier!  tarnen  poMo,  ot  differentia 
eorura  ait  finita ;  aed  rariaaime  tarnen  videtor  oao  venire»  ot  aerlea 
terminorom,  qai  in  infinitem  abeant,  aummaro  babeat  finitara,  at«> 
qne  ideo  lila  rea  mihi  non  venit  In  mentem.  Veromlaniea  in  eeoK 
mentario,  col  In  Actia  Reg.  Acadeaiiae  Scient.  Holmien- 
81  a  locus  datoa  eat  cojasqoe  ezemplom  Tibi  niiei,  proposui 

integrale  J  ^=^^^A^:f^'  «"J"« 

o 

ope  ego  quoqae  (poeitia  A  ei  ß=0)  formnlam  CeU  Mindin^ 
inveoire  potniaaem,  ai  boe  integral i  usus  esaem.  Cet"*  Mindini; 

<^ »  cuju»  valorea» 

in  Archive  (Tom.  XVI.  pag.  101.)  ego  primua,  qood  eqoidem  sciam, 
dedi  qoodqoe  caoesa  fuit,  cor  Integrale  generalioa  quaererem. 

Tomum  XVI.  evolvena  demenatrationeni  Toam  tbeoreamtlft 
Lamliertini  de  sectoriboa  parabolicis  quadrandia  e  memoria»  prepe 
eiapaam  offeodi.  Theoreiiia  illud,  quod,  ut  cenifea,  Aatrooemls 
quam  Geometrie  familiarius  videtor  et  haud  acio  an  neeeaallai» 
lateris  recti  exterminandi  ortom  mt*  alibt  aliter  demonatratom  fltt. 
Bebnenberger  in  libro  aoe  de  Aatronomia  (Tübingen  IStl)  d«- 
mooatratlen^m  omntam  breviavimaat  dedit«  qaae  tarnen,  nl  In  • 
aectloniboa  conicb  Simaenll  nixa,  bia  temporiiHM  apla 
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tar»  ^um  praosertim  baod  pauci  libmai  Sinmonli  ignorent. 
Qaam  vero  aliae,  quas  vidi,  demonstratioiies  noo  aatis  probabiles 
videantor,  huic  rei  nptlme  conanluieti,  qood  novam  eamque  accu- 
fatam  piilcb«rriini  liojaa  theoremati«  demonatratioiieni  dedisti. 
Quaniqaaiii  coordinaUe  polares  ad  qaadraturaiii  »ectorani  accomno- 
daliMimae  mihi  sempcr  sunt  visae,  cui  rei  indicio  est  commeota^ 
riolus  metis  Archivn  (Tom.  XXVI.)  insertiia,  ejof^nindi  tainen  coor- 
dioatia  abatioendam  orbitror»  ai  quis,  viaia  a  Te  in  prooemio 
noDatratam  seqiiens,  sectoreni  parabolicum  sine  ope  caiculi  inte- 
gralia  qiiadrare  velit  Praeter  opiaionem  liiibi  contigit,  nt  hac  Tia 
bravem  reperirem  denionatrationem,  quam  nane  mitto,  ai  forte 
aan  ionptcere  Tibi  placebit 

Etiam  alium  commentarinm,  quod  e»i  additamentutn  quoddam 
Üliiis,  qui  in  Actis  Kei;.  Societatit*  8cient.  Upsaliensis 
(1^5.))  (MÜdi  Tibi  et  Archivo  Tuo  niitto.  In  transcendente  iiia 
sae}iiu«»  versatus  sun^,,  nequedubito,  quin  di^na  ^it,  in  quam  (»lures 
studia  sua  coiderant,  quia  multa  alia  integralia  ex  ea  peodent  **). 

Tom.  XXX.  pag.  Cei"«  Clausen  demonatratioiiem  dedit 
tbeorematia,  quod  a  Cel*  8cbl5milcb  inventum  potat  Noo  da- 
bito«  qoia  Scblümilcb  tbeorema  illud  «ua  »ponte  et  per  so  io- 
Teef^rit,  aed  primn«  non  imrenlt.  Tbeorema  eniro  lllad  primae 
proposulC  €el»*  Malmaten  (antea  Profeaaor  Upeallenaia,  nane 
CoDsiliariaa  Regia)  in  elegantisaima  ijla  disaertatione  academiea» 
qoae  inacribitur  „Theoremata  nova  de  integratibna  defi* 
nitlacett  (Upaaliae  1842),  quam  Tn  in  Arebito  (Tom.  III. 
pag.  41.)  iandaatL  Pag.  22.  dedit  formalam 

•(»-»)=-——•(»).  i>»>o. 


ibi  est 


«W=/T»)(l-^+^-7.  +  etc.). 


9» 

aode,  ope  formalae  noHaaimae  I\m)  IX} »«)  as  ^j^^f  fermabi 
Cel'  Sehl 5 milch  facillime  invenitor. 

Tomo  XXX.  pagg.  4G5. .  4r>6.  Doctor  Zebfuss  quattuor  pro- 
laiit  integralia,  quae  antea  incognita  arbitratur.    Attamen  primam 
licet  e  tabulia  Cel*  Miuding,  «i  in  iategrali 


•)  AmIiIv  Ttd.  XWIII.  S.  478.  G. 
•*)  Man  «ifthe  «ben  in  divwin  flsfC«,  S.  17. 
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poiiitiir  c=l,  n  =  m — 1.  Qiiartiim  verr>  jani  flntnin  e«t  a  ('el". 
Arndt  in  hoc  Arcbivo  (ToDi*Xl.f»ag.7^.  lorni,  (2)),  ubi  invenitur 

^  ^^-^-^  —  i/j«.    Po^itis  a?  =  (a  —  Ä)^ ,  s  =  ~~^» 

SinovSinAw  ,      ,,/«+6V     .  >  ..... 

prodit  /    — — ^—*^\^:zh)  *  («^*)' 

grale  quuqu<3  invenitur  e  fonuuiit  luea  supra  allata,  |iu6Ui«»  et 
^=0,  fl  =  a — 6,  6  =  0+6. 


-Baer  Dvctor  SCobfiisu  in  H«id«lb«rg  hat  mir  unter  dem  8.  De* 
camlier         einige,  pegen  öen  in  Theil  Kr.  VII.  Seite  104. 

«bgrtfriitskteii  Aiifsats  de«  Herrn  Unferdinger  über  da»  lUiltonri- 
machen  der  Nenner  der  Kröche  mit  irratioBalen   Nennern  gerichtete 

BemerTv  iin^^cn  n'nfi^eiinndt ,  wofür  ich  dernsiillM'n  rrrlit  «ehr  liNnke.  Ich 
bcMiicrke  (lien  dechalb,  weil  hier  bein  Raum  mehr  zum  Abdruck  de« 
Briefe«  des  Herrn  Dnrtnr  ZehfiMA,  •»  weit  Rein  Inhalt  hierher  gehört, 
vorhanden  ist.  *'h  muh  fraglich  ltlrit)t,  oh  ilu^tu  schon  das  nächste 
Heft,  dessen  InttHU  «(hm»  }vvn  hvhümtnt  ist.  Hnnm  penmr  (larhieten 
wird.  Lehn'^^iiM  Ueinitzc  i<  ii  .  um  luc-lil  «püu-r  wlL-der  aiit  dloHi-n  (ge- 
genständ 7iiruckl<nminrn  7ii  lllll8^en.  den  mir  hitr  norli  7,11  Geliot«*  ste- 
henden u  <>nii;rii  Kaiiiii  m-u  l'-irli  Hhxh  ,  d.i>«N  ii-ii  daiiiii f  aitt'iuei  btiam  mache, 
daM«  i<:h  dein  kurzen  nnd  j^uuz  elementaren  /l«il«a(7.c  de«  Herrn  Unfer- 
dtnirer  dio  Aufnahme  deshalh  nicht  versagen  zu  dürfen  f;e^l:inht  habe, 
weil  ich  der  Meinung  gewesen  hin,  dn««  din  darin  enthaltenen 
Bemerkungen  dnrebana  hl  nee  npecivll  mit  &  fielt« 

■ielit  auf  ilte  gleich  Im  Blii|r«Bife  de«  betraf- 
fenflea  Arnfsatse«  erwüliate  belcaante  elafacHe 
praktisebe  Heibede  des  Ratleaalmaebene  aef- 
safaeeea  sind,  nnd  nur  den  Zweck  blähen  nnd  haben  aollen« 
einige  praktitehe  elementare  PIngeraeige  fnr  die  Anwen- 
dung dieser«  and  nur  dieser  Methode  zu  gehen.  Gewiea  hat 
Herr  Unferdinger  bei  Abfassung  seines  Anfsalses  auch  nur  diesen 
Gesichtspunkt  im  Auge  gehabt  und  ein  höhere«  theoretisches  Ziel  nicht 
eietrehen  wntlen.  Es  sei  d^lwr  nnrlimuls  ertrilhiit.  da««  alle  in  dcun 
genannten  Aufnatce  des  Herrn  Unferdinger  enthaltenen  Kemerkunji^en 
diirdiaiiK  luir,  und  in  ii  n  /  j  •)  t- <  i  e  1 1  e  r  Wriii-.  auf  die  ^ffctfl»  \m 
Hingänge  (Uu  Aiilsat/t  s  rruainite  riiit.iclte  |Mnktiache  Methode  des  Ha- 
tiftiialmn« beiiH  /.ii  beatiehtn  ^Ind.  Fif  ilitli  liaite  der  Sehlns«  de«  Auf- 
«at/c!^  \  (»rsicfitiirer  nuH^rrl i  ui  kf  wrr«l(  u  kmIIci.  va«  ii;h  «rem.  zugebe. 
Wegen  dcK  Wcilereu  %erweifie  ich  auf  deu  «püier  abzudruckenden  Brief 
des  Horm  Unctur  Zehfu«e.  G. 
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Die  allgeraeiusten  Gesetze  der  Krystallograpbie,  geg^rün- 
dbt  auf  eioe  von  oeoen  Cksichtspunkten  ausgehende 
^Rieorie  der  geraden  Linie  im  Ranme  und  der  Ebene 
4ttr  beliebige  scbief-  oder  rechivviükiige  Coordinaten- 

Systeme. 


Von 

dem  Herausgeber. 


Eiaieitung«  ^ 
Die  Form  der  Gleichungen  der  geraden  Linie  ha  Baume: 

■ 

x  —  a  y — 6  z — c 

CO« a     cos   ~  Cüsy  ' 

«M-Iieltanntlicb  (abe)  ein  belielilger  Punkt  der  geraden  Linie  ist; 
a»  ß,  y  die  von  einer  der  beiden  Richtungen  derselben  mit 
poültiven  Thailen  der  Coordinatenazen  eingeaehloasenen»  180^ 
al^rateigenden  lYlnkel  bezeichnen»  bietet  so  viele  Vortheiie 
and  bat  vor  der  gewGbnIicben  Farm  der  Gleichungen  der 
geraden  Linie*  etvra 

a:  =  Az-^a,     y  =  Jiz-{-b, 

aa  wesentliche  Voraüge ,  da^s  man  sich  in  der  That  aebr  wnndero 
musc,  jene  erste  so  elegante  Form  im  Ganzen  noch  so  wenig  in 
Anwendung  gebracht  zu  sehen*  Freilich  i^ann  man  einwenden» 
die  Form 

Cosa     eoaß  cosy 

recbtwinhiiges  Cöordinateosystem  voranssette  and  nur  bei 
solehen  anwendbar  sei»  noge^n  der  gewShnlicbea  Form 
Vonug  der  Anwendbariceit  bei  allen  beliebigen»  schief*  oder 
itwinbligen  Coordinatensystemen  gebühre*  So  wenig  sich 
iia^egen  einwenden  iSsst,  so  ist  doch  auch  nicht  sa  flhefsebea» 
Am  la  dea  eigentlich  mathematiscbeD  Wissenschaften,  ganz  be« 
Widers  anch  in  der  Mechanik»  den  optischen  DiscipUoen  aad 

TU«il  XXXIV.  9 
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der  gesammten  Astronomie,  wohl  ni<  ht  ein  einr/rj^er  Fall  vorkoiinut 
und  denkbar  ist,  wo  sich  die  Anwendung  eines  schiefwinkliijen 
Coordinatensystems  als  nothn*endi«c  oder  auch  nur  vorlheilhaft 
erweisen  sollte^  indem  man  vielmehr  überall  mit  dem  reclitwink- 
Ilgen  Coordinatensystcme  nicht  bloss  vollkommen  ansknmmeD, 
sondern  aneh  dieses  Coordiiiatensystem  stets  mit  dein  ^rüssJen 
Vortheil  in  Atiuerulun^  ijringen  uird,  Nur  in  riinT  der  schönsten 
Natorwlssensrhaften  ,  d'u»  ^icli  lirreits  pan/,  und  p;.ir  dor  (lerrN-rhaft 
der  Mathematik  lin(  imteriv  erlen  müssen  und  in  drmi  (if  hiet 
vollkommen  cin^ctreton  ist,  nämlich  in  der  Krystalloü;raf»hie,  kann 
man  nach  meiner  I^Ieinuitg  das  alljxemeinc  dreiaxi^e  ^rhipfvi infc- 
lil»e  Coordinatensysten»  ifleirh  von  vorn  herein  nicht  enJbehren, 
oder  wiirde  wenigstens,  wenn  man  sieh  desselben  entst  hlai;eii 
wollte,  sehr  von  der  I'leL'anz,  Einfachheit  und  Allgemeinheit 
der  Darstellung  aufzugehen  aenothigt  sein.  Zunächst  nun  um  die 
oben  er»vahntc  Form  der  (ileichunc^en  der  geraden  Linie  im  Räume 
auch  für  die  Kryntaliographie  fruchtbar  zu  machen,  habe  ii  h  dieso 
Form  auf  da«  schiefwinklige  Coordinatcnsystem  zu  erweitern  ge- 
sucht, und  glaube,  dass  mir  die«  in  einer  Weise  gelungen  ist^ 
welche  wenig  zu  wünschen  ilhrig  lassen  durfte,  wenigstens  mei* 
Den  eigenen  Ansprächen  vollkommen  gentigt  hat.  Dies  hat  mir 
Teraniftssung  gegeben,  in  den  beiden  ersten  Kapiteln  der  Torlie> 
gcnden  Abhandlung  die  Theorie  der  geraden  Linie  im  Räume  and 
die  Theorie  der  Ebene  aus  einem  neaen  Gesichtspunkte  zu  ent- 
wickeln ,  und  ich  hoffe,  dassdiegetroonencn  Resolute  in  mehrfacher 
fieziehong  von  Interesse  sein  werden.  Und  wenn  nun  auch  diese 
neue  Theorie  der  geraden  Linie  im  Räume  und  der  Ebene  nnf 
dem  Titel  der  vorliegenden  Abhandlung  nicht  an  die  Spitze  ge* 
stellt,  sondern  aus  verschiedenen  Gründen  anf  die  Anwendung 
derselben  auf  die  Krystallographie,  welcher  da*<  dritte  Kapitel 
gewidmet  ist,  zunächst  Bezug  genommen  worden  ist:  so  lege  ich 
selbst  doch  auf  die  erstere  fast  einen  grosseren  Werth  als  auf  die 
letztere.  Was  nun  aber  die  in  dem  genannten  Kapitel  gegebene 
Entwickehing  der  allgemeinsten  Gesetze  der  Krystallographie selbst 
betrifft»  so  niuss  ich,  um  in  keiner  Weise  roissverstanden  zu 
werden»  darfiber  einige  Bemerkungen  voraosschicken.  Deshalb 
sei  inerst  rflcksichtlieh  der  in  §.  24.  gegebenen  allgemeinen  De* 
llnitlsn  eines  Krystalls  bemerkt,  dass  es,  wie  es  bei  Jeder  auf 
Strenge  Anspruch  machen  wollenden  Entwiekeiung  einer  allg«^- 
•»einen  mathematischen  Theorie  gans  nnbedlngt  erfotderlieh  «ni 
▼Gilig  nnabweisbar  Ist,  bei  Anfstellnng  dieser  Definition  mmlebst 
und  vor  allen  Dingen  daranf  ankam,  ein»  sichere  Grundlage  ftfa- 
die  SQ  entwickelnde  Theorie  sn  gewinnen,  weshalb  ab  K^ntaU 
hier  nnr  gann  im  Allgemeinea  ao%eliisst  worden  ist  nie  eb»  einer 
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(wiMMO  aUgemeiDttD  Bedingung  ent«precli«iide«  Syatem  ▼•n  Ebe- 
at»,  TOD  welchem  daoD  im  weiteren  Verfolg  der  UntersocliQng 
«McbtedeDe  allgeroebe  Ei^ensetiafleii  Ibeirieseii  worden  aind. 
IHabei  habe  ich  micli  aber  fiberall  an  die  bewübrteaten»  den  6e* 
'  juniitand  mit  vrtrk lieber  matbematiaclier  Scbärfe  «od  analytiacher 
AMgeroeinheit  verrollenden  Scbriftatelier  Aber  Kryatallograpbie« 
Allen  un  Kupffer,  Qaiotiuo  Sella,  Miller  und  Nau- 
mann, so  viel  als  tuu^iich  angeschlossen.  Nur  inuss  ich  rück- 
sichtlich der  in  Knde  stehenden  Definition  eines  Krystalts,  um 
je<ler  MfSjtdcutunu;  vorzubeugen,  wiederholen,  dass  man  dieselbe 
faier  ziiit:i(  list  liurchuus  nur  uus  einem  niathematiNchen  licsichts- 
paoktc,  *aJ>  GrufMlIam;  für  die  Theorie  eines  ^e^visseii  liedingun- 
fjßa  unterworfentti  Lbencn  •  Systenus  zu  hef  rächten  hat,  iiidciu  ich 
wettert-r  Aufklärung  v\egen  mir  aul  deti  oljca  i^cnaiuilen  Para- 
•rni>hi>ii  und  ausserdem  ganz  besonilcf.s  auch  auf  §.  33.  zu  vur« 
wei<»eu  erlauljc.  Eine  zureite  kürzere  iienicrkung  niuss  irli  dem 
Folgenden  noch  rticksic-hUi«.  Ii  des  von  mir  ani:^e\vandtcn  analyti- 
«cheit  Aufdrucks  der  Gleichungen  der  Kry»talillachcn  voraus- 
schicicen.  I<*li  bin  nänjÜch  dabei  von  der  jetzt  ziemlich  allgemein 
bf»rtebten  Weise,  diene  Gleichungen  dur«  h  die  sogenannten  Para- 
meter der  betreflfenden  Ebenen  anszudnii  kcii .  abgewichen,  und 
zu  den»  in  der  an  ilytischeu  Cjeniiirtili'  aligemein  geuobnlichen 
und  in  allen  liezieiiungen  z\veckm«is>iL;<Mi  Ausdruck  der  Gleichung 
der  Ebene  zuruckiiekehrt,  indem  ich  gern  bok« urir,  dnss  ich  mich  in 
dieser  Beziehung  ganz  an  Kupffer  an8chlic>se,  (it>sen  trcflludios 
UandbiTch  der  rechnenden  Kr\  stall onomie  ich  immer 
noch  für  ein  besonders  klassisches  Werk  halle.  Ganz  in  der 
Kurze  sei  hier  nur  benjerkt,  dass  if  Ii  ilrn  jetzt  beliebten  Ausdruck 
der  Gleichung  einer  Kryi*tallfläche  durch  iiire  sogenannten  Parameter 
▼erlassen  habe,  einnial  weil  ich  darin  ^nr  keinen  wesentlichen 
Vonyg  vor  dem  in  der  analytischen  Geometrie  p;ehräuclilichen 
Ausdruck  der  allgemeinen  (ilt  u  liinii^  t!er  F.lienc  zu  erkemicn  ver- 
mag, weil  ferner  beide  Ausdrucksweiseii  mit  der  grössten  Leich- 
tigkeit sich  gegenseitig  in  einander  umsetzen  und  verwandeln 
lasaen,  und  weil  endlich  der  Ausdruck  durch  die  Parameter  zu 
gewiasen  analytischen  Bedenken  Veranlassttn::  giebt,  denen  der 
gewöhnliche  Ausdruck  der  Gleichung  der  Ebene  »ar  nicht  unter- 
legt. Mehr  bieraber  xu  sagen,  ist  unnutbig,  indem  es  völlig  ge- 
gt ,  des  Weiteren  wegen  auf  das  zu  verweisen«  was  Iah  in  der 
■wfilbilirhna  Annarknng  »i  $.  24.  gesagt  habe» 
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Bnte«  K«plte1. 

Die  gerade  Linie. 

§.  1. 

Indem  wir  aus  den  ersten  Elementen  der  nnnivfisehen  Geo- 
metrie den  Heiiriff  und  «len  Gehratich  der  (  oordinatenaxeu  als 
vollst h'ndlt:^  bekannt  voraussetzen,  l>en)erken  wir,  dass  «ir  in»  Fol-  i 
i:cridcn  unter  einer  Projectioiisaxe  eine  (iure Ii  einen  brlirbi^cit. 
aber  bestimmten  Punkt  O  im  Räume  irelejjte  (ler  ide  verstehen 
wollen,  aufweiche  andere  Punkte  des  Haumes  durch  von  diesen 
Punkten  auf  dieselbe  geHilite  Perpendikel,  deren  Fusftpiinkte  die 
Proje  et  innen  der  in  Kede  stehenden  Panlcte  auf  der  PrOjeMB- 
tioo«axc  lieissen,  projicirt  werden. 

Dureh  den  Punkt  O  wird  die  Projectionaaze  in  zwq!  von  dm 
Pankte  O  ans  Dach-  eiitgegengesetaten  Richtungen  bin  gebeodc 
Theile  getheiit,  welche  der  poaiCive  und  negative  Theil  der 
Projcctionsaxe  genannt  werden ,  und  die  Entfernung  der  ProjeC' 
tion  eines  Punktes  auf  der  Projectionsaxe  von  dem  Punkte  O 
wird  als  positiv  oder  negativ  betrachtet,  jenachdem  dieselbe  auf  ' 
den»  positiven  oder  negativen  Theile  der  Projectionsaxe  liogt. 

Wenn  nun  jP  ein  beliebiger  Punkt  im  Räume  ist  und  der  180^ 
nicht  fibersteigende  Winkel^  welchen  dessen  Entfernung  von  dem 

Punkte  O,  nftmlich  die  Linie  OP,  mit  dem  positiven  Theile  der 
Projectionsaxe  einachltesst»  durch  ^»  die  gehSrigals  positiv  oder 
negativ  betrachtete  Entfernung  der  Projection  des  Punktes  P  auf 
^der  Projectionsaxe  von  dem  Pankte  O  aber  durch  m  bezeichnet 
wird;  so  ist  offenbar  in  völliger  Allgemeinheit: 

1)  «£=  Ö/'.COSf».  I 

Sei  jetzt  durch  den  Punkt  O  eine  Projectionsaxe  der  u  und 
eine  Coordinatenaxe  der  x  geiept;  der  von  den  positiven  Tbeilen 
dieser  beiden  Axen  eingeschlossene,  180^  nicht  übersteigende 
Winket  werde  durch  (tu:)  bezeichnet.  Ist  dann  P  ein  beliebiger, 
in  der  Axe  der  x  liegender  Punkt,  auf  den  sich  die  Grösse  n, 
nSmlich  die  gehörig  als  positiv  oder  negativ  betrachtete  Entfer- 
nung der  IVojection  des  Punktes  P  auf  der  Projectionsaxe  von 
,dem  Punkte  O.  und  die  Coordinate  x  bezieben;  so  ist  nach  l), 
jenachdem  der  Punkt  P  in  dem  positiven  oder  negativen  Theile 
der  Coordinatenaxe  der  ^  liegt,  offenbar 
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OP.co»iua:)  oder  «=  OP.cosil80<>— 

Hmn  wt  aber,  wenn  man  im  ersten  Falle  das  obere,  iiu  zHeiteo 
Falie  das  untere  Zeichen  nimmt: 

a=z±(fp,  also  OPsssd:«; 

Jiml  folglich  uacb  dem  Vorhergeheoden: 
t 

'K  =  a?cos(Mar)  oder  11=^ — xcosUSO^ — 
mm^  «ienhar  in  völliger  Allgemeinheit : 

  tf =a:cos(<ur). 

äSefen  ferner  durch  den  Punkt  O  eine  Projedlonaaxe  der  u 
zwet  Coordtnatenazeo  der  a  und  gelegt;  die  von  den  po- 
Tbeilen  der  Coordinatenaxen  der  x  vn'd  y  mit  dem  poai- 
Thelle  der  Axe  der  u  eingeachloaaenen,  IW  nicht  Gher^ 
steigenden  Wiolcel  seien  (lur)  und  (tr^).  lat  dann  P  ein  beliebiger« 
1»  der  Ebene  der  (o:^)  liegender  Punkt,  auf  den  sich  die  Groaae 
M,  deren  Bedeutung  äus  dem  Obigen  bekannt  ist  und  die  Coor> 
Aaten  jf  beziehen;  ao  lege  man  durch  dieaen  Punkt  eine 
der  Axe  der  x  parallele  Gerade»  welche  die  Aze  der  y  in  den 
PInkte  (y  achneiden  mag,  und  denke  sich  durch  dieaen  Punkt 
ali  Anfang  zwei  den  Coordinatenaxen  der  a  und  y  parallele  Coor« 
diMfenazen  der  und  ,  so  wie  eine  der  Projectiooaaze  der  u 
partllete  Projectiouaaze  der  «'  gelegt  Haben  nun  in  Bezug  auf 
dtaee  neuen  Axen  fOr  den  Punkt  P  die  Symbole  a*,  y',  u'  gana 
Sbniicbe  Bedeutungen  wie  die  Symbole  um  Beaug  auf  die 

alten  Axen ;  ao  Ist  nach  2),  weil  der  Punkt  P  in  der  Coordinaten- 
der  SS*  Hegt,  offenbar: 

tt' =a;'cos(Mj;), 

■ 

,  weil  augenacheinlich  in  völliger  Allgemeinheit  jfs^  iat: 

ti'  =  arcüs  (war). 

Weil  femer  der  Punlit  O'  in  der  Axe  der  1/  liegt,  and  das  y  des 
Plnifctes  O'  offenbar  einerlei  mit  dem  jf  des  Punktes  P  ist,  so 
Isl  nach  2)  die  Entfernung  der  Projection  des  Punktes  O'  auf  der 
Projectionaaxe  der  11  von  dem  Punkte  O  augenscheinlich  ycos(i/^). 
Weil  aber  die  Projectionsazen  der  u  und  «'  einander  parallel 
ämip  seist  offenbar  in  vSlIiger  Allgemeinheit: 

also  nach  dem  Obigen: 
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Erulllch  tlenkcu  wir  uns  durch  den  Punkt  O  eine  Projec- 
tionsaxe  der  u  und  drei  roordiiiatenaxe»  der  a  ,  r/,  2  geleimt  ,  und 
bezeichnen  die  von  den  positiven  Theilen  der  Axen  der  j  ,  y ,  z 
mit  dem  positiven  Theilc  der  Axe  der  u  eingeschlossenen,  ISO** 
nicht  ubersteigenden  Winkel  resf)ecfive  durch  {ux),  (ni/),  {nz). 
Ist  dann  P  ein  beliebiger  Punkt  im  Räume,  so  lege  man  durch 
denselben  eine  der  Ebene  der  5-//  parallele  Ebene»  welche 
die  Axe  der  2  in  dem  Punkte  O'  schneiden  mair,  und  denke  sich 
durch  diesen  Punkt  als  Anfang  drei  den  Coordiriatenaxen  der 
Xf  y,  z  parallelen  Coordinatenaxen  der  .t' ,  y' ,  2'  tjelpsit.  so  w  ie 
eine  der  Projectionsaxe  der  11  parallele  Prnjectionsaxe  der  h\ 
Weil  der  Punkt  P  offenbar  in  der  Ebene  der  ar't/'  liegt,  so  ist 
nach  3),  w  enu  die  Symbole  or' ,  y' ,  2',  u'  für  den  Punkt  P  in 
Bezug  auf  die  neuen  Axen  ganz  dieselbe  Bedeutung  haben  wie 
die  Symbpie  2,  u  für  diesen  Puukt  ia  Bezug  auf  die  allen 

Axen: 

wfssa^eoB  (aur)    |f '  cos  (ti^) , 

oder,  weil  offenbar  x=zx' ,  y=y'  i&i: 

SS  X€09i(uz)  +3Fcos(iijf). 

Nun  ist  aber,  weil  der  Punkt  O'  in  der  Axe  der  z  liegt,  nnch  2)' 
die  Entfernung  der  Projection  dieses  Punktes  auf  der  Projections- 
axe der  ti  von  dem  Punkte  O  ni!i;enstheinlich  ieos(«:),  indem 
man  ivieder  bemerkt,  dass  das  2  des  Punktes  O'  jedenralls  einer- 
lei  ist  mH  dem  z  des  Punktes  P;  und  weil  die  ProjectioQsaxeii 
der  u  und  u'  einander  parallel  sind,  so  ist  allgemein 

«  «scos(ia)  -f«'^ 

folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

4)  .  .  .  ti=drco8(icjr)'fyco9(tfy)-|-seos(tf2). 

Bezeichnet  man  mit     den  ISO"  nicht  übersteigenden,  von  der 

Linie  ÖP  mit  dem  positiven  Theite  der  Projectionsaxe  der  u  du* 
geschiossenea  Winkel,  so  ist  nach  1): 

it=  SP.cos^, 

also  nach  4; : 

5)  .  .  .  OF.co0fis«€te(iKr)-|'yco0(«y>-f  * 

Weno  wyz  ond  s'jftf  -tvrei  beliebige  Coordinatensysteme  mit 
einerlei  Anfang  sind»  mpA  ^  CoerdiMlett  9,     t  und  ^* 
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« 

tSmmm  und  denwelbeB  Punkte  im  Baume  eotepreclieii;  so  denke 
MM  sich,  um  diese  Coordinaten  mit  einanrier  zu  vergleichen^ 
dorch  Hen  gemeiiMchaftllcbeo  Anfang  der  beiden  Systeme  eine 
b«liebige  i'rojeetioneaxe  der  u  gelegt,  und  lasse  u  wie  gewohn* 
die  Entfernoog  der  ProjVction  des  in  Rede  stehenden  Punk- 
ItM-auf  der  angenommenen  Projectionsaxe  von  dem  Anfange  der 
Qsfrdinaten  der  ayz  und  «'y^'  bexeichneo»  Dann  ist  nach  4): 

u  =  X  cos  (mx)  +  y  cos  (iim)  -f  z  cos  (tu) , 

u  =y  ce8(iur')  -f  ycosCttyO  i-  x'cos(tix'} ; 

Mt9m  (lu?)  +  y  cos  (m^)  1  cos  (m:)  ==:  :t'  cos  {ux')  -fy 'cos(m jy')  -|-z'cos  {tu'). 

Lassen  wir  nun  den  positiven  Theil  der  Projectionsaxe  der  it 
Mdh  und  nach  roit  den  positiven  Tbeüen  der  Axon  der  yy  x 
xosamtnenfailen ,  so  erhalten  wir  aus  dieser  Gleichung  die  drei 
folgenden  Gleichungen: 

je  cos  {xx)  +^  cos  (j:^)-|-scos(a:2)=a:'cos(ara;')-f^'cos(a;y')-|-2'cos(^2'), 

xcee(^^)4'9Cos(3f3r)+zcos(yx)=a;'eos(3r«OH-ycos(yyO+^  . 

4F  COS  («r)  +  y  cos  (xy)  -f  z  cos  (»)  =  a:^  cos  {zx')  -f ^'cos  (zy') +i'cos(M') ; 
also: 

6) 

x-^ff  eos  (^)  -f  X  cos  (d?2)  =    cos  (jr^;')  4-  y '  cos  (wtf')  -|-  s'  cos  (a»') , 
j;  cos  (yx)  +  ^  +  2  cos  (yi)  ==  a;'  cos  (^a:')  +     cos  (^^')  +  if  cos  (^»'), 

:rcos(zx)-f  ycos(xjf)-|'S^:i^cos(u:')  +  ycos(^)-|-z'cos(xz'); 
oder,  was  natfirlich  dasselbe  ist: 

D 

X  cos (d?^)  +^  +  Ä  €Oö  (^i)  =     cos  ( f/x')  +  y'  cos  (^^')  +  %'  cos{yz'), 

xeo9  (ta)  -I-  5rco8 (yz)  -I- »  =s  y  cos («r')  +  jr'  cos (z^)  +  x'  cos (zz').  . 

Wenn  die  beulen  Coordinatensysfeme  der  .ri/z  und  r'y'z'  nicht 
einerlei  Anfang  haben,  so  «voll^ü  uir  die  Coordinaten  des  Anfangs 
des  Systems  der  x'y'z'  in  dem  Systeme  der  .ryz  durch  a,  h,  c 
bezeichni»n:  (lann  igt.  Heim  wir  durch  den  Anlang  des  Sys(ems 
der  x'y'z'  ein  dem  Systeme  (\iir  xifz  paralleles  System  der  jr|^|Z| 
legen»  a^^ubar  in  völliger  Allgemeinheit: 
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oder 

Nnn  tot  aber  nach  7)  offenbar : 

yi  coa  (jry) + Xi  coa  (zx)  =    coa  (d»r')   ff'  coa       -f  z'  coa 
arji  coa  (xy)  +     +  H  cos  (yz)  =  x'  cos        +    cos  (y/)  + 1'  coe  (yi*), 
jPi  coa(z^)  4-  yi  coa(yz)  ^  %  a  :r'co8(ur')  +  y'cyia(iy>  +  »'  co0(sif); 

alao  nach  den  Vorhergeheoden: 

-  ff)  +  (y — *)  coa  (dpy) + («  —  c)  coa  («r) 
= cos        +  y'  coa  (^^')  +  2'  cos  (j:;')  , 

(o;  —  a)  cos        +  (y  —  6)  +  (r  —  c)  cos  {yi) 
=:ycoa(ya;')H-y  eoa(yy)  +  t'co^i^')» 

(x — c)  coa(z:r)  +  (y — 6)  coa(3fz)  +  (z— c) 

^    =  j:' coa{zx')  +  y'  coa(xy')  4-  z'  cos («') ; 

wcIcTie  G!eichunf»en  die  Verbintfung  der  Coordiiiaten  x,  y,  s  u«ü 
x\     ,  2'  mit  einander  austirCickcn. 

5.3. 

Durch  »len  Pankt  O  als  Anfang  sei  ein  fjoüoliiffps  Coordina- 
tensystem  der  x,^,:  gelegt,  dessen  Coor(iinatenv\ inkel  wir,  wie 
pewühnlich,  durch  (xy)*  (i/z),  (ix)  bezeichnen.  Geht  nun  durch 
den  Anfang;  O  eine  beliebige  Gerade,  welche  durch  den  Punkt  O 
in  zwei  von  deinsel'M  n  nrich  entgegenü'  srt/jen  Ivichfungen  hin 
ausgehende  Theile  gctheilt  wird,  80  nollen  wir  die  180**  nie  ht 
ubersteigenden  \Vinkel,  welche  der  eine  dieser  beiden  Theile 
mit  den  positiven  Thcilen  der  Axen  der  .r.  >/ ,  :  einschliesst,  reispec- 
tive  durch  a,  ß,  7  bezoicfincn  ;  zu^lelrli  \M)lle[i  wir  diesen  Theil 
unserer  Geraden  den  positiven  iheil,  den  anderen  Theil  dersel- 
ben den  negativen  Theil  nennen.  Ist  dann  v'\n  [)cticbii!;er  Panki 
iiuKPrer  Geraden,  welchem  die  Coordinaten  r  ,  y,  z  etits|trechefi, 
so  werden  wir  die  Entfernung  dieses  Punktes  von  O  als  positiv 
oder  negativ  betrachten»  jeoacbdem  deraeibe  in  den  poaitivea 
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oder  DegatiTen  Theile  der  Geraden  liegt»  ond  mit  RGckilclit  klar- 

löf  durch  r  bezeichnen. 

Dies  vorausgesetzt»  ist  in  völliger  Allgemeiobeit : 


OP.  eo«  :r  OP=  r  CM  «, 

SP.  C08  sOjPs  r  cos/ ; 

"ie  auf  der  Stelle  erhellet,  \>enn  man  nur  iiber|p;^t,  dass,  jenach- 
lieni  der  Punkt  P  in  dem  positiveo  oder  oegativeo  Theile  der 
f>tradeo  liegt»  offenbar 

^iopsiu,  ^^UP^ß.  ^7UP=zr 

^xÜP=ie09-^a,   ^0P=lW-ß,  ^iUPssl&fi^y 

ist  Betrachten  nir  nun  aber»  wie  offenbar  verstattet  ist»  nach 
ud  nach  die  Azeo  der  jr»  y»  t  als  Projectionsaxcn»  so  ist  nach  5): 


OP ,  cos  j:  OP  =  X  cos  {xx)  -f  ^  cos  {xy)  -f  z cos  (arj) » 


OP.tMyOPss,xtQ%{yx)  -^ycosiiftf)  4-  2C0S(^Z)» 


OP.  eoatOP  =  «cos (ur)  -|- ycos(2y)  -f  scos (»} ; 

foigljcti»  weil 

(;rar)=0,  (yy)  =  0,  (*i)=sO 
i^t,  nach  dem  Obigen: 

ir  COS  a  s  -1-  5f  cos  (jry)  -|-  2  cos  (xx) » 
r  cos ^  =  cos  {^x)  -f  ^  f  < cos (^s)» 
reosys=a:cos(z:r)  -f-  3fcoa(zy)  -f  z. 

Hieroacb  ist: 

im  _3r  +  y  CQ8  (j-y) 2  cos  (a:z) 

COS« 

jycos  (ffx)  -t-  3f  -f  xcos  (yz) 
cos/l 

a?cos  (xx)  i-  y  cos  jzy)  -f  -  g 
eos}F  ' 


and  ilie  GteidiBiigeii  nnseier  dareli  den  Anlang  der  Coordinateo 
gelegten  Geraden  aind  alao: 

♦ 

*  coacK 

xcoB{xff)  +  ?/  +  2  CO»  (yi) 

a:cu^{ir)  ■\-y  CO»  {yi) -\- z  ' 

weil  natflrlich  ' 
iat. 

VV^ii  daa  Coordioatensystem  ein  recbtirinkligea  and  folgUeli 
iat,  ao  werden  die  voratebendeo  Gleichungen  t 


'  Cosa     cosp  COS)' 


Gebt  die  iGerade  nicbt  dvreb  den  Anfang  der  Coordinaten, 
aendem  darcb  einen  anderen  beliebigen  Punict  (übe)^  ao  lege  man 
dureb  diesen  Pnnbt  al|i  Anfang  ein  dem  primitifen  Syafeme  der 
3[yz  parallelea  Ceordinatenayatem  der  d^yV.  Dann  aind  nach  11) 
die  Gleiebangen  nnaerer  Geraden  In  dieaem  8yateme: 

X*  -f  y'cos  (.ry)  -f   coa  (ij?) 
eoaor 

 x'  coa  (jy)  -i-y'  -{r*'  coa  (yt) 

"  coa/l 

jp'  cos  {zx)    y'  coa  (yi)  -f 

coay  ' 

und  folgUcb«  weil  bekanntlich  allgemein 

■ 

aUo 

iat,  die  Gleichungen  der  Geraden  In  dem  primitiven  Syateme 
der  segMi 
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10) 


(a? — q)  -f  (y    6)  CO»  (j:^)  -j-  (a^  g>  cog  («>) 


Cosa 


(x—g)  cos  jzj:)     (f/  — //)  co8(yz)  -f       c) , 

cosy  * 

folgUcb«  wenn  das  Coordiriktensystem  der  aryx  reehtwinUig  iat: 
14)  


—  ö  y  —    _  z — c 

cos«  co»^~cosy' 

Die  Winkel  tt,  ß,  y  benlehen  eieli  liier  auf  einen  der  beiden 
▼on  denr  Punkte  (abc)  nach  entgegeogeaeteten  Ricbtnngen  khl 
Magehenden  Tkeile  der  Geraden.    Iat  P  ein  belieliiger  Punkt 
«n«erer  Geraden,  auf  den  aieb  die  Coordinaten  x,  y,  z  nnd 
^ »  t/'>  ^  beziehen  t  nnd  beseldinet  r  deaaen  finffernung  von  dem 
l^nnkte  (a6c).  Indem  man  dieae  Entfernung  ala  positiv  oder  als 
«egatir  betracbtet,  je  nachdem  der  Punkt  P  in  dem  der  bddea 
erfribnten  Tbeile  der  Geraden,  welchem  die  Winkel      ß,  y  ^"^^ 
sprechen,  oder  io  dem  entgegengesetztca  Tbeile  liegt,  so  ist 
nacfa  9): 

r  CO«  a  =     +    cos  {jcif)  -f  z'  cos  (uc) , 
F  eoa /I = coa  («y) -f  y' -1- eoa  (y2) , 
r  cos  y=>x'  cos  (zur)  -f-  y '  cos  (^2)  -jr^'  i 
niao  oacb  dem  Obigen: 

rcoaas=(x— o)  -f  (y— 6)coa  (^) + (i— c)eoa(sp), 

J  Ö)      r  cos  ^ = (x — a)  cos  {xif)  -f    — -f  (1 — c)  cos  (yi), 
'  rcoay=(a?— o)  cos  (ix)  +  (y  —  6)  cosCyz)  +(1— c). 

Siebt  mate  die  Gerade  ala  eine  Projectionaaie  der  r  an,  die 
dorch  den  Punkt  (o6e)  gelegt  iat,  ao  iat  nach  4); 

r  =    coa  (ra?')      cos  {ry')  + 1'  cos  {ri') 

oder,  irdt.eÜBiibar 

ists 

r       coa  « -K  jf*  coa  ^  4- 2' cos  y , 
nnd  .folglicb  nach  dem  Obigans 
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16)  .  .  .  r=  (a?— a)crtsa4-(^  — Ä)cos^  +  (s — c)c«8y. 

.Multiplictrtman  nun  die  drei  Gleicbongen  15)  nach  der  Reilie  mit 

aj— a,   II  —  6,   X— e 
und  addirt  sie  daon  zu  eiiiaoder;  so  erhält  man  die  Gleichung: 
rt(a?  — a)co8o  +  {y — b)co8ß  +  (2  —  c)cosy| 

a)(y— 6)co«(j;y)-f>2(3r--6)(z'-c)co«(jf2)-f2^--«)(x--a)co»(«r)^ 
also  nach  16): 

17) 

(x-a)«+(y- 6)« +  (»-!?)• 

+2(jr— a)(^— Ä)co8(xy) +2(  ,y-6)(x-c)cosCys) + 2(x-c)(a;-  a)cos(ur), 

» 

froraos  sich  unmittelbar  ergiebt»  dass,  wenn  (x^^jf^)  und  (j^ii/iXg) 
zwei  beliebige  Punkte  im  Räume  sind,  und  deren  Botfrr» 
Dung  von  einander  beaeichnet,  allgemein 

18) 

^o.i'=(«o-*i)*+(iro-yi)*+(2d--*t)*+2(afo~«i)(yo-Ä)co»^^^^ 

wtf  eine  wichtige  Formel»  von  der  wir  noch  vielfachen  Gebrauch 
SU  machen  Gelegenheit  haben  werden. 


i.  4. 

Wir  wollen  uns  jetzt  mit  der  Auriüsung  der  drei  Uit;ichuo* 
gen  15)  oder  mit  der  Aullusuog  der  Gleicbungeu 

jf  — a     1/— 6      ,    s.  **~C 

— —  +  ^-T-  coa(air)+— —  eoa(2a;)  =:coaa, 

TT  T 

co»(«y)-|-*^^  +  ^~co»(y«)ÄCoa/J, 

ar— a     >       ^/  —  ff  z — c 

d.  b.  mit  der  BeaUmnung  der  GrSsaen 

x—a     st-rb     z — e 


aua  denaeiben  baachiftigen. 
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Multl^tlirirou  wir  zu  drni  Eude  die  drei  obigen  Gleichangen 
nach  der  Ucibe  zuerst  mit 

1—  cosCjfx)*,  cos(jfx)cDa(ftr)— c<i8(Ary).  co8(c'^)€Os(3ft)— cos(xjB); 
daDO  mit 

cos  (^2)  008  (jar)  — C09  {xy) ,  l— cos(ij;)2 ,  cos(z;r)co8(j:jf)-^  co«(yi)  ; 
emllicli  mit 

cos  i-ri/)  cos(^:)  —  cos(zar),    cos(:j:)  cos(.ii/)  —  cos(^: ) ,    1  —  C08(j"^)*; 

«id  addireii  sie  hierauf  io  jedem  Falle  in  einaDder»  eo  erhallen 
wir»  wenn  der  Kfirze  wegen 

m 

=  1  — CO«  (jT^)* —  COS  (^2)*  —  COS  (rx)*  +  2  cos  (jry)  eoe  (ys)eoe(£r) ; 

I 

A=  cosa8in(^s)* 

-|-  C08  i  coe  (yz)  coe  (»)  — cos  (xy)  \ 
+  CO8  y  t  cos  (j:^)  coe  (yz) — cos  (2a:)  | , 

F=  Goeo(cos(ys)cos(2a:) — co0(;ry)t 
•fco« /feie  (zdr)* 

-|-coe}rtco8(zj:)coe(dry)  —  co8(y2)lt 

Z  SS  cos  o  i  cos  {jcy)  cos  (jfz)  —  cos  (xx)  | 
-|-coe/9t  cos  (za:)  cor  (j*y)  —  cos  (yz) } 
-|-coeyeiii(a:y)* 

geeetst  wird,  (iBr 


r  /      r  * 


die  folgenden  Anedrdcke: 

a^)  "T"-2v'  ~-2^* 


SelMii  wir  der  Ktae  wegen  tm  Folgenden  1 
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21) 

A  =  cos  {ZX)  cos  {Tfj)  —  COS  (yi) , 

B  =  C08  (a:y)  cos  (^z)  —  cos  (rx) , 
C  ==  CO«  ( lyx)  cos  (zar) — cos  ; 

/V=  1  —  cos  (;r^)*— cos  (^2)«  —  cos        +  2  cos       cos(.fs)GO«  (2jr) ; 

Fss  Ceos« + Beos'/f  +  i<  cosy , 
Z  =  J5cos  a  +  ,i<cos /5  +    cos  y ; 

so  ist  Dsoh  20): 

— a      r      y— 6       r     z  —  c  r^. 

22)  .      .  — j-  =2f »  '^-"iV* 


und  die  Gleiehrnigen  der  im  Vorhcrgebendeo  betrachteten ,  durch 
den  Pnnkt  (ndc)  gehenden  Geraden  sind  alse: 

folglich  nach  21):  \ 

■T — a  


Ccos«  ^  }i  cQ6ß  +  ilcosy 

 Z— 'C    * 

~'^cos«'|-  •^cos^  +  <£cosy' 

Fär  ein  rechtwüikiiges  CoordiDateosytJtem  ist  offenbar: 

M=zh 

also  die  Gleichungen  der  Geraden:  ^ 

cos  a     cos  /J  cea/ 
Wie  wh  achen  in  14)  gefunden  haben. 

Wir  wellen  nna  jetat  swet  ven  einem  beliebigen  Pvnhte  ans* 
gehende,  Getada  deohan,  weldie  mit  de«  poaitiven  Tbelta  der 
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Axeii  Jer  z  die  180°  nicht  übersteif^etwlen  Winkel  «o»  i^o»  Ifö 

and  oj ,  ^1 ,  yi  einschliensen.  Der  von  diesen  beiden  Geraden 
eingeschlot^sene,  180**  nicht  übersteigende  Winket  sei  Wq^x,  Um 
diei^en  Winkel  zu  bestiitniien,  lassen  vtxx  von  dem  Anfange  der 
Coordinaten  O  zwei  mit  den  beiden  in  Rede  stehenden  Geraden 
s;leich  gerichtete  Gerade  ausgehen,  welche  offenbar  auch  den 
180**  nicht  übersteigenden  Winkel  lfo»i  mit  einander,  und  mit  den 
posiTiven  Thelirn  der  Axen  der  x,  z  die  180*^  nicht  liherstei- 
eenden  Winkel  cfo,  ^q»  /ü  ""d  a^,  ßi,  yi  einschliesHen.  In  die- 
Sien  beiden  von  O  ausizehenden  Geraden  nehmen  wir  belic  lnix  ilie 
PoTtkte  und  /^i  an  und  hezoirhnen  deren  als  positiv  zu  betrach- 
tende Liitrernunfren  von  dem  Anlani;e  der  Coordinaten  O  durch 
To  und  Tj  ,  ihre  I^Dtferntinir  von  einander  durch  fJo,]  ;  so  ist  nach 
einer  bekannten  trigonometrischen  Formel  in  dem  Dreieck  PqOPi 

ffiin  ist  aber,  wenn  wir  die  Coordinaten  der  Punkte  Pq  und  Pi.  • 
(iurch  a:Q,  ^q,  Zq  und  »  2|  bezeichneiT,  nach  18):  * 

n* =^1^  +  yi*  +  «I*  +  ^üfi  cos  (^y)  +  2y|ii  CO«  (jfz)  -f  2j4j:|  cos  (s.t) 

JEp^«=(jre-ar,)H  (yo-yi)«+  (*d-^i)*+ 2(aro-är|)  (3ro-yi)cw(«y) 

+%o— yi)  (ab— St)  co0(jfx) 

-f  2(io — Ji )  (J?o  — arOcos  (za:) ; 

ab«,  wenn  wir  diese  AusdrOcke  in  die  obige  Gleichnog.  einfiih* 
ren  und  aufbeben»  was  eich  aof heben  läset: 

r^ri  cos  Wq,i  =  x^Xi  +  ijf^i  +  Vt 

Setzen  wir  jetzt  der  Kürze  wegen :  ^ 

J[C08«o+ Cco8/Jo+  ÄcoRyo, 
Cco8aQ-\-^cosßo  4-  A  cos/o» 
i?eoa4%-|-iicos/9i94  ^  cüsy^ 

MeoBtti  -f  Ccos  +  BeoBYt  • 
Ccosfifi  -f  i5cos^4  +  ^cos/i, 
^coa    «f cea  A l£eosyi ; 
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80  i«l  Dai^h  22)  offeoliar,  wenn  man  dort  «tssO,  6=0,  «sO 


also,  wenn  man  dien  in  den  obigen  Aundrack  von  rorico«  Ff^o«n 
einfidhrt: 

27) 

+(Fo;8i  +  Zor,)coo(3rx) 
+(2o^i+^Z|)co8(»).. 

ir.ittcist  welcher  merkwiirdicien  Formel  der  Winkel  Wot\  au»  den 
Winkeln  Oq,  ß^,      und  a^,  berechuet  werden  kann. 

Für  ein  rechtwinkliges  Coordinateosyntem  geht  ans  dieser 
Formel  unmittelbar  dia  iSngst  bekannte  Formel 

28)    cos        —  cos  «0  cos    -f  cos cos  ßi  -f  fos  /o  cos  y^ 

hervor. 

Wenn  die  beiden  Geraden  mit  einander  zusammenfallen,  so  ist 

2^0 '^^if    Jo-^     »   ^  =  ^1 5 

und  |Fo,|S=0.  «Setzen  wir  nun  in  diesem  Falte,  wie  es  verstat- 
tet ist: 

«=<^=«i.  ß—ßo^ßf  r=ros=ri; 

wo  Xp  Tp  Z  ihre  ans  dem  Obigen  bekannte  Bedeutung  haben; 
80  wird  die  Gleichung  27): 

29) 

if«  =        F«+  Z»+2JrFco8(a!y)  -f  2rZco8(y»)  +  2ZJreo8(«r), 

welche  Gleichung  für  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  offen* 
bar  in,  die  bekannte  Gleichung 

30)  eosci>-Fcos/334^cos/S=:l 

übergeht. 
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I 

j.  7. 

Nach  22)  ist; 
«Im»  »ie  «ogleich  erhellet: 

HÄoe<»)+ Fco»(|r2)+i?|=^(a?— «)cee(««)+(y^ 
*  faiglich,  weil  nach  15) : 

(x — fl)  +  — 6)  cos  (x^)  -f-  (s— c)  cos (m:)  =  r  cosa, 
(jr— a)coe(sy)-f  +      c)cos(yz)  =5  rooe/l, 

(a?  — 4i)co8(za:)  +  (y— ä)cos  (yz)  +  (i— c)  =  rcoöy 


IX  -I-  Fco«  (^)  4-  Z  cos(2^) = i^cos  a» 
JTces  (xy)  +  F  +  Zcos  (yz)  =iVco8  , 
JCco8(za!) -I-  Fcosdfz) -h  Z  ssAces/;. 


oder: 


Fco8(^v)  4-  Zoo8(zx) 

C08  er =  2y   


wsj  •  •  •  .    <  COep^   "  :  ~ —  —  ' 

Da  sieb  nun  die  Gleichung  29)  offenbar  auch  unter  der  Form 
i?«sz    X{  X+  Feee(a?y)  +  Zcosizx)  \ 
+  FUcöa(af)+  F-f  Zco8(ys)| 

+  Zi.Yco8(zj:)  +  }  cas(yz)  +  Zi 

schreiben  18set,  so  erhalten  wir  nach  31)  die  folgende  merhirflr» 
Gleicbiing: 

33)  .  •   •  •  Xcosa-i- F  co$/ii-Zcos/  =  iV 
Tfcdl  X13IT.  10 
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oder  nach  21):  .  '  | 

34) 

ilc08a*-f  Bco8/3*-|-<^cosy'-|-2Ccosacosp  f  2i(cos^cosy<|-^cosyco8«Ks  ÜT.  i 

Far  ein  rechtwinkliges  Cuordinatensystero  föbtt  4ieM  GMetumi^ ; 
wieder  anf  die  Gleiehtiog  30). 

Mit  Rücksicht  auf  25)  und  26)  haben  %iir  also  nach  33)  die 
beiden  Gleichuogea: 

Äg  costti    F|  cos    -f  Zi  cosyi  =  iV. 


35)  .  .  . 


Die  Glelchnng  27)  läset  sieh  auf  die  beiden  folgendeo  Attev 
«ehreiben; 

JV'ces  IFo,i—   Ao( JTi  -I-  K|Cos(^)-|-ZtCos(»r)| 

■ 

-f  Fo  I  cos  ia:y)  +  F»  +  Z,  cos  (jyz) } 
^  Z|»<  J[,  eos  («V)  -i-  Fft  cos(^)  4-  Z|  | 

oder 

-f  Fl  { JlTo  cos  (arjy)  +  Yq  +  Zo  cos  (yi)  \ 
•f  2|  ia;»€o«(fir) -f  Focee (^) -f  Z;» i ; 

also  ist  nach  31); 
36)  .  .  } 

(  iVcos  Woa  =     cos  Oo  -i*  ^  i        -f  Z|  cos  y^». 

Führt  ma  in  diese  Formeln  (ftr  X^,  Fo,  Zq  oder  If, ,  }  ^  , 
ihre  IVerthe  ans  35)  eder  26)  ein»  so  erhSit  man  sogleich  die 
folgende  Glelcbnng: 

97) 

i\  CO»  H g,i  =    ü  COS    COS  «1  +  30  cos    cos    +    cos  cos 
+  A  (OOS  ßoCOBfi-jr  eoe^o  cos  A) 
-|-  iE^  (cos    cos  «1    cos  Oq  cos  yi) 
-I-  C(eos  Ob  cos  /?i  -f  cos  j^o  cos  ). 
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ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  «ri^Ut  man  biempff 
die  ans  28)  bereit«  belnnote  Fbrmel 

Mittolat  der  Gleicbnngen  35)  und  36)  erhält  mae  auf  der  Steile: 
(  iV«flin  »Ko,i» 

♦ 

£r  (JT^coeo^-l-Foees/So+^oCfiayo)  (^^i  cos«i-f  Tieee A^^eos]^) 

—  ( cos  a,  +  Fo  cos    +     cos   )  ( cos  Oq  -f-     cos  }'o). 

Uso»  wie  man  naeb  leiebler  Rechnung  findet : 

N^mok  IFo,i*  =    (coaoj, cos ~cefl/i^cea«|) (^o —  ^o-^i) 

+  (cos  A>  cos  j'i  —  cos  yo  «os  ft )  ( F«  Zi  —  Z«  Fi| 
H-(cosyo€Mi^  — €eeob^yk)<^^i'-*'<^e^i)» 
^odtr»  weno  der  Kürze  wegen: 

IAm  sseo«A»cee7k— cosyocost^, 
Be»i = cos  y«  cos  ag  —  cos    cos/^ ,  ^ 
=  cos     cos  ßi  —  cos  AiCOS  fff 

iQietil  wird: 

11  39)   


=^i(FoiSi — ^Ft)  +  B|Mi  (i^JCi-^JiTo^)  -|-Co»i  (^0  Fg  —  F ^Ag). 

Mittelst  der  Gieichuogeo  2Ö)  und  26)  erhält  mau  ohne  Scbwie* 

rigkeit: 

^0^4  -  AoZg  =  Ao,|(^Ä-  Ctf)  +  Ba,i(M— Äi?)i-Con(^C- AÜ). 
Roiiistaber  fetnery  wie  man  mitteletder  Fermelo  21)  leicht  findet: 

»f-iij=jf.  tfü-jrj^siv,  m^cc^N 


ßC-AM  =  Nco8(yx), 
CJ-ii)$»iVcos(2«), 

10» 
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also  Ut  nach  dem  Obigen: 

YoZ^-Zo Fl  =iV| Ao.,  ^  Bo,iC08(x^/)  i  (     cos(«r) I , 

Daher  ist  nach  99):  - 

43)  Aain  Wm^ss 

+  Bon      (jy) + Co,|  co»(m:)  I 
+  ßo.i  { Ao,i  cos  (xy)  +  Bo,i  +  Co,i  cos  (yz) ) 

* 

+  €!o^       €as(«r)  -f  Bon  ««»»(af^)  -1- Ani  t 

oder? 

44)  .  .  «  .  w      .  iVsiDlFon* 

=  Ao,i^  +  Bo,i^  +  Co,!*  +  2Ao,i  Bo„  co»(ary)  -|-  2Bo„  Co.i  cos  (3/2) 

+2Co,iAo.iCO«(Mf> 

oder«  wenn  man  ßr  A0.1 »  B^i,  C^i  ihre  obigen  Ausdrücke  einfiilirt: 

45)  Aein  W,^* 

SS  (cosö^coö^i  —  cosßo<^"*^'i  ^* 
-{•(eomß^eoBYi  —  eo8/o<^<*^  A)' 
-f  (coö    CO8  aj  —  COB  «0  cos  yi)* 

-f  2(cosi?o  cosy,  ^eosyoCosAX^^osyoCoscr,  —  coafli^coe/|)eGe(aE3f> 
•f-2(cosyo  eosai-— eosaoC08yi)(coso;iiCosA  — cos^cosc^)cos^]fs) 
•f  2  (cos  oq  co6j?i  ^coa  /}oCOScei)(eo8/^cosyt — eoa  yoeosßi )  cos  (u). 

FOr  ein  rcditfrinfcliges  Coordiaatensystem  wird 
■in  fFo,i2ss(co8  o^coa  j^i — cos  ßocw  A|)H  (cos  A^cosy^— eosyocoaj^)» 

+  (cos  yocoscj— cosflocos^j}* 

oder,  weil  in  diesem  Falle 
ist:  ' 

sin  lfo»i*^  l*-(cos(%coetf|-|-co8/}oCosA'f>eoayoeoay^)S 

wie  bekaont. 
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Stehen  die  beiden  vorher  betrachteten  Geraden  auf  einander 
«eaferecbl,  so  Ist  W^siiW»,  oad  folglieh: 

«OS  Wq,i  =  0,   sin  Won  =  ^  ; 

daher  haben  wir  in  diesem^  FaHe  naeb  den  Obigeii  die  folgenden 
Gleiclioogen : 

-     -#"(-^01*1+  n^'i)ces(;r^+ (F„Zi  +  ZnF, )  cos  (yr)  [  =  0, 

+  (^jiri+jroZ,)cos(*«^) 

Aocos«,  -f  Focoeft  -f    cos/t  sQ, 

A'i  cos  ÖQ  +  Fl  cos  Po  +  -^1  cos  Yq  =0, 

J0  cos    cos  «1  -f*  ^  cos  /?ü  cos ft  +    co8    co»  y,  . 

•f  ^ (cos A)C08  yt    «os/o cos A)  f 

>  =  0; 

i?(cosyoC08a,  *feosc^cosy^) 
C(eo0^)CO8A  -f  eosAiCosog) 


( 


-i-  2A^  Bo,i  cos  (x^)  -f  2Bo,|  Co,t  cos  (^z)  f  2Ca,i  ^o>i  cos  (»)  ) 

wo  aan  In  dleae  letzte  Gleiebinig  Ufr  Ao„ ,  B^^i ,  €o,i  auch  noch 
ifcie  ans  dem  Obigen  bekannten  Werthe  elnlttbren  kSnnte. 


{.  10. 

Hat  man  zwei  Coor(lin,it<»nsystenie  Her  a-i/z  imd  x'y'x' ,  und 
^9\iX  für  das  erste  dieser  beiden  Coordioatensystenie  wie  früher: 

4sain(yi)*,  l^ssinM*,  s=»l»(.Ty)«; 

A  =  cos  {ix)  cos  {xy)  —  cos  (yj) , 
B  =  cos  {xy)  cos  (yi) — cos  (x«) , 
C  =  cos  (y  t)  cos  (z  jr) — cos  (^) ; 

A = 1  ^  cos  (;ry)*  —  cos  (^2)«  —  cos  (x.r)«  +  2  cos  (ory)  cos  (^2)  cos  (m:) 
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fiir  das  xweite  CoordinatensytteiD  auf  fthnllcbe  Art: 

■ 

B' = coa  («y )  ooa  '2')  —  co«  {z'x') , 
C'seasty'iOeoaCsV) --»coaCs'y); 

i¥'=l-^o«(a:'y)»-co«(y'20'-co8(2V)H^ico8(a:'y')ca«(yV)co«(xV); 
fenier  der  KSm  wegen: 

A  ^eQB{»x')»  fi  =coa(^),  C  =eoa(j»'); 
A'src«i(y4?'),    B'=cos(yy),  C'5=co«(yi'); 


A*=:C08(2a:'),      B*=Cü8(jy),  €"=€05(22'); 

80  hat  man  iwiachen  dieaen  letzten  nenn  GrOsaen  natih  34)  and 
27)  die  folgenden  swSlf  Gieicbungen: 

ÄA* + »A'»  +  «A*^ + 3CA  A'  +  SilA' A*  +  SUBA'A  = 
Ü'A«  -f  ]^'B«  ^CC*  -fSCAB  4-2il'BC  42B'GA  siV» 


ü  A'a  +  B  «  +  +2C'A'ß  +2^'ß'C'  +2Ä'C'A'  =iV, 
JÄ' A««  +  »'B*«  +  €'Cr«  +  2C' A*B*4^  2 J'B*C»  +  WCrA"  csiV; 


ferner: 


(ÜA  CA'  4  irA'')(ilB-|.  4 ITB«) 
+(CA  +  »A'  +  ^A'O  (Cß  +  »ß'  +  iiß'') 


+(ÄA  -I-  ilAH  CA'XI^B  +  i<B'  +  B") 

I  (iIA+CA'+irA*)(CB+BB'+i<B*')| 
^  j+(CA+JÖA'+JA")(ilB+CB  +ÄB''y 


b:5Är%ea(jry), 


(CA+Je  A' +i<A")(Äß  i-  ^B' + B") 
+  (^A  ^  ^A'4  ((A')(CB-f]$B'-|*i4B^ 


(ÄA+/4A'+tfA'0(ilB+CB'+i?B") 
-|.(ilA*|^CA'4BA'')(^filB'4<£B'') 
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(ilB+CB'+ÄB'')(ODfBC+i<C^  ) 


1(ilB+CB'4ÄB-')(ODfBC+i<C^  | 
^  1  -|-(^B-f  Jfi'-|.CBO(CC+^C'4-ilC'0  1  '^'''^^'n 


+(CC  +  BC'+ilC)  (CA  +  ]tlA'-f  ilA") 
+(BC  -4-  AC*  +  «CO  (ÄA  +  AAf  +  A") 

.     (iIC  +  CC'+/?r  )(CA+»AHJA")  1 
*  J  +(a;+»C'+.IC"KilA4.CA'+ÄA'')  i  '^''^^''^^^i^^^^,.,!).* 

^\  Hh(ÄC+ilC'-KC^)(CA+»A'+ilA-')l 
.     (BC+ilC'+«C")(ÄA+CA'+ÄA")  1 


(4*A  +  C'B  +  Ä^C)  (Ü'A'  +  C'B'  +  B'CO 

+(C'A+  B'B  +  ^'C)  (CA'  +  Wh'  +  A'C*) 
+(Ä'A  -f-  ^'B  +  €'C)(Ä'A'  +  il'B'  +  tf'C) 

I  (il'A+C'B+Ä'C)(C'A'+»'B'+^'COi 

l+(C'A+»'B+i<'C)(Ü'A'+C'B'+IJ'CO*  ''''*^'''^'^l  =  A'2cos(a:^). 

j  (CA+»'B+il'C)(a'A'+^'B'+tf'COi 

^+(ß'A+4'B+tf'C)(C'A'+J5'B'+^'C0l  '^'^'^^r'*')] 

j  (B'A+il'B+«'C)(ll'Ä'+C'B'+B'C')  , 

l+(Ä'A+C'B+Ä'C)(fJ'A'iii'ßHtf'Coi 
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(Ä'A'  +  C'ö' + ^'CO  (Ä'A"  -h  C'ß"  ^-  B'C)  \ 

^+(CA'+J^'ß'+il'CO(il'A"+l?'B"+il'C'')» 


+ 


l-KÄ'A4A'B'+<r'C0(CA'+»«»+l'«')l  ^•<3''*'^l 

j  (Ä'A'+^'B'+€'CO(Ä'A«+^B"+i^C'Oi 

J+(il'A'+{?'ß'+Ä'CO(Ä'A"+^'B"+tf'C'o'  ^^^^^^''^^i 


(Ä'A''  +  OB" + Ä'C'O  (Ä' A  +;C'B  +  B'C) 
+(CA"  +  »'B"  +  J'C")  (CA  +  »'B  +  ^'C) 
+(Ä'A" + A'B''  +  C'C'O  (B'A  +  A'B + tf 

I  (Ä'A''+i?'B''+Ä'C'0(i?'A+»'B+i4'C).  I 
"**  <+(C'A''+»'ß''+i'C'0(il'A+CB+Ä'C)(  "^"^^'f '^L^^oa(w^ 

I  (C?A''Wß"+il'C'0(Ä'A+.l'B+<r'C)i  I 

"**  <+(B'A"+J'ß''+tf'C")(C'A+»'B+il'C)l  ^^^^'Ö''''^ 

j  (Ä'A"4-^'H'^r^'C")(ll'A+CB+Ä'C), 
^  «+(Jl'A"+C'B"+Ä'C'0(fi'A+il'B+fr'C)l 

Weno  die  beiden  Syateme  rechtwiaklig  sind,  so  ist 

.coe(ary)=0,  cos(yi)=U,  cos(2d;)=0; 
coB(ary)=0,  cos(yV)  =  Ü,  co«(2V)  =  0; 
^=1,   »  =       tf=Jj   M'^l,  JJ'=1, 
vl=0,  i?  =  0.  6  =  0;   ^'=0.  i?'=:0,   C  =  0; 

iV  =  I,   iV'  =  l5 

und  die  vorherc^ehendeo  Gleichungen  gehen  also  in  diesem  Falle 
in  die  folgenden  über: 
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m 

B«  +  B'^  +  B''*=  1, 

+B»  +C«  «I. 

A">+ß"»+C"*=l; 

AB+A'B'+A"B"=sO, 

hC  +B'C'  +  B"C"=0, 
CA+C'A'+C"A"=Ü; 

•       AA'  +BB'  +CC'  =0» 

A'A"  +  B'B''+C'C"  =  0, 
A"A  +ß''B-|-C"C  =üj 

vcicb«  längst  bekanoten  merkwardigen  aad  wlebCigeli  GleichttiH 
also  noter  noseren  obige»  gsos  allgemeinen  *  fflr  jedes  belie- 
bige  schlefn-iitklige  Coordinstensystem  geltenden  Gldcbungen  als 
ein  besonderer  Fall  enthalten  sind. 


i.  IL 

Wir  wollen  nun  zunächst  die  Gleichungen  der  durch  zivel 
gegebene  Punkte  ifitgoh^)  und  (fiffi^)  gebenden  Geraden  suchen. 

Za  dem  Ende  sei  {abc)  ein  beliebiger  in  der  gesuchten  Ge^ 
nätß  liegender  Punkt,  und  a,  ß,  y  seien  die  180^  nicht  über-  « 
steigenden  Winkel,  welche  der  eine  der  beiden  Ton  dem  Punkte 
(abe)  nach  entgegengesetzten  Richtungen  hin  aasgehenden  Theile 
der  gesocbten  Geraden  mit  den  positiven  Tbeilen  der  Axen  der 
^fSfpt  einschliesst.  Setzen  wir  dann  wie  In  21)  i 

JC  =  ücosff -1- Ccos /3 -f '^cosy , 
Ks  Ccosa4*1$co8/S-f  ^  cosy, 

  ■ 

Z  «s  Bcos  a  4  ii  cos^ -l*  €  cesy ; 
SS  sind  nach  23)  die  Gleichungen  der  gesuchten  Geraden : 

sad  da  nun  diese  Gerade  durch  die  Punkte  (^^oAo)  und  (figihg) 
gehsi  soll «  so  haben  wir  die  beiden  Gleicbangen : 
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,ws  denen  sich  durch  Subtracüon  die  Gleichungen 

ergeben,  indem  man  sich  ausserdem  mittelst  des  Ohigen  auf  der 
Stelle  fiherzeugt,  dass  die  Gleidiongea  der  gesncbteo  Oeradett 
aqeb  entireder  unter  der  Fenn 

oder  unter  der  Fem 


'dargestellt  werden  fcSnnen.   Ans  den  Gleiehongen 

fo^fi  _ 9o—ffi  _ —  ^ 
JC    ~*     F    ~  Z 

ergiebt  aich  aber  auf  der  Stelle,  dass,  wann  G  einen  gewiasea 
Factor  beaeichnet» 

jr=:€?(Ä-/»,  r^G(g^^9t). 

gesetzt  werden  kann,  so  fla.«»  also  die  Gleichungen  unserer  Gera* 
den  nach  dem  Obigen  entweder  unter  der  Form 

eder  unter  der  Femi 

dargestellt  werden  können»  und  also  hiermit  gefunden  sind. 

Um  nun  aber  aneh  den  Faeter  G  an  bestimmen ,  bemerken 
wir,  dass  nach  29) 

A«-f  F»  +  Z«-f  22:Fcos(x^)  +  2FZcoa(^*)  +  2i5Acoa(2a?)  =  iV». 
folglieh  naeb  dem  Ohigen: 
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und  daher,  weil  nach  18),  wenn  Eq,i  die  Kiitfernung  der  beiden 
Punkte  ifogiM  ond  (^^i^i)  von  einander  bezeichnet: 

49)  W=(/«-/i)*+(i^«-iri)*+CÄa-At)» 

-f  2 (/o  -  A)  (^0 — )  cos  ixy) + 2  ( /^o  — ^i)  (^o — Ä, )  cos  (yx) 

50)  .  •  .  .   G«£;o,i*  = also 

«gesetzt  werdeu  kann,  wo  das  Erscheinen  des  doppelten  Zeichens 
ganz  in  der  Natur  der  8acho  begründet  ist,  weil  Ja  die  AVinkel 
o,  ß,  y  sowohl  der  einen,  aU  auch  der  anderen  Richtung  der  ge- 
socliten  Geraden  entsprechen  kt)nnen.  indem  man  jeder  Geraden 
immer  zwei  von  einem  beliebigen  Punkte  in  ihr  ausgehende  ent- 
uf^izenj^esetzte  Hichtongen  beizulegen  hat.  Für  F,  Z  ergeben 
sich  nun  aus  dem  Obigen  anmittelbar  die  loigeuden  Ausdrucke: 

5,)  A=i:^^.   F=±%=i^>.  Z^i^Szh), 

«^0»!  ■*^0»l  *^0»1 

«nd  hierans  naeh  32)  feruer  die  folgenden  Formeln: 

(fo—fü^iäQ'-äi)  co8(jry)-KAo— Ai)co8(2arj 

wodurch  Jefit  also  die  geeuehte  Gerade  rollfcomnien  beatimmt  iat 


eoecrts.3;  


Wenn  a,  b,  c  und  K,  M  beliebige  conatante  Gröaaen 
mAf  9o  wird  dareb  awei  Glelcbungeii  von  der  Form 

M   Tr-*^-'-'-^ 

jadcfieit  eine  dureb  de»  Puobf  (060)  gebende  Getade  cbarakteriairt* 
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Man  iidiwe»  um  AXw  sa  bewviaei»»*  in  der  d«rcb  die  Glai- 
«Äangen  53)  charakteriairten  Linie  oder  Gurre  awei  beliebige 
Punkte  (f%ffM  (^i^iAi)  nnd  lege  durch  dieaelben  eine 
Gerade«  deren  Gleicbnngen  nach  47)  und  48) 

fo^fi  So-'Si 

oder 

aind,  Nnn  aei  (xp})  ein  beliebiger,  aber  beatimmter  Punkt  i»  der 
dorcb  die  Gleicbungen  53)  eharakterisirten  Curve,  eo  int 

*         L  -  itf  • 


Weil  die  Punkte  {fou^M  iftSt^i)  gieicbfaile  in  dieser  Curve 
liegen,  so  ist: 


1.   -   41  • 

also  durch  Subtraction: 

und  folgiicb»  wenn  G  einen  geiriaaen  Factor  beseicbnet: 

K^dfo-fi),  L^Gigo-gi),  Ms^aih^-h^); 
alse  nacb  dem  Obigen  offenimr: 

r— o     n  — ^  _  ?  — g 

^  — /i    .^0— ifi  "  Ao— Äi 

und 

/o— A     i?o-^i      *o— ^* 
/i  — g  ^  Ji — ^  ^  ^1  — g  . 

folgticb  durcb  Subtraetien: 
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woraus  sieb,  io  Verbindung  mit  dem  Obigen,  ergiebt,  dass  deri 
Pookt  (p)})  in  der  durch  die  Punkte  (fuff^ho}  und  (figihi)  geleg- 
tes Geraden  liegt  Da  nun  (jn^;)  ein  ganz  beliebiger  Punkt  der 
die  Gleichungen  53)  cbarakterisirten  Curve  ist,  so  ist  klar» 
jeder  Punkt  dieser  Cur?e  in  der  in  Rede  stehenden  Gera* 
deo  liegty  daee  alAo  diese  Curre  gaot  mit  der  in  Hede  stehenden 
Geraden  sneamiiienftllt»  ned  daher  selbst  eine  Gerade  ist,  wie 
bewiesen  werden  sollte.  Daae  der  Punkt  (eöe)  in  dieeer  Gera* 
den  liegt,  iat  tät  «ich  klar. 

Beieicbnen  wir  onn  die  4ron  eioer  der  beiden  RkWnogen  der 
dnreb  die  Gleichnngen  63)  cliaralcteiulrten  Geraden  mit  den  poai*' 
tireo  Tbeilen  der  Azen  der  ee,  t  eingeaehloeaeneDt  180**  nicbt 
fiberstelgeaden  Winkel  dnreb  «,  ß,  y,  and  aelaen  wie  gewühnlidi 

X  —  Ücosa  *f  Ccosß  -i-  Bcosy^ 

ZssScoacr-f*  Ätomß  -f  cosy; 

8o  sind  (]Ie  Cvleioht]ML!:en  der  dtirch  die  Gleichungen  53}  cbarak- 
terieirten  Geraden  nach  23)  auch: 

3e~~u  __  ff — b  z — c 

Y  —"Z"' 

and  wenn  also  G'  einen  gewissen  Factor  bezeichnet,  so  ist,  wie 
aicb  rtus  der  Vergleicliung  dieser  Gleicbongen  mit  den  Gleicben* 
g^  63)  anf  der  Steile  ergiebt: 

54)  .   .  .    X=G'K,   Y=G'L,   Z  =  G'JU; 

also  aaeb  89) : 

G'*iÄHX*HilH2ÄLcos(j;^)+2i.illcos(^:)+2ilfÄrcoa(»«)|===ZV« 
Ibigliebs 

.  S5) 


VJi^HLHMH^kL  cos  {xy)YlLMcos  (^2)+2itfÄco«  {ix) 
Ferner  iat  nacb  33)  and  64): 

_  G'{K^LcoB{xy)  ^  Mcii%{zx)\ 
ceae  —  '  * 

ATcos {xy)  -f  L  +  itf  cos (yz)  1 
cosp  —  » 

G'  I  Äcos  {zx)  +  L  cos  («s)  +  iH } 
eee/Ä   ^  ^L±J. — i| 
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aUo  Dach  55): 


56) 

K  -f  £f  cos  {xif)  +  Jlf  cos  {zx) 


 Kcos{xy)  -f  L-f  ^fcosCy;)  


 ACco8(z.r)  4-  L  cos  (yr) -f  M      ^  _ 


Eft  8«ieo  Jetxt 


Kq       Ltf^       A/q  * 

X — Ol  y — bi  Ct 

Ä',  Ml 


57) 


die  Gleichnngeo  iweier  Geraden. 

Um  die  ßedin^ngen  der  Parallellitat  dieser  beiden  Gerolden 

zu  linden,  bezeichne  man  die  180*^  nicht  übersteigenden  Winkel, 
welche  z^vei  c^leichstiiiiiniLic  Ivichtungen  derselben  mit  den  posi» 
tiven  Theilcii  der  Axen  der      y,  z  eiuschliesäen,  durch  ß^, 
und       ßi,        und  set^e :  *  ' 

JTo  =  Ücoecvi  4  CcoeA>-|- Acos/o» 
Fqss  CcoBcro4-^eosA|-(- Jcoeyo, 

Zq  =zB cos uq-\-A cos ßQ-{-  ^cosy^ 

und 

Fl  =  Ccoe  «1 -f3$  cos  A -I- il  coeyi  t 

Zi  =  i?cos  «4  -j-  A  cos  ^1  +  <f  cosyi« 

Dann  aind  nach  23)  die  Gleichungen  der  beiden  durch  die  Glei« 
chnngen  57)  charafcferiairlen  Geraden  noch : 

x  —  ÜQ  ^  y — ^  z — Cq 
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«•  ist  abo»  w«nn  €^  ainl     iwtf  gewlate  Factoren  beMich« 
9  ofenbar: 

JTfsCriXt»    KisCriXi|t  ^ssCi^Jf|. 

ilie  li«4iogiiQgen  der  Paralleüii&t  der  beiden  Geraden  sind  offenbar : 

«i.  Ä>=A*  ye=yi; 

■aido  nach  dem  V  orhergelieucieu : 

Jl^^Xg,   f^sFi»  iS^sZi 


GqKq  =  6\ i5^4 ,   ÜqLq  =  6\ L| ,   GqMq  =  GiUii 


aco\  'a  _  -^o 

 35  =  5 

folgt.  Daaä  hierin  drei  Gleichungen,  aher  nur  zwei  von  einander 
naabhängii^e ,  da  offenbar  eine  jede  aus  den  l»et(len  anderen  folgt, 
enthalten  sind,  braucht  kaum  noch  besonders  erinnert  zu  vt-erden. 
Lebrigens  kann  man  die  drei  in  Uede  stehenden  Gleichungen  auch 
aaf  folgende  Art  auadruckea: 

Die  Bedingungsgleicbung,  dass  die  beiden  durch  die  Glei- 
ehuDgeo  57)  charakteriairteu  Geradao  aufainaoder  aenkreehtaCeheo, 
iat  aacb  46): 

(  =0, 

+(Fo^+5?oIi)co»(SfO+(3?o^i+4^o^i)co8(x:r)  ) 

also,  wenn  man  für  JV^,  F^,,  Zo  und  ,  Fj,  Z|  ihre  obigen 
Ausdrücke  einführt,  und  die  Gleichung  dann  durch  GqGi  dividirt: 


+  (VVi  +  ^o'^i)co8(j,z)  +  (JfoArx  +  Ä^ü^i)coa(«p)  I 

Nach  27)  und  dem  Obigen  ist,  wenn  Won  ^oo  den  durch 
dia  Gleichungen  57)  charakteriairtoa  Geraden  aiDgaaehlaiaenea 
Wiakal  btteidnol«  aUgenaln : . 
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+2(Äy[i|+A»jr,)€o.(«f) 

ond  nach  29)  and  dem  Obigen  ist  offenbar  ohne  Besiehung  der 
oberen  nnd  unteren  Zeichen  auf  einander: 

  N   ' 

N   

aieo  ist: 

60^  coelF«,! 

J      +  2  (L..  ;if 1 4-  M A )  CO»  (yt)  +  2  ( ATt  -y-K^M^)  coe  (gar)  < 


9 

Wir  wollen  nun  auch  noch  die  I$edii)gung8(;loichung  des  Schnei- 
dens der  beiden  durch  die  Gleicbangen  57)  cbarakterisirten  Gera- 
den Sachen. 

Die  Gleichungen  unserer  beiden  Geraden  sind  uach  dem  Obi- 
gen auch : 

I 
I 

~sr-  r,  -  as,  ' 

■ 

Sollen  nun  die  beiden  Geraden  aleh  «ebneiden,  eo  nflaaen  diese 

Gleichungen  durch  dieselben  Werthe  von  y,  z  erllsllt  werden 
kennen,  und  die  Werthe  tou  x,  y,  welche  dieser  Bedingung 
genügen,  hestimroen  dann  die  Coordinaten  des  DurcbuchnittS' 
punkts  der  Ueideo  Geraden.   Setzen  wir,  dies  vorausge«»etzt. 
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^— «o  _  3/  — _  g  — Cb  _  ^  ^ 

Jto   -    Fo  -  Zo 

Ml  l«f: 

*  —  Co=Gf/Zo;  o; — c|  s=  Ci'Zj ; 
abo  durch  Sobtraetioo: 

«0 — «1 5=  Cri  'Xi  ^  Gq2^9 
^0— *i  =  ^1 '  ^  i  —  Gn  Vo  f 
Co — Ci  =  6i'Z|  —  GqZq, 

IMlipticitt  man  diese  drei  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 

FqZi  —  Zq2Li — A^Z|,  A^oFi — 

und  addirt  sie  dann  zu  einander,  so  erhHit  man  als  Bedingunc^s- 
gleicbuDg,  dass  die  drei  vorstehenden  Gleichungen  durch  die^el- 
Werthe  von  Gq'  and  Gi^  erfüllt  nerdcn  können»  die  Gleichung: 

•61) 

+  (co-c.)  (Ao  F,  -  roJS,)=ft 

welches  die  gesuchte  Redinguugsgleichung  des  Schiielcleiis  ist. 

Föbrt  man  för  A'„,  Z»  und  A'|,  F|,  Z|  ihre  obigen  Ans- 
drfldie  ein  ond  dividirt  die  Gleichong  dann  durch  GoGi,  so  ei^ 
Ult  man  die  folgende  Bedingnngsgieichnng: 

62) 

(«o-ffi)(XD*i-ilWi)  +  (Äb-^iX^nÄi-Äi^t) 

Nach  42)  kanik  man  die  Gleichung  61)  aach  auf  folgende  Art 
Meken:  < 

63)      {% — a^)  l  Ao,i  4-  Bo,i  CO«  (j:^)  +  Co,i  cos  («)  |  \ 

+  (^-*i)<AoaC<w(«y)+Bort+C»,tca»(y2)|  |t=0. 

+  (Co  -  Ci)  l Ao,i  cos  (2j:)  +  Bo,i  cos  (ifz) + Co,i  I  J 

Tiita  XXXIV.  II 
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Multiplicirt  man  die  drei  Gieicbungen 

Co  —    =  Oi'Zi  —  G\^'Zi\ 
sttorst  nach  der  Reihe  mit 

F|  —  Z| ,       —  A| ,       —  \ i\ 
daDo  nach  der  Reihe  mit 

Fo  —  Zq»   Zo — J!b,  Ao— Foi 

ond  addirt  sie  in  beiden  Fällen  zu  eiDander,  so  erhält  man: 

 (AoF,--  FoA.)  +  ( I'oZ,  -ZoF,)  +  (Z(,^i-.YoZO  ' 

(go-^i)(^o- ?o)  +  (60 -  Xo)  f  (ro --g,)(jro-ro) 
-        (AoFi -  FdAi)  +  (FoZ,  -ZÖFi)  +<ZoÄt-AoZ,) 

Al«o  ist  nach  dem  Obigen: 

64) 

(/in  -    )aVrAHiio-Ä,  )(Z,  ~A\)-f-(co-r|)a,-F^) 

 (rro-fi, )  ( r,  ~Z, )  -f  (60-  //,  )(Z,  -  ^, )  -|-(r-(>~c,  )(.Yt—  F,) 

y-ft,»«       ^(A,,)',  -  I'oAO^I  (        -Zu}\)  +  (ZuAi  -  AoZ,) 

(£o-fl, )( F, -  Z, ) 4-  (60-6,  )(Z,— jrO-Kco-g, )( A,  -  F, )  „ 
2-C0--     (jrnFi-  Fo-S:i)+(FoZ,*ZoF|)+(ZaX,  - A'o^) 

und 

65) 

_   (oQ-ffi) ( Fo-~Zo)-|-'(6o>-/>|)(Zo~Ao)4(co~Ct)(J<r-  Fq)  ^ 
(Ab F,     FoA, )  +  ( FoZ,  -  Zb Fl) + (ZoA. -XO^T 

_    (oo-OiXFo-Zo)  -f  (A,.~ft,)(Zft-Tn)-f  (ro-c,)f;yn--  Fp) 
-      (AoFi-  FoA',)-f(FoZ|-ZoF,)+(ZoA,-.AoZ,) 

x-c,  _  y^x{)\  ( F„Z; -  Zo'F,)  +  (Z„ A.-XZi) 

Pohrt  man  für  X^,  F«,  Z«  und  AT,,  F|,  Z,  ihre  ehigen 
Wertbe  ein,  ao  erbSit  man  leicht: 
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(ao-llI)(I;l-i^^l^f(A».-^(i^ft-if,)^<€.^^)(^,~x^) 

(a..-ii,)fL,-i1>l,)-|-(6.-6|)(i>/,-/^,)-Kc..-c,)(/r|-Xj 

©7) 

(ao->ai)(i;>.— ^/.Oi(^/.-6t)(il!fo--Aro)-F(c..-c,)(Ar„--Lo) 

_    (a..-ff|)(L.,~  itl.)-t-(6..-6|)(;T/..-irj-f(c..~C|)(iro-£..) 

Setzen  ivir  der  Kürze  wegen: 

68) 

Ü,  =  (a.,  -  u,)  ( 1  „  —  Z.)  +  (6«  —  i,H-<^ 0  —  A„)  +  (c„  —  c,;  (Ä„  —  YJ), 

üt =(•.-«,)(  F,  -  z, ) + («,  -  6, )    -    + («.  -  c, )  ( jr,  _  r,)  i 

tio  ist  nach  64)  und  65): 
aUo: 

Aof  iboliche  Art  ist,  wenn  wir 

70) 

F,=(ao— «iXl^o-ilfp)  +  (6o-Ai)(Jfo-J:j  +  (Co-Ci)(i:„-Z.o), 
F, = (au  -     (X»  -  ilf,)  +  (6o  -  60  (ilfx  -  iTJ  +  (c, - c»)  ) 
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seizea,  nach  66)  und  67): 

£JZ^— Zl  y  — _  ^1  g  — gp  _  Fl 

aUo: 

71)   ...    .  >Viii-F,X*„  ' 


5.  14. 

Wir  \vollen  jetzt  die  Gleichungen  der  Geraden  suchen,  welche 
durch  den  gegebenen  Punkt  {(iibiCi)  geht,  und  aiii  der  durch  die 
Gleichungen 

A'o  I»o         ^«  - 

charakterislrtefi  (Geraden  senkrecht  steht;  zuj^leifh  sollen  die  Coor 
dinati  ri  tl(  s  Dnicbschnittspniilcfs  des  Perpendikels  mit  der  gege- 
benen (icrulen,   und  die  I ntteriiang  des  Punkte«  («i^iQ) 
derseiben  bestimmt  werden. 

Beseichneti  wir  wieder  durch  «o>  ß^»  yo  <ite  180*  nicht  tiber- 
•  steigenden  Winicel,  welche  die  eine  der  beiden  Bichtungen  der 
gegebenen  Geraden  mit  den  positiven  Theilen  der  Aren  der 
|f>  <  einschliesst,  und  setsen: 

Xo  =;ilco8  0o  4-  Ccos/S«  BcQsyo, 

Yt^C  cosao  +    cos  jSo  +  A  cosy« » 

Zo  =  Bcosffo  +    cos/3o  4-  ^ cosjfo ; 

so  ist  n  ie  früher : 

und  die  Gleirliim^en  der  durch  die  Gi.eichungen  72)  charakteri- 
sirten  Geraden  sind  also  auch : 

an—n,,  _  y  r  —  Cp 

^0  Y D 
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Beseicbnea  lerner  Hi,  ßg,  yg  die  180®  nicht  flbersteiganden 
Wnikely  welche  die  eine  der  beiden  Richtungen  dee  geeucbten 
Perpendikels  mit  den  posHiven.  Tbeilen  der  Axen  der  % 
«oecUieBSty  mid  wird 

Xg  =  Aconag     Ccoe ßg-^-B ca»fg  • 

Fl  =:  CcosoTi  +  ^  cos/?,  +  A  cos  , 

Zg  slf  coeofi  •|-'^coe/3i -f-  ^coBfg 

SÜBBeizii  so  siod  bekanntlich  im  Allgemeinen 

die  Gieichungen  des  gesuchten  Perpendikels. 

Beseieboen  wir  die  Coordinaten  dee  OarcheebDittspttnirts  der 
beiden  Geraden  durch     «,      eo  int: 

M  —  II  I        P  —  6t       W  —  Cg  ^ 

«ttd  die  Bedingung  der  Perpendicuiarität  iet  beIcenntUchs 

+  (FoZ,+ZoFi)co»(y«)  («0. 

+  (i^oJfi  +  A'qZi)  cos  (2a:)  ) 

^etzeu  wix  ouo 

ü — «1  _  e — 6|  tc  — C|  1_ 

JTi  ~    Fj        Zj  "Gl* 

fo  ist: 

li  =  C,(u~fl,).    Fl  =  6,),  2i  =  C;i(n)-Ci); 

^l)»o  >ve£jen  der  vorstehenden  iiedingungsgleichung  der  Perpen» 

t^icularität : 


+  Äi)A'o  +  (Ii  — öl)  FplC08(j?^) 

+ 1  (»— ci)  Fo  +  (r  -  6,)  Zo }  cos  (^i) 

+ Um—  «1)  2p  +  (»— ci)    \ (») 


=  0 
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+  |jroCiw(xar)+  r«»co8(yz)  +  Z«i(«-*-e|)  J 

also: 

FoCOs(j;3f)-|-;SoCos(zd:)Ktt  — a«) 
+  \  cos  {xy)  ^Yo-^Z^  cos  (yz)  |  (9  - 
+ 1  JV„  cos  (zar)  +  cos  (ifz)  +  Z„  |  (w — c«) 
=  t  jK«  -f  Fo  coB  (xjr) + 2o  C08  (s:r)  I  (ff| — Ho) 
+  I  Xo  cos  (ary)  +  l'o  4-  cos  C^/r) !  (6,  —  A«) 
•f  i    cos  (zx)  -I-  Fo  CO»  (yi)  +  2o  1  (Ci  —  Cq)« 

Verbindet  man  mit  dieser  Gleiclmng  die  ens  dem  Obigen  bekann- 
ten Gleichungen: 

U — Oq         P  — 60    W^Cq 

and  Uberlegt,  du»» 

+  { cos  (j-y)  +  Fft  +  Zocos  (^:)  |  F« 
+ 1  A'o cos (uc)  +  Fq cos  (^z)  i-  Ztt*iZ^ 
= V+  FoHÄo«+2A;  ncoe(a?y)+2  FoÄoCo«(yx)+2Zoi;,eo«(«r)=A'« 

\fit ;  HO  crhiilt  man  zur  ßestininiung  von  h,  v,  to  die  folgenden 
Forraein:  ^ 

73) 

[  .Yo  +  Fo  cos  (.r^/)  +     con  (ta-)  ]  (ffj  —  Wo) 

(  4  [JiflCos(zar)  +  J'üCos(^iJ  4  ZyJ(e,  —  Co) 
[  Ao  +  Fo  cos  (.T^)  +  Fo  cos  (xjr)]  («,  —  Oo) 

+  [A„cos(2jr)  +  FoC08(^:)  +  Zo](<^i  —  <^o) 
[A^  f  }  qCos  (xy)  +  Zo  cos  (2Jr)J  (flj  —  Oq) 

/V».(»-Ca)=3^  -f(JoCM(«.y)  +  Fo  +  2oC08(yx)](6,-6o)  J  2?o- 

+  [Aocos  (zjr)  +  Fq  coe  (yz)  +  Zq]  (Cj  —  cj 


• 
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Setxc»  vir  der  VJkn»  wegen:. 

74)  •  •  .  1|=  FyC08(j^)  +  ZoC08(za:)i(a^  — flo) 

so  ist  aucb^ 

IÄ«.  (ih — ■)  - («I  -  «o)  • 

'Bezeichnet  nun  P  die  Län^je  de^  vofi  den»  l^liikte  (<ii6|C|)  auf 
die  ^f^gebeoe  Gerade  geiaJUen  Perpendikels«  so  ist  nach  18)  be- 
kwntlicb : 


•f  2(6|— o)(C|  -ie)ee8(yi) 
+  3(ei  — »)  (rt,  — tt)  cos  (zar) . 

tmd  folglich«  weil  nach  75) 

«1    M  =  Ol — «0 — 2v*  * 

6t  —  e=6|  — ^Fo» 

U 

C|  — »  =  ci— Cq— 2yi^e 

Ist: 

+  2(^1  -  ^0  ^  1^  »"o)  («i- «I»-  ]p  ^)  eos  (yi) 

-I-  2  (ci  —  Co  —  ^  i^o)  («i  —«0-^2  -^0)  cos  (zar). 

€eberlegt  man,  dass,  wenn  £om  Entfernang  der  beiden 
Pwkte  (Oo^oCo)  ond  (ai6|C])  ▼od  einander  beaeiehnet,  nach  18} 
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«o»i*= (fli-öo)^  +  (Ä*  -60)*  +  (ci-c-u)-  +  2(aj  -öo)  (^1— *o)  cos  ia:y) 

-I- 2(6|— 60)  (ci— c^cos  (yx) 
+  2(C|— Co)  (oj— Co)  CO*»  (sjr), 

da88  ferner  ofleobar 

«=    («i-«o)-X;)  +  (*i-Äo)Fo+(ci~Co)2o 
+l(«i-flo)  n  +  (61  -Äo)^ol ciw(«y) 

+  1(61  — 6ü)Zo  +  (Ci  — Co)  Fo}cofc»(iyz) 

—  Co)  JTo  +  (dl      Oo)  ^oUOii  (Mf)# 

uud  eodlich«  da^s 

jr»=2;>HFoH  V+SlTo  F;,cos(j:y)+2  roZoCos(^^:)+2Zo.VoCüs(zj:> 

iaU  «rhilt  man  durch  leicbte  Entwickeloiifp  de«  obigeo  Aas- 
dnicl»  fon  1**  auf  der  Stelle  die  GleichuDg: 

also: 

Nun  Ut  aber  bekanntiich  auch  > 
-^1*+  Ft«+ZiH2^,  FiCos(:i;y)  +  2  ^;Z^co8(^I)+2ZJlA\co8(«r)=^^ 
also  nach  dem  Obigen: 

IC»— fli)H(i»— ^i)H(w— Ci)a+2(«— Äi)(©-^i)cee(«y)  \ 
+  '2{o-öi)  iw—ci)  €üö(^i)  V  =iY», 
+2(iO'-ei)(»— ai)coa(Mr}  / 

i'olgUcb  offeubar 
77)    .   .   .     G^apa^^^^  Cri=::l:^; 

und  daher : 

also  weil  nach  75): 
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bt: 


wt  oäcb  32): 

_  J^i  •¥  FiCO»(jgy)  -f.     cos  (rar) 

VOBVi  —  Jy-   » 

C0«/|  —  -  ^  1 

«■d  mau  erhalt  daher  niilteUt  der  Forineiii  79)  leicht  die  folgeo- 
des  Auedrficke: 

80) 

aj  +  (6o--^i)co6(dry)-f-(c^-T*Ci)cos(£v) 


+  jji  (•^^)  +  lo  +     cos  (yi)] 


P€oe|i  ssdb-^  JI 

+  yi£-*e«w»(Mr)+  Foco8(yi)-f  Zo] 

od«  auch ,  weil 
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eosflv»^  —  ^' 

Pü=*    ^  • 

2L  CO«  (ftr)  -f  Fq  cos  (yg)  4-^0 
cos  yo  =  y  

ist: 

81) 

tt 

(fjo— «, )  +  (6o— 6,)  cos(ary)  +  (cq—  C|)  cos  (sar)  + 
cos  «i=J:  '  p         "  '  • 

(«tf— iii)cos(«y)  +  (Äo— 6i)  +  (Co—e,)  cos  (^z)  +  y  cos 
CMjS|a:l:  p  ~  * 

n 

cMyisdb  3^  

In  alle  dienen  Formeln  kunnte  man  nun  statt  JiQf  Yo» 
«neb  leiebt  Ko,  1^.  Mo  einfahren,  denn  weil 

-Xo«+  Fo«-|-2o'+2AoroC08(a:^)+2roV«»(i/^)+2;2?„XpC08(za:)=iV* 
ist ^  00  ist  naeb  dem  Obigen: 

also: 

82)  Gc»  = 

nnd  folglich ; 

83)  '  -^o  = 

 A^.  

 NLo^   ^  

  i^üTo 
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I 

Offmbwr  ist  nach,  depo  Vorhergehende^  auch : 
'  84) 

It  =  3'  { -  o^^os  ao  +  (^1  —  6a j  co»ß,,  f     -  c^)  eo«  |, 
i^lieh  nacli  76): 

85) 

P=:  V^o^i'-tK  — <i|)eo8ao-f(6o— 6,)cos/9o  +  (Co— Ci)co8yol*, 

•reicher  Ausdruck  also  für  ]c,]g^  u^mz  beliebige  CoordinateB- 
System  gilt  lieo  aoa  64)  folgenden  Auadroek: 

8$) 

fcanD  niaa  leicht  in  die  Formeln  81)  ond  auch  in  die  unmittelbar 
7Ü)  «ich  etgehenden  Forraelo: 

1  fl 


einfahren. 


Die  GleicJiunc.Mi  des  von  dorn  i^inkte  (0|^€|)  auf  die  gege> 
bene  Gerade  gefällte»  Perpendikel«  aind ; 


ffn  Jfp-qi     y— 6,  1— c, 

w)  .  .  .  .    -j^=z^  =  -jjj, 

afeo  nach  87): 

89) 

(«o-«i)iV+ JjCo  (Äo-6|)A+j}  Ko  (co-c,)2V+^Zo' 
die  njan  leicht  noch  auf  verschiedene  Arten  echreihen  konnte. 

j.  15. 

Wir  wellen  mw  die  kaneeete  Entremong  der  beMen  durch 
die  GJeicbiingen 
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90)  .    JTo  -  1,0  -  Äo  • 

charakterisirten  Geraden  von  einander,  welche  bekanntlich  die 
auf  diesen  beiden  Geraden  zugleich  senkrecht  stehende  Gerade 
ist,  bestimmen. 

BMeichnen  wir  die  I80o  nicht  flberstei|;endeD  Wiolcel,  welche 
eine  der  beiden  Richtungen  der  ersten  und  der  avrelten  Geraden 
mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der  x,  y,  %  eineclilleset» 
raspeetive  dnreh     ,  ß{y,  /o  '  ßi*  7i  f  e^so 

Yq  =  Ccos  «0  -|-  ^  cos  ßo-i-  A  cos  , 
Zq  SS  Beo9aQ  -^A  cmßo  -|*  cos/o 

und 

92).  .  .  {  FlSsCeoBal'^^^cMß^  i-  AeoBfi» 


SO  sind  die  Gleichungen  der  beiden  gegebenen  Geraden  bekanat- 
lieh  auch:  , 

■Xo  ^0 

-  n  "  ^1  • 

und  wenn  wir  ebne  Beslehnng  der  oberen  und  unteren  ^Zeichen 
auf  einander: 

94)  0^=^ 

■   ,  ^  „  ^   

'  I  -i/oH2ir4)i,oC06(jr^)+2LoifoC08fy2)+t^ifo^oCo«(«^)' 


±77 


V^Ki^-tLg^i^JUi*  -h^i^  cos  (o;^)  cos  (yz)    2Jf|    cos  (ix) 

setaen;  so  ist: 
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.  Neue  Theorie  der  geraden  Uiüe  im  Räume  ujtui  der  Ebene,  lö5 

(  Äi^GiMi,   Fj SS GgLi,  Z|  SS  d Üff. 

f^ezeichnen  wir  die  Coordinaten  der  Durclischnittspunkte  der 
kürzesten  Entfernung  mit  den  beiden  gegebenen  Geraden  durch 
^o-  3^o.  2o  "nd  ^1 .  2^1 »  2i .  80  sind  nach  47)  oder  48)  die  (ilei- 
cbuogen  der  kürzesteu  Entfernung: 

J^^^o  _  .V~.Vo  i—*o 

oder 

aoch  haben  wir  die  folgenden  Gleichungen: 

^—fp  _  yp    ftp        —  g<)  ^  ^ 

-    Zo  ' 


Weil  die  kaneste  Entfernaiig  auf  den  beiden  gegebenen  Ge- 
laden senicrecht  steht,  so  haben  wir  wegen  ihrer  obigen  Glei- 
choogen  and  der  aw^iten  nnd  dritten  der  Gleiehnngen  46)  offen» 
bar  die  beiden  foigenden  Gleichungen: 

(aro— OTi)  cos    -I-  (y,» — y^)  co4»  ft> + (x^  —  Si)  cos  yo  =  0, 
(^0  —^i )  cos  cfi  +      — .Vj  )  CO  i3i  +  (:o  -     cos  Yi=0; 
also,  11  eil  nach  dem  Vorhergehenden: 

xo— iio=  Co'Ao,         64,=  6V>'o,  2o— <?o=G^o'^o; 
xt—a^zsGi'Äi,  yi-fti=Ct'r,,  3i-ei=r6|'Zi 
uud  folglich 

yo  -  y  I » *ö  -  Ä| + c?o'  Fo  -  C| '  Fl , 

So  —    =Co— Ci  +  Gq'Zq  — 

ist: 

(a0^ai)eo9ao  +  (6o— 6i)co8  j?»  +  (cq  -  Cj) cos 

+  (Xo cwtto  -k-  FqCos ßo  +  ^cos/o)  Co'  }  =0, 

— (^i  cos  «0  +  i  i  cos  Po  +  Z|  cos  yo)  ' 
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'    +  ( Ao  cos  «1  -f-  To  CO»  ft  +  Zo  cos  ix^Gi}  [  «  Ol 
cos «1  -l-  Fg  cos    -|-  Zi  cosyi)  (»i'  / 

Nadi  35)  Ist: 

Jl^  cos  Oo  +  1  o  cos  jSo  -f  ^0  CO«  yo  = 

Qod  wenn  wir  den  von  -den  beiden  gegebenen  Gemden  ehige- 
edilossenen  Winirel»  weicher  den  beiden  dnrch  die  Winifel  u^j  ß^» 
und  ogfßifft  bestimmten  Richtungen  derselben  entspricht,  dnrch 
Wq,i  lieseichneo,  so  ist  nach  ä6): 

^cos«!  +  Focos/?!  +  ZoCosy^  =iVco5Ho,i, 

Xi  cose^  -f  Fl  cos A> + %  oMy^sz  iVeos  W^i» 

Also  ist  nsch  dem  Obigen :  . 

(oi  —  o^)  cos  oo  +  (6|  —  6o)  cos  ßo  +  (ci  — cos 

(ai— ao)cosa|  +  (6i  —  6o)  cosjSi  +  (^i  —Cf^cosfi 
=s  cos       .Aöe'  —  ^Ox*\ 

adtMst  welilfer  bfilden  Eichungen  NG^'  vnd  NGiU  nleo  auch 
Cro'  ond  Cr,'  bestimmt  werden  kOnneo. 

Nsch  kicbter  KecliimDg  erb&lt  man  anf  diese  Weise : 

96) 

I(oi  —  «o)  (cos «0 — cos ffi  cos  ff  o»l ) 
-f  (6|  -6o)(COsA|-rCOS  A  cos  H^o.!) 
+  (^1  —  Co)  (cos        coä    coö  H  ü,j  j , 
J     (fl,  —  do)  (cos  «1  —  cos  oö  cos  W^,x  ) 

^  +(c,-Co) 


slDlFo»i*-^Ct'=~i  ^o)(cosA— cosA,cosFo,i) 

»)  (cos  yi  —  cos  yo  cos  H'o»i ). 


Hat  man  auf  diese  Art  Gq*  and  Gi*  bestimmt,  so  ist  nach 
dem  Obigen: 

  1  j:o=att+  Gq'Xq  ,       =  *<>+ ^ti'  ^0 »    *o  =  <Jo+  ^o'^ü  i 

Ix^^üx^Gx'X,,  ^|=6i-f(;,'Fi,  2g=sct-|-c;i% ; 

wo  mah  IBr  X^,  F^,  Zq  Und  F,,  Z^  auch  ihre  Werths 
ans  91)  und  90  oder  ms  96)  einObren  fcaaB^ 


Digitized  by  Google 


Herne  fkeo^ie  der  gereOen  UM  im  ITmme  mul  d$r  S^nm,  167 

Will  man  die  Winkel  a^,,  ß^,  Yo  ß\*  Yt  ganz  eUmiiil* 

res,  so  liat  man  nach  32)  die  folgenden  Formeln: 

98) 

coan^is:  —  — 

—         ^^M)  -f  ^'o  +  ^  coa  (yx) 
eoap0  —  —     i .         ^  i  .  T  f 

-f-  F|  cos (jr^)  -f-  jZ|  cog(M;) 
eoa«!  =  » 

^^.Ä  _     C0M(j:|f)  4  r,  -f  Zi  coa(yg) 
cos^i  =  , 

oder,  H-o  keine  Beziehung  der  Zeichen  auf  einander  in  den  bei* 
<^en  folgenden  SyüCeiuen  Statt  findet: 


....  eoc% 

X'o  -f-  i<n  COS  {xy)  +  ^(|eog(:i*) 


-.^  KnCOfi(xff)  -I-  X|,  +  ^oCO»(y£)   

cos/o 

_^  ^oCOS(£.r)  -f  //tfC<i»(yt)  -f  iH,  . 


eotO] 

 A|  -f-  ^  cos(xi/)  ^  Ml  CO»  (:^)   


V  KiHL^ H^iH2«i  L, CQB(a:y)^'ZL^MiCOBiifx)-^2Mi  ci>a(») 

'coa/I| 

 ^iCO»  (.r^)  +  />i  -f  if/j  cos  (yz)  ^  


in  AnweBdiiog  za  bringen. 


168  drunerl:   Die  allgemeinsten  Cetette  der  Krymiioifra^iäe. 
Ans  den  beiden  Gleichungen 

folgt»  wenn  Cro>i  eioeo  gewiesen  Factor  bexeiehnet: 
|fö  — Jfi  =  €?o.i(coeyoCoeBi— ooee^coey^), 

oder  nacb  3^: 

100)  .  .  xq — Xi  =  GonAf^i,        yt  =  Ga»i Bo,i, 

Folglich  iat  oacb  dem  Obigen: 

^o»i  ßo»i  =  ^0  ~  +  ^o'  J^o  '  ^1 » 
Gm  Cq,i  =  «b  —  Ci  +  ^o'%  ~~  Ot'Zi ; 

woratie»  wenn  mau  diese  Gleichungen  nach  der  Reibe  mit 

TqZi  —  Zo  Fl ,   ZqXi  f       Fl  —  Fo  ATi 

multiplicirt,  und  dann  zu  einander  addiit,  anf  der  Stelle  der  fol- 
gende Aufdruck  erhalten  wird: 

101)  :  €»0.1  = 

K-a, )( YoZ,-Z^r, )+(6»v-Ä, )(ZoXi-jro^|)-Kco-C|)(AoFi-  V^X,) 
Ao»i  (  Fo  Zi  —  Zq  l'i)  +  Bo,i  (Zo    — ^oZ|)  +  Cq,!  ( Ap  Fi  —  F©  Aj) 

Folglich  ist  nach  42): 

102) 

I  Ao,i  +  üon  cos  (ary)  +  Co,i  cos  {zx)  \  (oo— «i) 

+ 1  Aoti  coe(d^)  +      +  Co.i  C08(yi)) 

^  +  t  Ao,i  COR  (la-)  -f^Bo,,  cos  (^;)  4-  Cp,!  i  (cp  —  c, )   

1  Ao,iHboaHCoaH2ÄoriB«aCos(^y)+2Bo,iCo,iC08^^^  l  ' 

f  +2Co„  Ao,iCoe(«;)  f 

Beielclinen  wir  jetst  die  kfirteete  Entfernung  der  beiden  ge- 
gebenem Geraden  ^en  ehiander  durch      »  «e  iat  nach  18)  und  100): 
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,  4  2 Ao.i  Bo,i  CO«      + 2Bo,i  Co,i  co«  (yx)  +2Co»i  Ao.i  co»  (zar)  |, 

äck  ]02)y  weiiii  Mo  in  dem  felgeoden  Ansdracke  das  obere 
r  uDtere  Zeicbeo  nitnint,  Jeaacbdein  der  Zibler  d^  Brocbe 
itiT  oder  negaÜr  let: 

103) 

I  Aoii  +  B^>,|  eoe(dEy)  +  ooe(up)Keo-*ai) 

+  { Ao,i  cos  {xy)  +  Bo,!  +  Co,i  cos  (yt)  |  (6o  —  h{) 
r     _^  4.  cos(2J:)  -|-  Bq.,  cos  (yt)  -f  Cy,,  j  fa— ^i) 

^        ^  J  A^i*+ßÄ.i*+Con»+2Ao.i  Bo»!  coB(«y)  * 
(  +2Bo,iCo,iCos(y2)4-2Coa  Ao,iCOs(xjr) 

Illach  44)  iet 

104) 

i.ri  Aoa*+BoaHCott*+2Ao,i«otieee(ay)  7 

'     '    +2Bo„Cg,iC08(^2)+2Co,iAo,iC08(2«)  ' 

was  man  aoeh  in  den  vorigen  Anadmck  för  den  Nenner»  einfllb- 
kaonte. 


Aus  lOJ)  und  42),  io  VerbiuduDg  mit  104),  erbSlt  man  aucb 
Jcicbt : 

105) 

und  kann  für  JT,^,  Fq,  und  X^,  K|y  in  diese  Formel  ancb 
Webt  die  Aaadrficke  ti6)  in  Verbindang  mit  94)  einfflbreii. 


Bweitee  K»ptt«l. 

Die  Ebene. 

j.  16. 

Um  die  allgemeiiie  Glelebong  der  Ebene  10  finden«  wollen  wir 
dtaaalbe  belraditen  ala  den  Ort  aller  der  Geraden ,  welche  anf 

Theii  XXXIV.  *  la 
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•ioer  gegebenen  Geraden  in  tinem  gegebenen  Ptmkt^  Deisel- 
beo  eenkreefat  eteben»  so  daee  wif  ans  also  die  Ebene  beeckrie- 
ben  oder  entstanden  denken  durch  den  einen  Sebenlcel  eines  m 
eeloen  andern,  ahf  eine  feate  Gerade  im  Räume  gedachten  Scben- 
bet  eich  berambewegenden  rechten  Winkels.  Oemnacb  denken 
wir  uns,  uro  die  allgemeine  Gleichung  der  Ebene  zu  entwickeln, 
eine  durch  den  Punkt  {abc)  gehende  feste  Gerade,  deren  eine 
Richtung  mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der  x,y^z  die  180** 
nicht  öbersteigendei)  Winkel  a,  |3,  }  cinbchiiesst.  Die  Gleichun- 
gen  dieser  Geraden  äiiul  nach  i.  lu) : 

coea  • 

C08j3 

eoay 

Die  Gleichungen  einer  zweiten  darch  den  Punkt  {abc)  gehenden 
beliebigen  Geraden  aeien: 

(g— g)  -f  (y  ~  6)  cos  jxy)  -{-{z  —  c)co8  {zx) 

cos  B 

jx  —  a)  cos  (jfy)  -f  (y — 6)  -f  (g— >  e)  cos  (yz) 

coso 

^ {x— a) cos (tx) -f  ( .V  —    cos (yi) -§-(»— c) 

cosc> 

Seil  nnn  die  sirelte  Gerade  anf  der  ersten  aeokreebt  atehen,  ao 
nnaa  nach  I.  46),  wenn  wir 

A's&ilcoao  CcoejS^  iBcoay, 
Fs  Ceoacr -|- 1$  coa  ß il  eoa  y , 

Z  =i^co8a-|-<4co8^-f  ^cosy 

nnd 

2  s  ilcoa6 -f  Ccea  Ol  4  Üeoa  (5 , 

9^s=Ceo80-f  ^^coso-f  cosö, 
3;=£co8  0-f  ilcoaca  -f  cosü 

aetaen, 

4        YX)0m{^)  4  (F8^2V)con(9f)4(Z^+iK8)cnfl(«r> 
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sein  ,  welche  Gleichung,  w  eil  dii»  zi^eife  Gerade  nicht  als  fe»t 
aüd  unveränderlich  wie  die  cr^fe  aul^efasst  wird,  uoabliäiigig  yoo 
bestiiDinteD  Werthen  von  B,  m,  Q  «Statt  finden  iniiM. 

Nach  d«m  Obigen  ist  abets 

G  eo6  »£=:  (a?— a)  co»  (xy)  +  (^_^)^(x^e)  cos  (y?) , 

«bo: 


+  { Jl  cos  ixy)  +  C+  Ä  cos  (yi)  I  (  ^) 
.  +(Jci»(«f)+Ccw(^)+ÄK*-.*), 

+ 1  Cco«  (20:)  +  ]5  cos  (yj)  +  ^  j  (2  —  c) , 

Cr5«   fÄ+i<co«(apy)+tfcos(za:)|(ar— a) 

+  i cos  (jry)  +  i4  +    cos  (3^:)  I  (y  —  6) 
+ l^co«  (s«) + i4  cos  (yi) + l  (2  —  c) ; 


Qod  mittelst  leichter  Recbauag  iiodet  man: 


ilcos(a:y)  +  C+Bcos(yt)  =  0, 


3)  ....  <  CeM(«y)-|-a»^il€e«(y^»iir, 


•Ik»  nach  dem  Obigen: 

«=ir(;r-.aj,   G»=iV(y-6),  C5==iV(»^e). 

Wir  beben  defcer^Tweftn  wir  dieebige  Glelchnng  zwischen  A ,  1 ,  l 
I»  V,  5  mit  Cr  nnltfpliciren  nnd  für  C^,  Gp,        ihre  vor- 
Menden  Wertbe  ^tieo,  die  folgende  Gieicbung: 


B  -i-  ^  cos  (oiy)  -I-    cos  (tx)  =0« 


Äc<ie(ftr)  +  i4co8(yz)  +  tf  =  iV; 
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^(a;— a)+F(y-6)  +  Z(z  — c)  \ 
+  Wy-6)+F(a?-«)]co«(a^)  ( 
+  \Y{z  —  c)  +  Z(y— 6)Jcos(^^s)  L 
+  [Z(jr— a)  +         c}]€os(»r)  ' 

Al«o  ist  die  gesachte  Gleicbang  der  Ebene: 

+  1  6)+  F(ir— o))co«(«y) 

+  {F(x  — c)  +Z(^-6jjcos(.y2) 
+  a)  +  JC(x  ~c)|co«(tjp) 

oder; 

5)  .  .  .  Fcos(a;y)-|'^co8(Kr)i(dr— «)  . 

Nach  I.  31)  Ist  aber: 

+  Fcoe  (jcy)  -|-  ZcosCiur) = i^cos  «, 

Acos  (a:^)  +  F  +  Z  co«  (yz)  =:Nco6  ß , 

also  ist: 

6)  .  .  .  (x<-^a)oasa'|*(jf— 6)cos^-|'(s-^e)cosy8  0 

die  Gleicbaog  der  £beoe. 

Gebt  diese  Ebene  fiberbaupt  durch  den  PuiÜEt  ifyh),  so  dass 
also  dieser  Punkt  ein  Punkt  der  Ebene  ist,  so  ist  nach  6): 

(/*—  a)  cos  ff  +    —  6)  cos  /?  +  (Ä — c)  cos  y  =  0 , 

folglich,  weon  man  diese  Gleichung  von  6)  absiebt: 

7)  .  •  .  (x— /)cos«'|-(jf--|7)cos/?4-(<~A)co8yssO 
die  Gieiefaung  jler  Ebene. 
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5.  17. 

Jetle  durch  eioe  Gleichung  von  der  Form 

8)  «(«-o)  +  X(y— +         e)aft  • 

charakteriairte  Fläche  iet  eine  durch  den  Punkt  (abc)  gehende  £h6oe. 

Mao  nehme  In  der  durch  die  Gleichung  8)  charakterieirten 
niche  sirel  beliebige  Punkte  (foffo^o)  uod  (fiffihi)  ao,  s6  lat: 

K(ft       + j;to,-6)+JfA-.r)s=0; 
«lue  durch  Subtraction: 

Legt  man  nun  durch  die  beiden  Punkte  {fogoh^  und  (/i^Ai) 
eine  Gerade,  ao  aind  nach  §*  IL  deren  Gleichungen : 

fo—fi    $i»—sfi  K—^i 

eder 

und  wenn  aUo  jetzt  (rt^)  einen  bellebigan«  aber  beatimmten  Punkt 
dicaer  Geraden  beieichnet»  ae  lat: 

.  /q— /i  ^  Ä'o— ,^1 "~  A«  -  Aj 
4ider 

t—fi  ^  0— Ai  . 
ibo»  wenn  Cr  «Inen  ge  wlaaan  Factor  beaelehnet: 

ond  folglich  nach  dem  Obigen; 

Addirt  man  hierzu  die  aus  dem  Obigen  bekannte  Gteicbuug: 

«0  erhmt  man  die  Gleichung 

uid  aiebt  alao,  dass  der  Punkt  (rt^^)  die  Gleichung 
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Ä(:r-a;  +  L(3^-6)  +  J/(s-c)=0 

befriedigt,  folglich  in  dor  dereb  dieselbe  cbaraklerieirten  Fläcbe ' 
liegt.  Da  nun  die  Penkte  (A^iAi)  vnd  (/i^iAi)  in  dieeer  VlSeiie 
beliebig  angenommeo  worden  aiod«  vnd  du  Ori^)  ein  ganz  will- 
kfibrlicber  Pankt  In  der  dnrcb  dieae  beiden  Punkte  geheodeo 
Geraden  let,  so  siebt  man ,  daas  jede  dureb  Irgend  iwel  Ponfcte 
in  der  in  Rede  stabenden  Flftcbe  gezogene  Gerade  ibrer  gansen 
Aasdebnung  nacb  in  diese  Flftcbe  OUIt,  diese  FJäebe  folglkb 
eine  Ebene  ist,  wie  bewiesen  werden  sollte.  Dass  aber  diese 
Ebene  dnreb  den  Ponkt  (abe)  geht,  oder  dass  dieser  Paukt  in 
derselben  liegt,  versteht  sich  von  «eibst,  weil  die  Gleichung 

K(:r^a)  +         6)  +  M(z^c):=zO 

dnrcb  die  Wertbe  a»     c  der  Coordlnaten  9,  yt  t  ernillt  wird. 


S.  18. 

Wir  wollen  jetzt  die  Bedingungs^leichungen  suchen,  welche 
erfüllt  sein  müssen,  wenn  eine  Ebene  und  eine  Gerade»  deren 
Gleichungen  beziebuogsfieise 

9)    .  .  .   i:(af^a)+Z(y— +  Jlf(z— c)=jO 

und 

iftv  »—oq    ii^h  _  ir  <?o 

 ho  Mo 

sind,  auf  einander  senkrecht  stehen  sollen. 

Bezeichnen  wir  die  180^  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche 
die  eine  der  beiden  Richtongeo  der  dureh  die  Gleichungen  10) 
cbarakterisirten  Geraden  mit  den  positiven  Tbeilen  der  Axen  der 
Xtfß,%  elnsebliesst»  dnrcb  «b*  A»  7o»  no  iat  naeb  {.  16.  die 
Gletobnng  der  dnrcb  den  Pankt  {abe)  gebenden ,  avf  der  in  Ked« 
stebendea  Geraden  senkrecht  stabenden  Ebene: 

{x-—a) co&Uf^  +  cos^0  +  (2  —  c) cosyo  =  0  *) ; 


*)  Zum  UeberfliMt  kaoo  oiaa,  diu«  im  üllgemein^o  durch  ^ie  tiieidiuiig 
I)  •  .  .  (d;^/)cosa-f  (y— 9)eosj3-f  (x — A)cos9rsO 

eine  dnrch  den  Pankt  (fgh)  gehernic  Elirne  dargestellt  wird,  welche  auf 
ciru-r  Geraden,  deren  eine  Uiclitiing  ink  lieii  |)fi«itiveii  Theilcn  4er  AzfQ 
der  ijj  z  die  180*^'  nicht  übersteigenden  Winkel  a,  ^,  y  einschliaMtt 
senkrecht  steht.  Jetzt  noch  besoodert  auf  folgende  Art  heweisen. 

Datt  dio  in  Rvde  atehaade  GleichiiBf  eist  darqb  4«n  Faniit  {/ID 
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\  und  da  nun  mit  dieser  Ebene  die  durch  die  Gleichun«^  9)  rharak- 
terisirfe,  ir1e»cfifalls  durch  den  PiinU  («6c)  gehende  Ebene  zusam- 
meolallen  muss,  wenn  sie  auf  der  durch  die  Gieicbnogeo  ]0) 
efcarakterisirten  Geraden  senkrecht  stebCQ  soU^  80  muM»  wenn 

I  G  eineo  gewisseD  Factor  bezeichnot: 


jrheniff  l-^bpn«»  Harstellt,  foIq:f  nniniUelhar  ans  §.  17,  I«l  imn  {ubc)  der 
DurcYist  ]initL<<punkt  dieser  Ebene  mit  der  Geraden,  deren  eine  Uichtung 
mit  den  pAHitiven  TUeilen  der  Axen  der  J?,  f/.  3  die  180**  nicht  fib^r- 
iteij^eadeo  Winkel  a,  /f,  y  einschiiesiit,  «u  iüt  nach  1): 

^  ...  (a>-/)cosa-|-(6^jr)€o«/S4-(c— A)coayssO» 
«Im»  ,  «MM  man  t)  von  1)  toMraMrf  t 

3)  .  .  .  .     — a)cos«  +  (y— 6)ca8ß+(2— c)co«y^=0  * 

dBe  Gleidmaip  ^er, Ebene.  Zieht  man  nun  von  irgend  einem  Punkte 
ifSWtk^  dieser  Ebene  ondl  dem  Punkte  {aöc')  eine  Gerade,  und  beselch- 
«ei  die  180<>  nicht  ubereteigenden  Winkel,  welche  die  eine  Bichtni^ 
die«irr  Geraden  mit  den  poittiven  Theilen  der  Axen  der  |r,  %  ein- 
acMicaal,  dnreh  ^,  o»,  G,  ao  sind  belumntlidi 

{X'^a)-{- {y  —  b)co»  ( xy)  -f  (2 — c)  C06  {zx) 
 (a? —  o)  QQB{xji)  \  (,y-'b)-\r   — c)  cos  (^z) 

~^  cos  CO 

.  C08C> 
die  Gieichmigen  dieter  43eraden,  und  ^fr  können  alae  aelMn: 

(j:— fl)  +     —  6)co8(ar;y)  +  (2  —  c)  cos  (»)  =  Crcos^»  * 
Or— a)co8(d;y)-|-(y — 6)  +  (s— c)co8(|rt)asCrcas»> 
lx^ü)tM(tx)  +  (y— 6)co8(5rx)  +  (»— e)  =  6€08S; 

wo  jetzt  X,  y.  %  die  Cuordinatcn  dct  in  Kcde  titehenden ,  in  der  Ebene 
angenommenen  runkit-s  bezeicbneo.  Mnltiplieiren  wir  dieüe  (xleichnn- 
gen  nach  der  Reihe  mit 

C,  B;   C,      Ai  B,  A,  ^ 

nd  nddire  ale  Sn  jedem  Falle  in  einander,  ao  erhalten  wir  mit  Rnclc-  , 
•Uli  mif  die  Gleiehnngen  $•  10. 1),  1),  3)  «nd  die  dortigen  Wartiie  ron 

I, 

iV(jr-a)  =  «,   A(y-6)  =  C?P,  iV(2-c)=6'5; 

•Ina  vagen  der  Gloiehnng  8); 

« 

X  C08  a  ^  P  cos  ^  -f  $  cos^ = 0 , 
ond  folglich  nach  1.  88)  t 
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E=GcoBao,  LssGcQsAßo^  M=sGco»fo 
seiD.  SetsoD  wir  mm 

JSoSzMcoBOo'^GeoafQ'jrBcoByi^t 

Z^y  —  B  cosoq  \^  JlcoH/5o  h  cosyo» 

«0  sind  die  Gleieiiiingen  der  durcli  die  Gleicbongen  10)  eharak 
terisirteo  Geraden  tieltanotlicb  euch: 

g  — flg  _     6«  _  x—gp 

-J^o 

nnd  es  ist  folglich,  wenn  Uro         gewissen  Factor  beseicbaot; 

t 

also: 

iS;>=:  G^^CJcoso^H'  CcosA)  4  BeosTb), 

=  Go(Ccosoro*f  3$co6/?o  +  ifeosyo)> 
IUq=  Gq  (i^ cüs  OQ-f  ^  cos^o  -f    cos  yo) ; 

folglich  nach  dem  Obigen: 

^0-  ^  (^^        +  S 
also  sind  die  gesuchten  Bediogongsgleicbungen  offenbar: 

Aus  den  Torstebenden  AusdHIeken  yon  JITo»  ^olgt  audi: 


f Fcos(a^.y)  -f-ZeoB(i;r)J 
+  P{jrcos(ary)+  F  +  Zcos(3^2)|  [=0 
-f  SiJCcos(2d;)'f  YQO%{yi)-^Z\ 

oder 

4  (11?+  FI)  cos  («y)  +  ( FS+      cosCv:)+(  W  Jr8)cos(Mr) 

Folglich  stehen  nach  f.  ifi)  die  beidfn  vorher  betrachteten  Gerades  auf 
einander  senkrecht,  und  da  dies  in  gleicher  Weise  von  jeder  in  der 
£l»«a«  gesogenea  Geraden  giU,,eo  ist  der  Sats  bewiesen. 


=0. 


V 
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i^o  4-    CO«  (ay)  -|-  Jl^co»  (») 

!Ä  [iH-  CcM  (jry)  -I-    cos  (xa:)] 
+ilf[Ä+  J  CO«  {Xji)  ^  €  CO«  («)] 

cüs  {xy)  +     +  ü/o  COS  (y«) 
+  h  t  Cco«  (j^)  +  ]Ö  +  ^  CO«  (ys)  J 

iroCM(s;r)4-  Z/o  cos  (yz)  + 

if[ilco«(»r)  -f  Cco«(y2)<f  ^] 

•f if[0CM(»P)-|-4cM(9S)-f 

Coigiich  nach  1),  2),  3): 

G 

i^o  cos  («:)  +     cos  (yi)  +  Mo=^^  NM; 

daher  lassen  sich  die  gesuchten  Bediogungsgleichoogen  auch  auf 
foJgeode  Art  aosdräcken: 

 X  

Kq  cos  (ary)  +      +  ^^o  co«  (y*) 

 ^  

CO«  (2^)  4-     CO«  (yx)  4-  Jfo ' 

Nach  dem  Vorhergebendea  haben  wir  zugleich  die  tolgenden 
Relationen : 

NMM^^^iKB-tJjA-^MiljiMoCOBiza!)  -|-i^co«(y2) 
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welche  dazu  dienen,  di«  ChPSssen 

KM-^LC^MB,  KC-^LJ^^MM,  KBi^LA^M 
durch  die  GKteMo  ' 

Eq-^Lq  cos  (jy;  +  Mo^otn  (lar) ,    Ä'o  coa  {icy)  +  A>  +      «^^^  (^*) » 

auszudräci^eo»  und  umgekehrt 

§.  19. 

Es  sei  jetet  wieder 

12!)  iC(a?— 41) +X{f-ir)  +  yir(i—c)  =  0 

die  Gletchang  einer  Ebeoe»  niid  een  ^e  Cieimde  so  bestimmeD, 
welche  durch  den  gegebenen  Punkt  («oftoCo)  gebt,  und  auf  der 
durch  diese  Gleitfbnng  ^egebeoen  Ebene  senlrecbt  steht. 

Die  von  der  einen  der  beiden  Rirfitun^en  der  gesuchten  Ge- 
raden mit  den  positiven  Theilen    der  Axen  der  a: ,  y,  z  einne 
schlossenen,  180^^  nicht  übersteigenden  Wiokel  seien  tXQ,  ß^y,  /o- 
80  ist  nach  §.  16.  die  Gleichung  der  durch  die  Gleichung  12)  cha- 
nkterisirten  Ebeue  such : . 

u)cos  ofo  +  (f — ^)eos  ßo  +  (t— c)cesyo  =  0, 

also,  wenn  Gq  eineu  gewissen  Factor  bezeichnet,  uacb  12): 

.  cosc^ssC^lf,  timfi^^Goffp,  vw^ssGJ^, 

Setzen  wir  nun  '> 

J:^  SS  Hees 0^  -f  Ccos  A»  +  Bcos/q, 
FossCeossb-f  4- ^coe/o> 

so  ist  Dach  I.  33): 

JQ)  OOS    -f     cos^  +  Zq  cos^p  sss  N, 
also  nach  dem  Obigen: 

Go    JTo  + 1-  Fo  +  MZfi  =  N. 

Zugleich  ist  aber 
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nd  Mglich  nacli  den  ¥«riiefgebend«D  ofrnibtf : 

13)  <^o=±Sf^^^^^^^^^^^g^» 

vroraus  danu  ferner  «0,  ß^,      niiUeUt  der  Formeln: 

14)  •  .  •  coso^zsIroC»  99ßßoBGoLt  coeyoZzzGoM 

gefunden  werden,  \md  daher  die  gesuchte,  durch  d#0  Punkt 
(«060^)  gehende  Gerade  vollkommen  beeümmt  ist* 

Die  Gleichungen  dieser  Geraden  sind  nach  L  23): 

""35"  "*  ' 

«Uo  nach  dem  Obigen: 

Bezeichnen  wir  die  Coordlnaten  des  DurchschiiiCtspnnkts  den 
Perpendikele  jnit  der  gegebenen  Ebene  durch  f,p,};  so  hab^ 
wir  zu  deren  Beetimmttpg  Mcb  12)  und  16)  die  folgeadeB  Glei- 
dnogen: 

leer— II)  +  Z-(9— «  +  Jfö— c)  =  0, 

deren'  eiete  man  udi  nnter  der  foigeoden  Form  daretellen  kaoo: 
end  Mt2t  man  mta  der  Kflrse  wegen : 

 y — gp      _      1?»— &o  Lirfö  I 

Mk-^CLi-BM'^  CKi-T^L-k^AM"  BK-^AL^ÜM-^^  ' 
ae  iat 

*(a— oo)  +  X'(A  -  *o)  +  itf  (c- 


4 
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und  zur  Bestimmung  der  Coordinatea  jr«  9,  |  hat  laan  nacb  de« 
Obigeo  die  folgeodeo  Formeln: 

IX-Ao^  €?o'(Äi^+  CLi^BM), 

welche  man  nach  dem  Obigen  aoeh  unter  der  folgenden  Form 
daratellen  känüi 

17*)  if— «o^-^-Xo»  V— fto=^Jo»  ^=^^- 

Beseiehnen  wir  nun  die  Lftnge  des  von  dem  Punkte  (ao4o^) 
anf  die  gegebene  Ebene  geftllten  Perpendiliels  durch  so  ist 
bekanntlich : 

abo  nach  dem  Vorhergehenden: 

/>o»=  ^^-^0*+  Fo*+  Zo«+2A'o  r,  cos  (.ry) 

ond  folglich  nach  einer  schon  oft  angewandten  Formel: 
Nun  ist  aber  nach  13)  nnd  16)  s 


also 

Co=  [^^^    ' 

nnd  folglich  nach  dem  Vorhergehenden  offenbart 

Po*=  Cro*tir(a^Oo)  +  L(ö-ö^  +  ilf  (c-co)P, 

also : 
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N^ue  TheorU  der  ßeraden  Linie  im  Baume  unä  der  Ebene,  \%\ 

Aam  Zeichen  geoonm«».  das«  Po  positiv  wlnl.  Fflr  Cro  ist 
der  Wertb  13)  elnsaßihrsD« 

{.  2a 

Wir  wollen  jetst  die  toa  swet  dnreli  die  Gleichangen 


19) 


(  jr|(«-Oi)+X|(y-64)+jlfi{2— cj=0 


elutrmkterisirten  Ebenen  eingeschlossenen  Winkel  V^x  bestimmen. 

Zu  flom  Ende  denken  wir  uns  auf  jede  der  beiden  Ebenen 
ein  PerjKMKlikel  errichtet,  und  bezeichnen  die  von  einer  der  bei- 
'»•fi  htiiniroii  eines  jedcfi  dieser  Perpendikel  mit  den  positiven 
iheilen  der  Axen  der  ^,  :  eingeschlossenen  Winkel  respec- 
tive  durch  a^,  /Sq,  und  Oi ,  yi.  Dann  fällt  auf  der  Stelle 
in  die  Augen,  dasa  die  Winkel  F^,!  von  den  Winkeln  dieser 
PefT^endikei  nicht  verschieden  sind ,  und  dass  es  also  bloss  auf 
die  BeeCimmang  dieser  lettteren  Winkel  ankommt. 

Setzen  wir  ohne  Besiebnog  der  oberen  and  unteren  Zeichen 
aaf  einander : 

18t  nach  dem  vorhergebenden  Paragraphen : 

cosc^ssG^JI^,  eos/)o=€rolx»»  eosy^o^^o^o; 

cos  «1  =  Cr|Äi  ,     COS  /S|  =  6r|  Xj  ,     COS  y|  =  Cr|  . 


rtr 


SS  cos  a^ -|-  Ceos  Ai  4* -ff  cos  yo  y 
=  Ceos  o^  -K 1$  eos  /3o  -f-   cos  » 

jr^ssjeosoi  -|-  Ccos/9|  -f^cosy^, 
Fgss  Ccos«!  -f  l$coe/}|  -f  ileosy^ , 
Z|sllcos«j -|-^cos/^ -f  iCcosyi 
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ist  nach  1.  36): 

N 


cos  r  o«|  —  


COS  r0»t 


_  J^x  CQggQ  4-  ^1  COS  ^0  4-     cwyo . 


also  fiacL  dem  Obigen : 


cosFe,i=  2jf  


NoQ  ist  aber: 

Fo  =  Co  (CÄo  +  BLo  +  ^il/o) » 

also: 


fol^ch  nadi  dem  Obigen: 

cos  Fo,x 

oder  nach  90): 
21)  cosFoti 


woranamcb  sttgleicb  ergiebig  dass  die  Bedlngongsgleichung,  weiche 
ermilt  sein  muss«  wenn  die  beiden  Ebenen  anfehander  seninedit 
stehen  sollen «  die  folgende  tat: 
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js;eu§  läeorie  der  geraden  Unit  im,JUmme  und  der  Ebene. 

Bq,i  =  cos  ^0  cos  «4 — Gpso^cosi^ , 
ist  uaeb  1.  44):  • 
=  +  *io.i*  +  Co,i*+ 2A<w  ß*Mi  cos(ay)  +  2Bo«  C^^  cos  (^i) 

Nun  i«t  oach  dem  ObigeD: 

Aq,i  =^  6o  6\  {L^i  —  Bi^Lg) , 

Co,i  as  G^Gi  HfLi  —  l^i); 


23)  iV^slo  Fo,i* 

-X^i)  (Iteilfi-üfai:i)co«(ta:) 

oder: 

-  AA)* + (i^iiri--ifoX,)»+ (iM;-iiJif,)» 

+  2(lMi  —  ^^i)  (ä;,!'!  -  Xo^i)  cos  (f*) 

Endlich  erhält  man  am  den  beiden  Gleichungen  21)  nnd  24) 
darch  Dirisioit: 
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26)  tangF, 


i 


Oft 


i 


21. 

WeoD  jetzt 

36)   .   .   .   Ä'(«-a)  +  L(y— 6)  +  j!f(i-c)=0 

■ 

die  Gteicbttiig  eioer  £beiie  Ist»  oDd 

i7)  .   .   .  .  —         -  Mo 

die  Glelcbongen  einer  Geraden  sind»  no  eoH  man  den  Neigungt- 
winlcel  Jq  dieser  letiteren  gegen  die  eratere  finden. 

Die  von  tier  einer»  der  Ijeideii  liichtuiitjen  der  durch  die  f^lei* 
chuni^en  "17)  charakterisirten  Geraden  mit  den  positiven  Theilen 
der  Axen  der  x,  y»  z  eingeschlossenen,  180*^  nirht  übersteigeiH 
den  WiDi^el  seien  a^,  ß^,  yoi  und  wie  gewöboücli  werde 

=  ÜCOStto  +  CC08     +  ^cos^o , 

ssiBcoau^'^Jcwß^'^  (tees/o 

gesetzt;  dann  sind  die  Gleichnngen  der  gegebenen  Geraden  be* 
Icanntiich  auch : 

Femer  denke  man  aleb  auf  die  gegebene  Ebene  ein  Ferpsn* 
dilcel  errichtet  und  bezeichne  die  von  der  einen  der  beiden  Rich- 
tungen dieses  I^erpendilcelö  mit  den  positiven  Theilen  der  Aieo 
der  j:,  i^,  2  eiiigebchlossenen,  180*^  nicht  lilier^i teigenden  Winlid 
durch  Uy  ß,  y,  Bo  ist  belcanntlicb ,  wenn  G  einen  gewissen  Fac- 
tor beseicbnet: 

eea«8sGJ:,  ewß^GL,  toBfssGM. 
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M««  ist  offenbar  «in  Jo  dem .  «bsolirtra  Werfbe  des  Coeimut 
dMS  der  beiden  Ton  diesem  Perpendikel  mit  der  gegebenen  Ge* 
fiien  eingeschlossenen  l^inlcel  gleich.   Also  ist  nach  I.  36): 

JTq  coea4  Fp  cos/?  ^     cos  y 

siu  Jo  =  J:  * 

idei  nach  dem  Obigen: 

ftiDJo=jb  ^^-jy  » 

iu  Seichen  eo  genommen»  diM  einJo  positiv  wird. 
Setsen  wir 

^=3  Jeosa-f  CcüBß-k-Bc9Bfr 

Fs  Ceoscr-|-^cos/?4'^^y» 
Z  =  Hees  o-fil  cos /3-f<f  cos  y; 

•0  ist  neck  dem  Obigen : 

vA  weil  nun  nach  1.  35) 

Xeosa-|-  Vco9  ß  -i-  ZtMfss  N, 
^h.  oach  dem  Obigen 

vA't  w  ist  offenbar: 

C    .4/  ^  • 

^0  uacb  dem  Obigen: 

•der  nach  dem  Obigen: 

«)   sin«lo» 

^(iWi^M:^^)co8^^ 

TlwU  XXXIY.  19 
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Nach  dem  Obigen  Ist  ferner»  wenn  Cro  eineo  gewiMcn» 

tor  bezeichaet: 

und  folglich,  neil  bekannUich 

JfoHFoHÄoH^A'o  1  oCOs(ar5^)+2  roZpCos(y2)+2Z.,  A>os(xar>=2V« 
ist: 



Nun  \%t  aber  oacb  1.  32): 


cos 


Afp  c<ie(^)  4-  yp  4-  ^  cos  (yz) 

ßo=   ' 


Xq  <foe H-  lo cos («z)  -f  . 
coeyo=-«  jy      ^  • 


also: 


cos 


Ool^Kai-i^ü cos, (jTjy)  -f  ilfp cos (za:) } 

-      Gq  I  Ap  cos  jxy)  Lp 
A)=  ^— 2V^  

'      QolJ;>co8(>jr)-f  X^cos(yi)  /tfpl, 
cosyo=  Jf  » 

oder  nach  dem  Obigen: 
30)  eosttp 


«osA> 

_  jrp««»(jr^)  -I-  Ai-f  i^oCOsCy;)  _^  

cosVo 

_       _  goCos(2.r)  -f  LiQ  cos  (yz)     Jfn   ' 
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■  31 )   gifi  J„  = 

 ^  (BK^AL^^(iI}f)  t  Kn  C08  (xa:)  +  Z>«  cos  (^2)  j   

^  >cJiro*+i.u*+iroH2^oi'oCo»(^y)+2x„ifucos(yi)-f-2ifoJsrocos(jj:}i 

Non  icanii  man  aber  den  ZiUor  ofenbar  anf  di«  folgend«  Form 
>lifiiiK0D  • 

+  LLo  { Ccos  (xy)  +  3^  +  <^  coa  ij/z)  I 
•f  Jfjtfo  |l»eoa(ttr)  4  Aamtyt)  -f-  IT  | 

+  jr£o  {iJco8(.r^)  +  C+/icü8(y2)| 

-I-  KM^  tü  coa  (»)  -f  Ccoa  (yx)  -f-  i7 1 

+  jLjr„  {C  +  Bco8(a:y) +ilco«(rr)| 
-I-  X Jl,  t  Ccoa  (xx)  090  (92)  4-  il} 
4  JT.  ( -f  il  coa  (^)  +  Ccoa  (»r) ) 
4-  Afl'«  I  ^co«(:r^)  4  ^  -f    coa(y2) L 

ao  daaa  alao  naeb  1)>         dar  ZUbter  offenbar 

aad  folglich  nach  31): 

32)  aiD.lo=s 

 JLL^  4  MMo)VN 

ist,  indem  man  in  allen  Ausdrücken  vun  aiuJ^  das  Zeichen  so 
nimmt,  daaa  aioJw  positiv  uirU. 

Wenn  iwei  Ebenen,  deren  Gleicbnngen: 


f  ii|(.t-iii)  +  Xi(5-6|)  +  ilf|(z-ci)==0 


13V 
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sind,  einander  parallel  sein  sollen,  so  muss  es  eine  Gerade 
die  auf  diesen  beiden  Ebenen  senkrecht  steht;  und  »ind  riui\ 
a,  ß,  y  die  180'^  nicht  übersteijrenden  Winkel,  welche  die  eiii*2 
der  4«|deo  Ricbtungeo  dieser  Geraden  mit  den  positiven  T heilen 
der  Axen  der  x,  y,  t  einschliesst ,  so  muss  nach  deai  Obigen» 
weon  G9  nod  Gi  gewUse  Factoren  bezeichnen: 

co8a=Goü:o,    coä^rrGoI'o»   cosy=  GoiJ^o  5 

also : 
folglich 

ITi     Li  Ml 
sein.   Daher  sind  die  gesuchten  BedingaogsgleichuDgen ; 

^>  

Wir  verbinden  hiermit  ziigieich  die  Entwickelung  der  C^lei- 
chaog  der  Durchscboittslinie  der  beiden  durch  die  Gleichung eo 

38)  ...  1 

«  ai)+L|(y-Ai)+Jlfi{«-c,)=:0 
cbarakterisirten  Ebenen,  insofern  dieselben  sich  schneiden. 
Die  Glelchaogen  ilieser  DnrcheehiiittsliDie  «eien: 

Änfi  Ir«»!  Äon 

Da  der  Punkt  («ci,  6.„i .  c«,,)  in  beiden  Ebenen  liegt,  so  ist: 

und  die  GieichungeD  der  beldeo  Ebeoeo  sind  alao  aacb: 
4:0(0?—  «0*1)  +     (sr— Ao«)  +  M4  (» — C0,i)=  0, 

I 

folglich  offertbar: 
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^oti  +  <^iX#o»i  +  Utfort 

vvorauü  mau,  wenn  6'o»i  einen  gewissen  Factor  tiezeicbnet» 

efbäll»  so  d«M  al«o 

37) 

Kon  '^on  '^o»i  =  -^o^*'i  -~  ^o^i  '^o^i  —  KqIU^:  KqLi  —  LqKi 
Di«  Gleichviigen  der  DurcbschnittsKnie  sind  nach  dem  Obigen: 

^   Ol  ^o>t     ^  « — ^0 *i  

wo  xiHochon  den  CoofdiDaton  «q^i,  don»  Co»i  die  xwel  folgenden 
Gleicbongen  Statt  finden: 

39) 

^0  (^'Ofi  ~  «e)  +  ^0  (^o»i ^0)  +  ^0  (^on  ~~  ©o) — 0, 
li(ao.i  —«1)  +  i'ii^on  —         ^i(«o*i  — C|)=0; 

oder; 

wobei  es  sieb  von  selbst  verstebt,  dass  von  einer  vollstindigeo 
Beettminong  dieser  Coordinaton  nicht  die  Rede  sein  Icann«  weil 
dieselben  jedem  Pnnicte  der  Darcbechnittslinie  der  beiden  gege- 
benen Ebenen  angeboren  bonnen;  vtelmebr  kann  man  liBr  <^|, 
^0*1 »  ^0*1  9^1*  Wertbe  netsen,  welche  den  beiden  beistehenden 
Gleichungen  genügen. 

r^iach  34)  würden  die  Nenner  der  Brficbe  in  38)  verschwin- 
den, wenn  die  beiden  durch  die  Gleichungen  35)  charakterisirten 
Lbeneo  einander  parallel  wären  und  sich  also  nicht  schnitten. 


$.23.  ' 

Üie  Gleichung  einer  Ebene  zu  finden,  welche  durch  drei  ge- 
gebene Punkte  (o«6oCo)«  (^i^iCi)»  (fit^tCa)  gebt. 
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Die  gesuchte  CUaichnng  8•^ 

Kix-^a)  +         6)  +  M{z  -  c)  =r  0, 

so  ist  nacb  der  Bedingung  der  Aufgabe: 

ir(a«— a)  +  Hb^^b)  +  M(e.  -e)  =  0, 
K{a^  — a)  +  L(6| — 6)  +  ilf  (cj  -  c)  =  0. 
-fi:(flt-fl)  +  l-C^t-Ä)  +  jlf(c,-c)=rO; 

oder,  irenn  wir 

D=  Ka^  Lb\^  Me 

Mteen: 

MnltipBcireD  wir  diese  Gleicbungen  nach  der  Reihe  sneret  mit 

daoo  mit 

C|0i— afCit        —  ffgCo  t  e»«i  — » 

endlich  mit 

und  addlreneie  in  jedem  Falle  so  einander;  so  erhalten  wir,  wmo 
wir  der  Kflrse  wegen 

netsen,  die  drei  folgenden  Gleichungen:  \ 

itf 1  (#ri6t — 6iat)-|*  (a«6e  — Me) (<^o^  *-^e<h)U 

und  wir  können  also  efenbar»  wenn  G  einen  beliebigen  Factor 
beselchnel» 
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«•tzen.  Die  Gleiehung  der  geeecbten  ßbeB«,  welche  mao  aef 
die  Form 

bringen  kann»  ist  also: 

+  i(0|6j— 6ia,)  +  (<ia6o-Äiao)+(ao6i— Äo«r|)|«  ' 
Nraint  man  a,  6>  c  so  an»  daaa  der  Gleichung 

^)      l     Cj—  Cj  6,)  +  (6jCo  -  €460)  +  (6üCi  —  co6|)  j  a  > 

+  I  (oi6j  -  ißia^  +  (fl^  - ö^oq)  +  («o^i  -  ÄoaJ  je  ) 

senflgt  wird,  wo  also  (aU)  ein  belielii^er  Punkt  In  der  durch 
die  drei  gegebenen  Punkte  geheinlen  Ebene  ist,  bo  int  die  Glei- 
chung dieaer  Ebene: 

+U<H^-Ma)+(ffeÄQ--Aiart-h(«ü6|-fti«i)|(M)  1 

Bei  der  weiteren  UnUormuug  dieser  Gleicbuogen  will  ich 
mich  nicht  aufhalten. 


Brittee  WLm^Ueh 
Die  allgemeioefen  Geaetse  der  Kryatallographie. 

f  24. 

Bei  der  EetwickeleBg  de?  allgemeloaten  Geaefie  der  Kry- 
«Idlograpble,  weldbehier  aviOiclial  nur  einen  rein  mathematiachen 
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Zweck  hat,  werde  ich,  wie  dies  bei  jeder  streng  mathenkätischein 
ÜntersiiehuTit2:  nothwendig  ii^i^  von  der  lolgenden  bestimmten  l>e- 
ünition  eines  Krystalls  au^s:ehen.  und  dieselbe  zu  der  Gro Pidlage 
der  gaiisen  folgeiMleii  Untersuchung  machen: 

• 

Ein  KrjfftAll  ist  ein  System  von  Ebenen  Im  R  Aome, 
für  weiebee  eleb  drei  In  eine«i  Punkte  eicb  schnei- 
dende  gerade  Linien  oder  Axen  so  angeben  las»en^ 
dass,  wenn  in  Bezug  auf  die^e  drei  Axen  als  Coorcli« 

na  teil  axen  die  (>leicbungen  der  das  System  bild  enden 
Ebeueu  uacb  der  Reihe 

J£i(x-iiJ+l^(y-*4)+  üft(s-cs)=0» 

n.  e.  vir* 

sind,  sieb  Immer  drei  positive  ratio nlale  oder  irratio- 
nale  Zahlen  K,  L,  M  und  lauter  rAllonale»' ü b  r  i  g  en« 
positive  eder  negative  Zahlen 

*ö»     *l»  *3»     1^4  >••••» 

Ift     l^t     If»  ^»••••f 

f*e»  f*i»         f*»»  f»4f*« 

■ 

Ton  solcher  Beeehaffenbelt  angeben  lassen,  das« 

ZiosJloi^»    JL|:=A|jLy    li^zzik^lt^    JL3  =  13/^, .... ; 

Mo^lßoM*  Mi^ftgM,  iVs=fi(ilf,  iVf SS mjf »..«•; 

oder,  in  einer  anderen  Zusammenstellung  dieser  Glei- 
chungen» 

Aosssgit,  £osio£>»  «tfo^sftoiV; 
A,=jj|ii:,  Xa=^i^»  Mi=ZinMi 
X2  A ,   L^—Ljj,    jV.^  =  f*,  jlf ; 
iS^ssfigJr,  XigsAtl«»  M^^^M; 
u.  s.  w. 

Ist. 

Die  drei  to  Rede  stehenden  Aien  soHen»  lasofem  nie  die 
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obi^e  Eisenschatt  haben,  die  Krvstall- Axen,  und  ihr  cremein- 
üchaftlicher  Durchschnittspunkt  0OU  der  k  rystall-Mitteipunkt 
gtnanot  werden.   Die  Zahlen 

jKbf  ATj,  -K^y..«.; 

^»    -^n»  ^9   X»4,.... ; 

M\iy  Mit  M%f  M^,  M^,..., 

wollen  wir»  natffrllch  inmcr  in  Bezog  anf  die  betrefenden  Krystall- 
Axen  »  die  C  o  e  f fi  cl  6  n  t  e  d  de«  Kryetalls  nennen.  Das  System 
paralleler  Ebenen»  welche»  wenn  a,  6»  e  die  Coordinaten  eines 
beliebigen  Punktes  sind»  im  Allgemeinen  dnrcb  die  Glelcbung 

ebarakterisirt  werden,  soll  das  Grund^System  helscen,  und  in 
Bezti^   hierauf  werden  wir  «lie  positiven  Zahlen         L,  M  die 
G r u nd -Coefficien ten  nennen.    Endlich  sollen  die  positiven^ 
oder  negativen»  aber  stets  rationalen  Zahlen 

so»    üf»     S§»    Sy»  l^»M..» 

ioj    ^1   ^»   ^#  i«»— 

f*0,    ^ii,    fit»     f*»»  f*4.—. 

die  Ab leltungs -Zahlen  genannt  werden. 

Anmerkung. 

Die  obige  Erkttmng  eines  Krystalls  als  ein  System  einer 
gewissen  Bedingung  nnterworfener  Ebenen  Ist  hier  xnnicbst  nar 
MS  rein  matbematisebem  Geslcbtspunkte  nnd  mit  Rifcksicbt  auf  ' 
die  folgenden  geometrischen  Betrachtungen ,  denen  dieselbe  snr 
theoretischen  Grundlage  dienen  soll»  anfzufassen.  Rficksichtliob 
der  In  der  Natur  unter  dem  Namen  Krystalle  Torkommeoden 
Kurper  isi  es  nach  meiner  Meinung  die  Hauptaufgabe  fortwSh- 
render  Beobacbtunf»en  und  Messungen,  immer  mehr  und  immer 
genaoer  zu  untersuchen,  ob  und  in  wie  weit  diese  Körper  oder 
fielrarhr  die  hie  einschliessenden  Ebenen -Systeme  der  obigen 
Detiiätiou,  die,  wie  gesagt,  hier  zunMchst  nur  als  Grundlage  rein 
mathematischer  Betrachtungen  Aber  solche  Ebenen -Systeme  die- 
nen soll»  entsprechen. 

Die  Gleicbungen  der  Ebenen»  welche  ein  solches»  von  uns 
mit  dem  Namen  eines  Krystalls  belegtes  Ebenen -System  bilden, 
werden  jetit  gewObolleh  doreh  die  sogenannten  Pairnmeler  die- 
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86r  Elieneri  ausgedrückt,  worunter  man  die  mit  ihren  i^ehurleen 
Zeichen  getiommenen  Lütterfiufigen  ihrer  Durchfichuitt^ipuiiklo  mit 
den  drei  Axen  von  dem  Anfangspunkte  oder  dem  Mittelponkte 
des  Axen- Systems  versteht;    namentlich  bedient  sich  derselben 
Naumann  durchgfitieicr  in   seinen  verdienstlichen  krystallogra- 
phischen  Arbeiten,  worüber  man  dessen     Anfan&^sgrCTn  d  e  der 
Krystal  lographie.    f^eipziE?.  1854.  §.7.  S.  7.     und  Ele- 
mente der  tbeoretiscijeii  Krv^tallographie.  Leipzig. 
185tK  ^.  14.  S.  17."  nachsehen  kann.    Ich  gestehe  aber,  dass  ich 
keinen  Grund  aufzuGnden  vermocht  habe,  welcher  mich,  —  we- 
nigstens fOr  den  Zweck  der  folgenden  UDtersuchungen,  ma 
dieser  Abweichung  von  der  in  der  analytischen  Geometrie  meistens 
gewöhnlichen  Darstellung  der  Gleichung  der  Ebene  hatte  bestim- 
men können,  da  die  gewöhnlichen  Goeflicienten  sich  immer  leicht 
durch  die  Parameter  aaedrucken  lassen  und  umgekehrt^  aneeer» 
dem  aber  die  Einführung  der  letzteren  auch  EU  mancheo  theore- 
tischen Bedenken  Veranlassung  giebt*  Ist  nftmlich 

die  Gleichung  einer  Ebene  in  gewohnlicber  Perm  und  sind  p,  q,  r 
deren  Parameter»  so  hat  man  die  folgenden  Gleichungen: 

^  Jffl  4- /,    _  6)  —  üfc  =  0 , 


oder 


Kp  =  Ka  LL  ^  Mc , 
£9  =:  Xe  -I-  X6  -1-  MCf 


also: 


lüt-^^Lb^Mc  Km-^U-^Me  Kai-Lbi-Mc, 
P-  K  *   ^  =  1  »  '  =  Jg  ' 


folglich 


oder 


III 


I   1  1 
p  q  r* 


I 

und  da  ei  nmi  hier  ofenhar  Immer  hhü«  anf  die  VerhSlfnisse 
der  Goaffieienlen  K,  L,  M  ankonmft«  so  kam  maii  Ar  dieadket 
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* 

ja4neit  ohne  Weilvres  dto  red^ken  Pamattc  mU«!!,  wo- 
Aweb  die  (vieicbung  der  Ebene  die  Geatalt 


— —  +  «  -f.  =  0 

P      ^  r 

erhält.   Schreibt  niaii  aber  die  Giekhung 

i^(«-fl)  +  ^(y  -    +       -  c)  =  0 

Mter  der  Ferm 

•0  tot  ascb 

A'r  Jfz 


alse  ucb  dem  Obigen : 

^  +  ^+.'  =  1, 

welches  die  Form  ist,  die  nnTnentlich  von  Naumann  allgemeio 
angetvaiidt  wird.  Da  {(lOc)  bekanntlich  ein  Punkt  in  unserer  Ebene 
i$t,  60  ist 

was,  Toit  der  vorhergehenden  Gleichung  abgezogen,  wieder  die 
Schoo  vorher  gefundene  Form 

K'^lit.  Mail  sielit  also,  dass-  die  Etrifuhnini^  der  Parameter  statt 
(ier  Coeflicienten  nie  der  geringsten  ^Schwierigkeit  unterliegt.  Nur 
aber  ist  nicht  za  überseben«  daae  der  durcbgäugige  Gebrauch  der 
GieicbaDg 

manchen  theoretischen  Bedenken  unterliegt,  indem  z.  f?.,  was  «vir, 
<^btie  auf  weitere  Erörterungen  uns  einzulassen^  für  jetzt  nur  be- 
nierUn  wollen»  unter  dieser  Form  die  Gleichung  einer  durch  den 
Anfang  der  Coordinaten  gehenden  Ebene  eniiiittelbar  gar  nicht 
enthalten  iet  Ich  habe  alee»  wie  schon  erinnert,  keinen  Grund 
gefunden,  Ton  der  in  der  analytischen  Geometrie  gewuhnlicben 
BtMiflhnnng  der  €U«iebttDg  der  Ifibene  nbsngehen,  imd  ncblleane 
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mich  in  dieser  Beziehung  ganz  an  Ktipffer  an,  der  in  setneiii 
„Handbuche  der  reohnendtn  Kr\ stallonomie.  Peters, 
bürg.  Ihi^il."  auch  durchcränei^  die  in  Rede  stehende  i^vvöhii- 
liehe  Form  gebraucht,  und  nur  S.        ff.  den  Znsanimenhang  der 
geuohrilicheo  CoefficienteFi  niit  den  Parametern  naclmeiset,  eben 
so  wie  vorher  von  mir  geschehen.    Ausser  Nauniaun  bedieueii 
sich  unter  den  neueren  Krystallographen  der  Parameter  vorzüg- 
lich Quint ino  Sella  in  Turin,  der  in  seinen  trefflichen  Arbei- 
ten (Sülle  forme  del  Ix^ro  adamantino.    Torino,  1857.  — 
Sulla  legge  di  conncs^^ione  delle  forme  cristaliine  di 
una  stessa  sostanza.    Torino.  1850)  auch  vielfach  voo  den 
Deterniinanten  Gebrauch  macht,  und  W.  H.  Miller  in  seinen 
eben  so  trefflichen,  durch  ihre  ganz  elementare  Haltung  sieb  be- 
sonders auaaeichneiiden  Arbeiten  (On  the  anbarroonic  ratio 
of  radii  normal  to  four  face«  of  a  eryatall  in  one  zone; 
and  on  the  cbangc  of  the  axea  of  a  crystalL  Philoso- 
phical  Mai^aaine  for  February  1867.  —  On  the  applica- 
iion  of  elenientary  geometry  to  cryeallograpby.  Phi- 
lesopbical  Magazine  for  May  1867,  —  Crystallograpbic 
aotiees.   Philoaophieal  Magazine,  for  July  1858.  —  Oo 
tbe  employement  of  the  gnemonic  projeetioo  of  the 
spbere  in'  cryatallography.  Pfailoe.  Mag.  for  July  18S9.) 

8.  25. 

Zanächat  wollen  wir  nun  untcr-suchen ,  oh  es  ITir  einen  Krv- 
fitatl  nur  ein  System  von  Kry«tall- Axen  nmi  also  auch  nur  einen 
Kryatall -Mittelpunkt,  oder  ob  es  mehrere  Systeme  von  Krysfnff- 
Azennnd  demzarolgeanch  mehrere  Kryatall •Mittelpunlite  geben  Icaun. 

Zu  dem  Ende  legen  wir  dorcb  einen  beliebigen  Punkt»  de» 
sen  €oordinaten  In  Bezog  auf  das  primitive  Axen- System  der 
y,  2  durch  f,      h  bezeichnet  werden  mrtgen,  ein  beliebiges 

neues  oder  secund&res  Axen- System  der  ,  y',  z' ;  dann  6ndeD 
nach  I.  8)  zwischen  den  Coordinaten  Jc,  y,  z  und  x' ,  y' ,  i'  dit 
folgenden  Gleichungen  Statt: 

+  (y — ^r)  cos  (xy)  -f  U  -  A)  cos  («ar) 
sdr'cos  {xx')  +  y'cos  {xy*)  +  2'  cos  {xz') , 

Acos(afy)  +  (jr— y)+(z— *)cos(y*) 
sj^ces^y)-|-ycosCiyy)  -l-  «'cos(i|f«0. 

{x  —  f)  cos  {ix)-{r{y—  g)  cos  {yi)  +  (1 — Ä) 
ssa^  coa(»')  -f  yf  cos(ay)  -f  s'  cos  (xt')- 
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ifaftiplicireii  wir  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  saerst  mit 

C,. 

imk  iBit 

C,  »,  i4; 

«ullicb  mit 

A,  <Cj 

«nd  aildire  sie  io  jedem  Falle  an  einander,  «o  erhalten  wir  nach 
II.  1),  2),  3)  aaf  darstelle  die  folgenden  Anadrflcke: 

1) 

Nix  —/')  =    Ü  U'  cos  (XX*)  +  y '  cos  (xy')  +  x*  cos  (o-:') ) 
+  C{  x'  cas  (^a:')  +  y'  cos  (y^')  +  s'  cos  {yz')  \ 
ß{x* to%(xs^)    ycoa(y)  >f  coa(»')<t 

^{$-^9)=  C{x'co8(j:x')  i  t/'  Cü8(a:y')  i-  z'  co6(xz')\ 
+ 19 1  a:'  cos  iyx')  -f  y'  cos  (yy')  +  2'  cos  (^')  | 
+iÄ(ar'l?ea(«'X+y  coa(<y)+    coa  («*)!, 

Nil  —  A)  =  Ä  cos  )  -f  y '  cos  (a-y')  +  2'  cos  (xz')  \ 
-i-  A  [x' cosiyx')-{-  y'  cosiyy')  -^i' CO8 (yi') ) 
-I-  ^  U'coa (mt')  -f  y  coaCi^r')  .-f  a'eoa(»Ol; 

no  die  Symbole 

tf;  C 

iaaer  ihre  aua  1. 21)  bekannte  Bedeutung  haben.  £a  lat  alao  nach: 

2) 

A(jF— /)=  |4coa(M0+Cco•(yaO-^^eoa(£r')la^ 

4  ( 4  cos  (ary ') + Ceoa  (yy')+B  cos  (xy') }  y' 
+  U  cos  (;riO  -f  C  cos  lyz')  -J-    cos  (zz')  \  z' , 

iV(3f— {Ceo80Rv')-l-Bcoa^x')-Ki4coa(x:»'))y 

+  {  Ccos  (aryO  +  »  cos  (yy')  +  A  cos  (ry ')  )  / 
+  { Ccos  ixz')  +    cos  (yz')  +  il  coa  (xx')  \tf, 

A)ä   {l?cea(arir'Hi<co«(yar')+<f cos(fcr')|af' 

+  |J?cos(ary')  +  -4cos(i^y)+  cosCij^Oiy 
4-{  jBco8(;j:x')  +  ^co8(yx')  -f  i£  coa{zx')U'. 

'  Betiacbten  wir  nan  eine  Ebene  des  Kryntalla ,  deren  Glel* 
cluiKen'im  primitiven  und  im  aecnndfiren  Systeme  respective 
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nnd 

•ein  mögen,  wo  oot  CO  nnd  ao^  60'»  ep'  die  Coordinaten  em«3 
nnd  den«elb«n  in  dieser  Ebene  liegenden  Punktee  im  primlthrcm 
nnd  im  secondiren  Systeme  beceiebnen  sollen»  so  ist  nach  2)s 

ß/{ao-f)=  |ilco8(arx')  +  rco«(yarO+Bcos(i«')Jiio* 
+lilcos(4:y)  +  Cco»(^')  +i^cos(iy')}V 
-MJIeos(jrs')-l-Ceos(ysO  -f  Bcos(s20  leo'» 

+  { Ccos  C06         +  A  cos  (i^')  1 60' 

-I- 1  Ccos  iaz')  +  J^cos  (yx')  +  J  CO« Ouf)  I  co' , 

^  ü)  8  { ficos(M')'^  ileos  (yx')  +  <l  cos  (so;') }  oe' 
-|-lÄco«(a;y^f /^cosC^y)  +  <i  cos  (xy  )! V 
+tl7cos(«i0'f'^«<ui(9»')  •f-ireos(si')  W; 

also,  wenn  man  diese  Glelcbongen  von  den  entsptecfaenden  GM* 
ebongen  2)  snblrablrt: 

-f  U  cos  (xy')  -f  Cco8(^5/0  -f    co8(sy')  1  (y' 
+|A€OS(;r20  -f  Ccos(yxO  +  Äcos(ir')l(«'  —  c„0. 
— 6J=    |Cco«(arj?0  +  Bco8(.ya:0+^  C08(zar')}  floO 
+1  Ceos  (ay) + »OOS  (^y-)  +  -4  OOS  (1^  l  (y-**0 
+  {Cco6(ar20  +  >^co8(yzO+  ^co8(«0       — t'oO» 
iV(s  ^  Co) ^  t  JI?cos(^j:')  -I-  Aeas(jfs^ i-  €  cos  («jrO )  a«0 

+  |Z^co8(^y)+zicu«CyyO+<^co§(zy)  ' 
4tBcos(iV20+^cos(pO-l'<^^(><0  Ks'-*0; 

und  weil  nun 

die  Gleichung  nnserer  Ebene  im  Systeme  der  dr»  1  Ist,  so  Ist 
die  GleMmng  dieser  Ebene  im  SystesM  der  x*,  rneb  den 
obigen  Formeln  offmbaT: 
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+  (A'o  C  +  Lo»  +  MoA)  cos  (yarO  (a:'  -  a  j) 
■i-  ilL^B  +  LoA  +  ülotf )  cos  (z«0 

-f(Ä«C+L..B  +  Äfo^)co8(.yyO  |(y-6„0  >=Q; 

j        (A'^,il  +XoC+  ^o/?)  CÖSITZ') 


aJ»Oy  wefHi  man  «Uese  Gleichung  mit  der  Gleichung 

v(*'-<^oO + v(y-**.o  +  iWo'(»'- «»') = «. 

welche  derselben  Ebene  entspricht,  vergleicht»  indem  Cr^  einen 
iseHi^sen  Factor  bezeichnet: 

3) 

l     (ÜToÜ  +  £toC  +  MoB)  cos  (ara:') 
V  -I-  {K^iB  -f  X^/l  4-  iVo^T)  cos  (»0 

^        (iSToil  f  L(yC  +  ilfoß)  cos  (.TjyO 

V  =  ^'o  I     (A<,C  +  L^V>  +  iVo^)  cos iyy') 


odbr: 


+  (jroC  f  Lo»  +  MoA)  cos(3^sO 


4) 


+  il/o[Äcos(j:arO+i<cos(y^O  \  tfcos<ia:')]  J 

V  =«0«?  +  Xo[Ccos(jry)+»cos(y.vO+  ilcos(ij^O] 
+  iVqIB cos  (a:y')+ ^ cos(^^')  -|-    cos  (»y')] 

+  illol^  cos  (;7zO  i  ^  cos  (^^>     <fc'  cos  (zzO] 
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Dorch  d«n  Pvnkt  (fgh)  legen  wir  j«lit  draf  Bbeswi,  den— 

lybicbuogeo 

6)  I  ü?^(x-/)+i;''(y-^)4Ä»(*-.A)=0, 

'Min  mfigeo»  uod  nebinao  die  DorcbcehDittelioieii  d«r 

Isten  und  2ten,  2len  und  3ten,  3teD  und  Isteo 
diMer  Ebeoen  raepective  al«  Azeo  der 

an  ;  dann  sind  oacb  IL  36)  die  Gieicbaogen  dieser  drei  Axen  b«- 
siebaogeweUe: 

»--f  jr— i!L_  A 

x—f  y— ^  A 

jg— /*  y— _   

irM'-^MTL*  ^M'"Kf'-K!"M*  '^ETL'^L^K* 

m 

Setzen  wir  ntm  aber 

r*'  Ä  Ccee(4urO -f  » cee(yarO  +  il  c©s(Mr'), 

'  =  Ii  coü      ')  +     cöö  (ya:')  +  <i  cos  (ix') ; 

J'/"  »  üeoe  (ayO  +  Ceos  (yyO  -h  B  ees  (fy'), 
r/"  =  Ccos(V)  +  »ce«(yy)  +  A  cea(ifO» 

Z' =  Ä  C08  (iryO  4-  ^  C08  (yy 0  +  €  cos  (xyO ; 

a=  JÜ  cos  (jrsO  4  Ccos  (yzO  4  ^  cos  (»0  * 
f*".'  —  Ccos(j:20  +  »  cos(y:0  +  A  co8(xr'),  | 
Z^**'  =  Bcos (a»0  +  ^  cos  (yz')  -f  <f  cos(z20 ; 

« 

SO  sind  naeb  1.  oder 24)  die  GleicbnngeD  der  Azen  der  sr',  ,  2'  J 
a«eb  besiohiiiigsweises  1 


y~9  _ 

z—h 

JC'. — 

Z'"'  * 
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und  es  i«t  also  nacb  6),  wenn 

GW  Gr,",  G"/ 
Itwnmmm  Factoren  beieiebiieii : 

7) 

Z'/  =  G'/'iK'L" — X'/C") ; 
2^/=  G^/IKFI/^L^K^; 

HO  die  Factoren 

c c*,",  er/ 

tos  den  folgenden  Glticbnngen  an  beatimmaii  atnd: 


+ 2(Jf 'IC* — Jf  (K'L"  -  i'Ä")  €08  (yi) 
+ ^WV^VK")  {fJMF^WV)  cos  («r). 


'^^JIP'K'''-K!'M^K''I/'^L''X")  eoa(yz) 
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{XX'),  (ifxO,  («0;  (*ifO,  (tf9%  ('^0;  (^O 

bat  man  aber  nach  I.  32)  die  folgenden  Formeln: 

eoe  (4P4r^  =  ^    ■  -  » 

^"."-l-  r»."  CO»      +Z"."'  cos  (ut) 

Zur  Bestimmung  von 

ATo',   V,  iVo' 

liat  man  nun  nach  4)  und  dem  Obigen  die  folgenden  Pormelo  : 

^o'=  ^^ü(/i^oAV  +1^F',''  +JfoZ',''), 

oder,  wie  man  wegen  der  Gleichung 

Äi'(«'-aoO  +  V(y-M  +  Äo'(«'-0«0  ^ 
offenbar  kürzet  eetsen  kaoo: 


cos 


10)  .  .  . 
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Sind  jetzt  die  drei  durch  den  Punkt  (fy/i)  i^elei^ten  Ebenen,  de- 
Durchschnitte  d'u)  Axen  der      ,  f/',  2'  hestinimen,  drei  sich 
^ctBoeidenden  Ebenen  des  KrystalU  parallel,  an  iat  nach  {,24.: 

K**=%'K,  X"=A"/.,  3f"=fi"^/; 
iL'"Ä»'"ir,  JJ**a:^k***L^  M*'*s^^'"M\ 

% 

«TO 

A',          x",  X",  fi'^j    Jt"',  A''',  H'" 
ratioiimle  Zahlen  sind.  <  Also  ist  nach  7) : , 

11} 

wo  6rV'>  G**,***»         aua  folgenden  Gleichungen  beatimmt  h erden: 


 a.) 


+  2  (iiy — f*'A'0  (fi'x"  —  X V'O  KLM'  V  OS  (a^y) 


+ 2(«'a'"-A' " V^'")^*^  coa(2a:). 


(0  ,) 


+  2(x"a'- A"V)  (i'V- ^»''AO^Ä^oäC«*)' 


Digitized  by  Google 


204  üruneri:  m$  aUgmeimten  GeMet%e  äer  KnfttaUograpMt. 

Weil  aber  nach  §.  24. 

K^^nJ[t  M^^l^M 

ist,  80  \9i  nach  10)  und  II): 

18> 

W«il  nun 

«^(4V-^'i*)+i«(<»'»"-        +  (•.(»•i'-i"»*). 

^(aV  -«'"iO+iod'"'»'-  »V; + (^(«'"i'  -  i'«»0 

ralionale  Zahlen  «lad,  w«il  ferner 

von  der  Lage  der  durch  die  Gleicbang 

chnrakterisirten  Ebene  gar  nicht  abhängen,  also  für  alle  Eimen 
des  Krvstnils  dieselben  sind  ,  und  ueil  es  endlich  nach  dem  Obi* 
gen  auch  oflfenbar  verstattet  ist,  diese  (irrt-??en  als  positiv  anzu- 
nehmen; 60  sieht  man,  daaa  man  für  aUe  Ebenen  des  Krystali» 
setsea  ItanD : 

V=V«?'/ifI'^.   V=V.C**«'^»  Mj=.^L^'.Cr,*KLJix 

K^^y^'M*:KLM,   Lff^X^'.G'rXLM,  af,'=:^itM?»/ÄA 

II.  s.  ir., 

WO 

*3'»    *4' »♦•••> 

Äq'p   Af'f  Aa'i   Äf'*  Ai4'y«*««j 

f*o'.  fH'»  f*a'»  f*4'.  

positive  oder  negative  rationale  Zahlen  sind.  Dies  fHbrt  nnmitf^* 
bat  anf  den  folgendsn 
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Satz. 

Jeder  beliebige  Paukt  kenn  ala  Mlttelpeekt  4e* 
Kryataila  angenemmen  werden,  und  die  drei  Darek- 
fclinittalinien  jeder  drei  darck  deaaelben  gelegter, 
drei  beliebigen  aicb  acboeidenden  Ebeaen  dea  Kry- 
•lall«  paralleler  Ebenen  aiod  KryatalU Axen. 

Weil  nach  7)  und  10)  allgemein ,  nfinilich  für  jede  drei  dnrcb 
die  Gleicbangea  6)  charakteriairte  Ebenen: 

14) 

iai»  and»  wie  achea  erinnert,  die  CSrItaaen 
roa  der  Lage  der  darcb  die  Gleiehong 

cbarakterisirten  Ebene  ganz  unabbfingig  sind,  so  würde  man,  um 
zu  prüfen,  ub  die  Durchschniüslinicn  der  drei  durch  die  Glei- 
cböneen  5)  charakterisirten  Ebenen  Krystall - Axen  sind,  nur  zu 
untersuchen  haben,  ob  ea  drei  positive  rationale  oder  irrationale 
tirusaen 

Ii»  M 

luid  soiche  positive  oder  negative  rationale  Zahlen 

a^i',  ai'»  *i'f  ^4'»****» 

giebt,  daaa  • 

tt.  a.  w. 
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ferner 

u«  w. 

endlich 

■ 

n»  8«  w. 

ist 

{.  20. 

Unter  einer  Zone  versteht  man  einen  Iiibecrriff  toh  Ebeneo 
eines  Kry^talls,  "clrlit'  sieb  ^änlnlllicb  in  lauter  |»ara!!^Ien  Ge- 
raden schneiden,  und  also  einer  und  derselben  Geraden  im  Hniimc. 
welche  die  Zonenlinie  genannt  wird,  parallel  sind.  Alle  eintr 
und  derselbea  Zone  angehörende  Ebenen  werden  taatosoliaie 
'£benen  genannt. 

Zuerst  und  vor  allen  Dingen  mösaen  wir  untersuchen,  wetclie 
Bedingungen  erfüllt  sein  mOssen»  wenn  drei  Ebenen,  deren  Glei- 
ehongen 

1  J^ix-Oo)  +  />o(^-Äo)  +  ilfo(l-  Co)  =  0, 

15).. .<  ^(a?-«i)  +  i:^(y-6,)  +  iIfi(«— e,)=0. 
'  ^(«-€ra)  +  X*(y— A|)  +  iirt(x-i%)  =  0 

sein  indgent  einer  Zone  angehSren  soHen. 

Nach  II.  38)  sind  die  Gleichungen  der  Durchschnittsüoisii 

dieser  Ebenen : 


16) 


I^Mi — Moli  ^Mt^  ^JCoMg  "       *-*X^t ' 

X  —  cr^K»  y"^^*o  »  ~  Ct»o  . 
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«d  die  Bedingungen  der  Parallellität  dieser  drei  Linien  mn^ 
L  58} : 


Dans  da«  dritte  SystM  aita  den  beiden  eraten^  Überhaupt  jedea 
System  aus  den  beiden  anderen,  durch  blosse  Multiplieation  folgt, 
iberaiebt  man  anf  der  Stelle.  Aber  leicht  iSsst  sich  zeigen,  daaa 
ias  dritte  System  achon  eine  Folge  bloss  ana  dem  «raten  Systeme 
ist  Denn  wegen  des  ersten  Systems  ist,  wetm  G  einen  gewia- 
•ea  Factor  beseicbnet: 


alm,  wenn  man  diese  Gleicfanngen  nach  der  Reihe  mit 


niüipiicirt: 

KqLx     —  ÄTo  Mx  Lq_=  G  {Kq  Lq  M  i  —    I\Jq    ) , 

«od  folgticb,  wenn  num  diese  CUeichnngen  je  awei  dnrcb  Addition 
oilMsander  verbindet: 

l  AgLj  —  l^Kg)  +  (^a^o — -^^o)  itfi = — 6  itf o  ( ^o-^'i — ■'^o  Ä| ) » 
alio: 


A4}*  l4Qf 


0 


Digitized  by  Google 


208  Brunen: .  Ißd  aa§mtiMUn  Ca$i»$  Otr  Mn^uOto^rmßMt. 
Am  d«ii  Gteiehangan  '  • 


folgt  aber: 


also: 


JlfiÄt-Xi^,=  6\illo/iC|  -  ÄoiVi), 
XiX*  -  A  JK«  =  G{K^^  - 

(L.  +  Gltt)iCt 

Kl  I|  Ml  ' 


folglich  nach  dem  Obigen: 

wie  bewiesen  werden  sollte.    !V!an  ftieht  also,  dass  aus  jede»» 
der  drei  Systeme  17)  die  beiden  anderen  folgen,  wovon  die  Noth 
wendigkeit  auch  an«  ganz  eiufacben  geometriacheii  Gründen 
der  Stelle  erhellet. 

Man  kann  die  Gleicbunf^en  17)  in  der  Form  von  ProperCioneit 
ancb  auf  folgend^  Art  anadrficicen: 

18) 

=  Li      —  Ml     •     A,a  —  Ä|  ilfj ;     i^j  —  7>i 

Sind  die  drei  £benen  dem  Systeme  der  Ebenen  eines  Krystalb 

angehürig,  so  ist 

K2  —  xjA.,       =  k^L,       —  ; 

alao  nach  17): 


19) . . . 


»lf<S 

-A<«o' 

«tf<d 

— ^»1 

'S.. 
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•ders 

20}  ...  .  i^ifh^Mi*fH>^'^'^IH*Mf 

Unter  4er  Voraussetxang«  dae«  die  voreteheodeii  Bediogmi- 
gen  erl&llt  «iod,  eitid  die  Gleiehungen  der  Zoneniinie  die  Glei* 
diongeo  'oder,  unter  Vorattssetanng  eioee  Syetens  von  Ebe- 
nen eines  Kryställe: 


21) 


9der: 


1-  ; 

L  ) 

21*)  ^A,yi^--^,^^~ 

INe  Coerdlnaten 

^fi«  4d4>  co»i;  Ai*t»  ^it»  ^11«  >        Ai«f  <^ 

bleiben  natGrIich  w'illkOhrlich,  da  man  sich  die  Zonenlinie  durch 
jeden  beliebigen  Punkt  im  Räume  gelegt  denken  kann. 

Wenn  die  Gleicbongen  einer  beliebigen  Geraden 


tiad,  «nd  die  Glelebang  einer  Ebene 
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ist;  8o  kann  die  Frage  entstehen,  ob  diese  Ebene  einer  Zone 
anjrehSrt,  welcher  die  durch  die  Gleichungen  22)  charakterisirte 
Gerade  als  Zonenlinie  entspricht.  Dies  ntrd  offenbar  der  Fall 
sein,  wenn  die  in  Hede  stehende  Gerade  und  die  in  Rede  stehende 
Ebene  einander  parallel  sind,  oder  wenn  eine  durch  den  Punkt 
(oo^oO  ^^-^  durch  die  Gleichungen  22)  charakterisirten  Geraden 
parallel  gelegte  Gerade  ganz  in  die  durch  die  Gleichuni;  23)  cha- 
rakterisirte  Ebene  fällt.  Nach  1.  58)  sind  aber  die  Gleichungen 
der  durch  den  Punkt  (oo^o'^u)  parallel  mit  der  durch  die  Gleichun- 
gen 22)  charakterisirten  Geraden  gelegten  Geraden  offenbar 

dg — oq  y—fip 

und  die  Bedinguni^sgleichung,  dass  diese  Gerade  ganz  in  die  durcJi 
die  Gleichung  23)  charakteriairte  Ebene  filUt,  ist-  folglich : 

24)  ......  .  nK^^ti^^mM^^^i, 

welche  Gleichung  also  ertülit  sein  mtiss,  wenn  <lle  durch  die  Glei- 
chune^  23)  charakterisirte  Fheiie  einer  Zone  angeboren  soll,  der 
die  durch  die  Gleichungen  22)  cbarakteriairte  Gerade  als  Zonen- 
linie  entspricht.  ' 

DieGleich«ig24)  pflegt  maii^ie  ZonengleiebuDg  ta  nennen*). 


*)  Gewnhnlicb  lietrarlitct  man  die  Geradit  22)  aU  l)iircti«choi(t4- 
linie  zweier  Ebenen  des  Ki-^-8(atU.  Stod  die  Gleichuagen  diecer  beiden 
Ebenen 

A-,  (j: -«,)  +  /.,  ü  - 1>  ,)+ i/,  (»- f,)  =^  0  ; 
•o  ist  an  ■eiaeot 

lind  die  Znoengieiohnn^  \tirii  dann: 

also,  weil,  Intofem  die'GMdraii|f  19)  die  Gleldinng  einer  Vbeae'det 
Kryatalls  ist« 

A'o==«o^»     Xo=^o^>  .lfo=^0^? 

^•=«t^»  ^«=^^t  M^=^^M 

ist: 

In  diesen  SiQ&e  ist  es  richtig,  weon  Naomann  (Blenaeate  der  the«- 
relischen  Krystallogra|ihie.  8.  48.)  sagl,  die  ZoBcagIciehnng  sei 
von  dep  Grood-GOeffleiiNiten  (Grand -Pammetem)  nnahhiagig. 
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Sollen  die  drei  durch  die  (^lek hungen  15)  cbarakteri«irteo 
Ebenen  einer  und  derselben  Zone  aogebüren  küuneo»  ao  inus« 
nach  24) 

leio.  Aas  diesen  GieioirangM  folgt  ttktr,  wenn  man  dieselben 
lacb  der  Reibe  mit 

■nMpMrl  vnd  dana  in  aiea^der  addirt,  die  Gleicbinig: 

25) 

oder: 

26) 

Mier: 

27) 

und  jede  dieser  Gleichungen,  die  natürlich  nur  verschiedene  Aua* 
drOcIce  einer  und  derselben  Gleichong  sind,  niass  niso  erfalit  setny 
weon  die  drei  durch  die  Gleichungen  13)  chirnkteriairteD  Ebenen 
eber  and  derselben  Zone  aollen  angeboren  können. 

Fiir  Ebenen  eiueb  Krystalls  werden  die  vorstehenden  Glei' 
cbangen : 

I^bAjH  - 1*1  W  +  «1  Äf«o— MtW+%(^fH  — |iol|)=0, 
Ho  (»i  ^ — ^  »«t)  +  f4  (»»^» — ^«o)  +  f*a  (Ml  —  ^»i)  =ü. 

Wenn  wir  den  von  den  beidep  durch  die  Gleichungen 
C  i^,(«-iit)-|-l^(y-6|)  +  iiri(s-ei)sO 
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charakterisirten  Ebenen  ein  geschlossenen  Winkei  durch  be 
setchneo,  mifl  der  Märze  wegen 

+  2(/koA  -^Äj)(Lo3/j  -  jlfo£n)ce»(zar), 

•eteen»  so  ist  nach  II.  25): 
32)  I«i«^u,i»  =  ^5 

•"0?! 

und  gans  eben  so  iel»  wenn  Fo»i'  beideo  diircb  die 

GlelebuDgen.. 

charakterieirten  Ebenen  eingeschloeeenen  Winkel  beselchoet»  ood 
der  Kllne  wegen 

34) 

+  2  (itfo'iCi'  —  Äo'^i  *}  (Äo'Xi '  -  V^i ')  CO«  (yi) 
+  2(ii'i;|'~  ViiO  (A,'Jlfi'-lfo'L,Oce»(*r), 

35)  .  .  .  iro4's:J0JK;»'JCt'4BVA'  +  <(iVo'iir|' 
geseUt  wird: 

»)  <Mt  »',«'«=tP4- 

AUo  iet: 

37)  .  .  •  tang^o.i':tongFa,i'«  =  j^i-g^j;i 
oder: 
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Siod  nun  die  ?ler»  dnreb  die  GJeicbeagen  99)  und  33)  ehe- 
rakterieirten  Ebenen  tentozonal,  eo  iat  naeb  17)  s 

Jr,^^/;^^,,^      LyM^'^M^L^*  M.K^^K^MJ 

VL,'- A>'^,'-  yiV/'i' iVo'AV-  vSä"'' 

also  darcb  Multiplicatien: 
Folglicb  können  wir  effenbar 


^  \WMt'-Mo'L,'^kG^\ 

ü^e'^i'-Ao'iW|'=/6?o,i' 
aetien,  woraaa  elcb  femer  naeb  30)  and  34) : 

41) 

Fo,iStn^-f-^  +  /'-f  Wco«  (*y)  -f  Simeon  (jft)  +  2/ni5:  cos  (x:r) )  Go,i\ 

#'M's(niH^H^42^CM(ay)4'2l«cea(yi)  ^2«ifceM(»)|  fl^^ 

also: 

vnd  folglich  nach  38): 

43).  .  .  teng^o.i*:t.ngF,„'«=(^y:(^y  . 
crgiebt.   Also  ist: 

44) 

Ttl  abs.  fang  Fo,^ :  vaL  abs.  taog  f        val.  abs.        :  rai.  abs.  5^,. 
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Gebureo  nuB  alte  Tier  Ebenen  dem  Ebenen -Systeme  eines 

I  JEijBr«o^,  Xib^M*»  J^^e«|lo*5 

vnd| 

1  V^V^,    Lo'^Xo't,  M^'^^fifTM; 

^    "    I  ^»'««t'iC,   Xi'=Ai'i.  Mi'=H'Mi 
wo 

«0,  Ao,  11*0 •»    »1*  ^1*  fh»    V»  V>  f«o't   %S  f»i* 

« 

rfttiorale  Zabten  «od;  alee  iat 
und 

ZA)'Afi'-- ifo'L,'= (V^H'— K^iOi^il^=*^o,i', 

folglicb : 

nad  daher  ein  rationale?  Brach. 

FOr  ffo.!  und  i7Q,t' cthftlt  »an  MmA       35)  and  45)»  46)  die 

folgendeu  Ausdrücke: 

* 

«od  '        /        '  • 

49)  ...  .  Äbi'  =  Jto'x^ -0^^+  Ao'-^i  a$jL2  + 

+  (|ioV+«o'|ii9ÄilJ: 
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Feroer  Ut  tmch  «lern  Obigen  olfeobar: 

—       -  '-^ — , 

Iis  a^j-,  .  , 


XL  31 

KLM 

• 

Aach  ist 


G 


0*1 


ilso: 
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und 

= — — :     Mi  • 

Folglicli  i«t  nach  d«ni  Obigeo,  wtnm  wir  der  Kfine  wegto:. 

«9  .  •  «ot-   ^  ^~ 

and 

öl)      =  JgJ  . 


"••1  '*til 

FolgUcli  iü  Mich  4^: 
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•der 


57)  •  .  .  *wg^o>i':taogroa;*=(^)^(f^^^^ 


58>  .  .  .  .  TsL  aiw.  iBDg  Fon  •      ftlw.  Ung  Foti' 

=  Tal.  abs.  C^,)  * :  Fal.  alw.  . 

V*»o»i/  ''0*1 

G 

«b4  es  wird  folglich  >  da  naeh  dem  Oblgea  ein  rationaler 

Brttcb  ist»  daa  Verh&ltniM 

ral.  aiia.  taag      :  val.  alia.  fang 

raUoaal  «eia,  weno  y?-  ,  ein  rattoaaler  Broeb  Ist 

■*o»i 

Wenn  daa  Azen- System  rechtwinklig  Ist»  so  ist  bekanntlich; 
Hssl,  tfrsl;  A^O,  ß==0,  Cs=0; 

nd 

Im  Allgemeinen  ist  bekanntlich: 

ü  =  8in(^j)a,   ^ s=  sin (zj;)*,  C5=8iu(a:iy)« 

od: 

il  Ä  cos  (20:)  cos  (xy)  —  cob  {yz) , 

B'ss  cos(jiPsr)co*(ys)^ces(£r), 

C  =  cos  ( yx)  cos  (ue) — cos  (ary). 
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Bezeichnet  itian  aber  die  an  dcfi  posHiTen  Theileii  der  Axen  ch 
sc,  y,  z  Hegenden  Winkel  der  foti  diesen  Theilen  der  Axen 
bildeten  dreiseitigen  knrjierlirhen  Ecke  durch  ( \) ,  (1),  (^Z)  i  s 
iät  nach  den  Lebren  der  spharUchen  TrigonntueUie : 

tli\         ^^^^  —  cos  (rar)  cos  (gjy)    ^  A  

'  sin  (22;)  sin  (o:^)  8in(2ar)sio(a;y}  * 

/  v\  «  gpg  (^)  ~-  c  OS  (.Tt/)  cos  (yi)  _^  B 

/  sin (o:^; sin  (^x)  sin (o;^) sin (^2}  ' 

^  '  sin  (^z)  sio  (zor)  8in(yz)sin  (zo:^  ' 


aUo : 


ai) 


A= — «in  (zo:)  810  (xffitM  (X) , 
B  =s sin  (^)  m  (y«)  cos  ( F) , 

C  =  —  sin  (^2)  sin  (zor)  cos  (Z). 


Man  vergleiche  hei  diesem  Parai^iaphen ;  üeber  die  Ra- 
tionalität der  Tangenten -V  erh;i!tni«se  taiitozona /er 
krystal U  lachen  von  Naumann,  in  den  A  hhan  dl unge  n 
der  mathematisch  •  physischen  Classe  der  Koni^licfa 
Sächsischen  Gesellschaft  dei*  Wissenschaften.  Zwei- 
ter Band.   Leipzig  1855.  S.  506^ 


{.28. 

Ein  anderes  sehr  bemerkenswertbes  allgemeines  Gesetz» 
cbem  die  Winkel  tautozonaler  Ebenen  antervrorfen  sind,  hat  neaer- 
lieh  W.  H.  Mi  Ii  er  in  der  schon  oben  angeführteif  Abbandlmig: 
Oo  the  anharmonic  ratio  of  radii  normal  to  four  face« 
of  a  cryatal  in  one  zone;  and  00  the  change  of  the  azea 
of  a  cryetal.  (Pbilo^ophieal  Magaaine  for  Febraary 
18ES7.)  beirieaen,  welche«  wir  In  diesen)  Paragr^hen  In  anderer 
Weise  als  sein  Erfinder  beweisen  and  aos  unserer  im  Oblgwi 
entwickeltes  allgemeinan  Tbeerle  ableiten  wellen 

Es  seien  ?ier  Ebenen  gegeben»  deren  Gleichungen  wir  dntck 


•)  Di«  mit  Stemclicn  im  Folgenden  TertehonoB  Nommero  der  For^^ 
mein  be«ieben  «ich  nur  auf  dfefen  Parngrnpbcn.  fn  den  uhrigen  Paia- 
graphoo  let  der  Forigsog  der  NseMiom  aitbl  nntorbrochcn.  ■ 
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is,(jp-Oö)  ^  Xo(|r-6ö)  +  ilfo(«*-Co)=^» 
(ar  -  ag)  +  Iii  (y  -     +  Mi  (z-Cj)  »t), 

,  Aa(a:-.a.)+ig(y^6l)  +  ilfa(*-C|)=0 
Itaelcboea ,  und  die  irlr  nach  der  Ordnung  dieser  Gleichungen  die 

Iste^  2te,  3te,  4te 
|Eb«ti«  oennen 'wollen.  Di«  von  der 

l&teii  und  2teo^  2teo  und  3teo,  3ten  und  4tea,  4ten  und  l^ten 
!  £beiie  «ingeocbloBseneo  V^inkel  mOgon  der  Reihe  oaeb  dareh 

^0»l>  ^990 

besaicbiBet  werden. 

Setsen  wir  dinn  der  Kfirse  wegen: 

2*) 

+  1J  (£0 ^1  -  ^0^1 )  (^0^1  -  Äo All)  cos  (J^) 

+2(i^jr«-4£^(iiriJE«-.i:,;if,>eoo<:i9) 

+  2(jlf,     -  ÜC,  ilfj)      I^-L^K^)  cos  (yz) 
'  -I- 2(Jf9ii;» — i^ailfo)  (ATal«  - coo (yz) 

I 

A  Gc-iu^«4^H<tiVtH2i^i^A;vii^^tA4^2Cir«i;«, 
l  c,=iijr,H»V+tf AfiH2iii.»Jfc42Äiif8ir3+2eÄ'3/ 3 ; 
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go  ist  nach  H.  24),  weno  iVaeioe  gewöhnliche  Bedeutung  hrntti 

also : 


«in 


»in  F,.,*.8.M  Fm«  =  c^c^fl^^  . 

folglich,  wenn  man  divldirt: 

sin  Fo,t^.  sin  _  .^^,3 

Sind  nun  unsere  vier  Ebenen  taotozonal»  so  hOnnen  wir»  wenn 
Cii^f  C^,  C^fO  gewisse  Constanten  bezeichnen,  nach  17)  offenbar: 


—  l^ATi ) » 

i»/»Aj  - 

M^[^  — 

aetseo»  und  nach  2*)  ist  dann  augenecheiolicb : 

6*) 

■ 

also  nach  4*) : 

sin  Fo,|*.6in  F^g"  ^t»!*  _ 

ein  Fi,.«,«itt  F,H»*  C,^«?^^»«' 

\vurau<> : 

fi*^  sin  Fo,|  sin  Fg,,  C^., 


ein  F|^  ein  F,,o       .  tj« €»ki 
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iri|t,  wenn  man  das  Zeichen  immer  so  nimmt,  daflt  die  OfOsse 

af  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  positiv  ausflillt. 

• 

Geboren  nun  die  vier  Ebenen  einem  Kryetall  en,  eo  ist; 

i[i  =  «iiC,  X|S=iiI«»  jlfi=.fititf; 
£t»MC»  h^^hf^,  BU-H^\ 


^3  — 

= (*iAs 

=  («»^ 

=  (Vi 

I^Mq — 

A  n  V| 

(f*3X0- 

dglicb  nach  dem  Obigen  offenbar: 

r»       ,  *l ^  —    ^2        ^i^i~J*^i  ^^  l^i'^'i^  ^i^h, 

AW  ist  nach  6*): 

^     sin  Fq,!  sin  F»,,  _  -  i-v.  ^r^a^  -  ll«. 


'Ml)(^**8 
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Btstimmt  DiaQ  die  Urüsi^en 

aus  deu  GJeichuiigeo : 

=  Ag'  (XjL     —     Xj  )  —  flo'  (fii  Xj  -  X|  ftg)  , 

so  Ist,  wie  man  leicht  findet: 

«8^— it«e«=— («i^  —  ^i^sXV'«*  -i       +  f*o'f*»); 

also: 

XqXi  — ApXt  _    Vx|  -I-  VAi  +J*oVi  ^ 
BesttmiDt  man  die  Ciaeeen 

aus  den  Glelcbongen: 

»1  =  V  («i^ — ^    — (l^  % — »I  f*»)  t 

f*a = X,'  (fii  «8  -  Xi  fts)  —  A^'  (Aj  fi,  —  Iii  A3) ; 
so  ist  SSM  eben  so  «rie  vorher: 

A|Si=— (XiA,  -  AiJfs)  (Ji,' J6| -l- +*«m'<*i) » 

also : 

x.jA^     A2XJ        ^2^X3  -f~  A^  A3  -f"  f^a '  f^i 
Folglich  bt  nAch  7*) : 

8*) 

sin  Fo.t  Bin  FKt_  -f Vit  -f  Ho'fH  V«i4-A^'A8  4>|*a> 

sin  Fr^sin  F^^*  «o'^i'V^'h '  «s'«i 

oder 

/  9*) 

sin  Fo,|  sin  Fg,,  _  ^  V<H-i*V^^-^'(^  .  Vi^-j- V^t  +  f*o% . 
sio  Fi^sin  V^^    -         V*l+^'lVl  V»8  +  + 
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Ii     Was  QUO  die  befitiinmung  der  Grumn 

<  deo  obigM  €iieiclMmg«ii  betrilt,  «o  Ist  darilbv  Folg«Ddes  tu 

I     Wenn  man  die  drei  Gleichnngen 

|«ü  =  —  ^iXj)  ~|*o' (fH«3  -  »1^*3) . 

«welche  zur  besüiiiiitung  von  x^',  V*  \hi  dienen,  oachderßeibe  mit 

multipiicfrt  und  denn  zu  einander  tiddirt,  so  erb&ll  man : 

und  die  Bestimmung  der  GtOsnen  ^  ^  V>  l<o' 
gea  Gleichungen  ist  alae  nur  dann  mOglidi,  wenn  verstehende 
GMchung  erfilllt  ist.    Dass  dies  aber  der  Fall  Ist,  erbellet  auf 
der  Stelle.   Denn  well  die  Iste»  2te,  4te  Ebene  tautesonal  sind,  • 
ie  kSanen  wir  nacb  17) 

Äi  ATg— Ä|  AI}  s=  Ci  ,9  (ü^o^i ''^s^i ) » 

A'i  /Lj  —  Lgk^  =  QoC/T^Xri  ~  L^Kx) 

seueii,  woraus  unmittelbar 

ATüdi  Mt^MiL^)  +  Lo  (iffi  A'a  -  Ki  M^)  +  i»fo  (i^i^»  -X*!  A^i)  =0 . 
lad  also  nach  dem  Obigen  oCmbar  ansh 

fnlgt,  wie  es  sein  soll.  Zogleicii  sieht  man  nun  aber  auch  ,  dnss 
§tch  tine  der  drei  Grossen  x,/,  Ä^',  fi^'  immer  w illkührlich  annch- 
mtn  lä^st,  nuttelbt  welthe«  Werthes  dann  die  lieiden  anderen 
Grossen  so  bestimmt  werden,  dass  zweien  der  Gleichungen  10*) 
genügt  wird,  worauf  daoA  die  dritte  dieser  Gleichungen  von  selbst 
ertfiUt  sein  wird. 

Ganst  ihntiche  Bemerkmigeii  sind  Aber  die  drei  Gleichungen 
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weiche  zur  Bestimmung  von  x^',      ,       dienen,  zu  machen. 

{.  29. 

Die  180"  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche  eine  der  bei- 
den RichtiHit^en  einer  durch  den  Punkt  {abc)  gehenden  Geraden 
mit  den  ]Kisitiven  Theilen  der  Axen  der  x,       i  einscbliesßt, 
>  «volleo  wir  durch  a,  ß,  y  bezeichnen.   Setzen  wir  dann; 

«2)   .  .  .    I    F=Cco8«-f3Jcos/S  +  ^cosy, 
"  so  ftiod  nach  i.  23)  di«  Gleicbaogen  dieser  Geraden : 

Wenn  nun  femer 
64)  .  .  .  JIToCar— Ha)+i^(y-Äte)+Afo(r-c^=0 

die  (ileichung  einer  durch  den  Funkt  (fio^o^o)  gehenden  Kbene 
und  (jrt)^)  deren  Üurchschnittspunkt  mit  der  abigen  Geraden  ist, 
80  hat  mao  zur  Bestimmung  der  Coordinaten  jr»  0,  }  die  folgen- 
den  Gleicbnngen : 

-   x-^a  _t)—b  I — c 

ÄiOr-ffo) + Alto  -  W + iTo  6 -  «ö) ; 

oder«  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

66)  .  .  .  l>o=Äro(<io-a)-f  XoC^o  — 6)  +  ^o(«ö— «) 
setzen,  die  Gleicbnngen : 

A  -   F   "    Z  ' 

i^o(Jf- fl)  +     (9-  6)  +  Afo  (}  -  c)  =  i>o ; 
aus  denen  man  auf  der  Steiie : 
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6t>)  l  tf-~bz= 


DqZ  


eriiält 

Die  Entfenmng  des  Punktes  (rni)  von  dem  Punkte  {iibc) 
betrachte  man  als  positiv  oder  negativ,  jenac-hiieni  der  Punkt  {xt)}) 
IM  Bezug  auf  den  Punkt  (abc)  als  Anfangspunkt  oder  als  Au8- 
2an£r«punkt  in  der  durch  die  Winkel  et,  ß,  y  l»estiiiunten  Ricfitini!; 
UTisen  r  Geraden  oder  in  der  eiiti^egenge^etzleii  Kichtnng  dersei- 
ben  lif  L^t,  und  hezeiciiiio  mit  Hücksicbt  hierauf  diese  EotTeinung 
duccb  u;  so  ist  nach  1.  \b)i 

oder,  wenn  wir 
setzen : 

also  nach  1.  29): 
«7)  ti«=G*iV«,  ti=::i:C?2^; 

wo  sich  nun  frigt,  wie  das  Zeichen  zu  nehmen  ist,  was  man 
aof  folgende  Art  entscheiden  kaue.  Man  oehnie  <wei  durch  den 
Puokt  {abc)  gehende  Axen  der  v  und  w  an»  welche  auf  der  durch 
dea  Punkt  (aftc)  gehenden  Geraden,  die  wir  als  Axe  der  u  be- 
tiaehten»  senkrecht  stehen ;  so  int,  wenn  wir  uns  dnrcb  den  Punkt 
(iAe)  ein  dem  Systeme  der  (4^)  paralleles  System  der  {afffif) 
fliegt  denken«  and  die  Ceordinaten  des  Punktes  fpfü» 
M  iberbaopt  alle  Ceordinaten  beaiehen  sollen»  in  diesem  Systeme 
dnrdi  ftUfff  beseielinen,  nacb  1.  7)  offenbiur! 

K-focos  (ttp)  -f  10  cos  (nw)  =sf '  cos  (im;')  4*9'  }'  cos  (jus*) , 

■ 

aUo,  weil 
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Abo  kann  mao  naeh  73)  auch  Yi^^        finden ,  «ad  aar 

.Beatunmang  van  «tta»  ßi^t*  yk*a  ^^^^  nian  naeb  I«  38)  die  fblgeti- 
den  Formeln: 

/  _JCt.a4-  y|,>C08(j^)i-Z|^C0S(2d:) 

C08  «1,»=  y  > 

/O;.*.  «  eoapi^=s  ^  ^ — » 

m 

\  co8yi„—  


j.  30.  ' 

Von  vorzui;licher  Wichtigkeit  wi  die  Theorie  der  Zwillings* 
Syateme.  Wir  wollen  uns  eine  heliehige>  durch  den  Anfang 
der  xyi  gehende  Geraden  denken,  weiche  die  Zwiliings-Aze 
genannt  wird,  und  uns  dann  vorstellen,'  daaa  das  Aren  •System 
der  xyt  aieh  um  die  Zwillings -Axe  als  eine  feste  Aze  gedreht 
habe,  bia  der  poaitiTe  Theil  jeder  der  drei  Axen  der  z  eint 

batbe  K^elfifiche  beachrieben  hat',  nnd  alao  in  aeiner  neuen  Lage 
mit  der  Zvrillinga-Aze  nnd  aeiner  eraten  Lage  in  einer  and  der- 
selben ElMne  liegt;  nimmt  man  nun  die  poaitiven  Theile  der 
Aien  der  in  ihren  neuen  Lagen  ala  die  poaitiren  TbeÜe 

der  Axen  der  a^,  y,  i*  einen  neuen  Axen-Syatema  der  s^^i*  aft, 
ao  beiaaen  die  beiden  Syateme  der  xyz  und  üi^fft'  Zwillings- 
Axen-Syateme  mit  einerlei  Anfang*).  Legt  man  aber 
dureb  einen  beliebigen  Punkt,  deasen  Coorditiaten  in  dem  Syateme 
der  or^t  durch  a,  b,  €  beMchnet  werden  mögen,  ein  dem  Systeme 
der  x'f/'z*  parallelea  Axen -System  der  .T*'f/*:";  so  heissen  die 
Systeme  der  xyz  und  x'^y'^z"  Z  w  i I  Ii n g s  -  \  \  o  ii  -  S y  s  t e  ni  e  ni i t 
verschiedenem  Anfani;.  Solche  A\en  -  Systeme  wollen  wir 
nun  einer  i^enaueren  Betrachtung  untcrwerleii. 

Die  180®  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche  eine  der  bei- 
den Richtungen  der  Zwillinge*  Axe  mit  den  poaitiven  Theilen  der 
Axen  der  x,  ^,  t  elnacblieaat,  beaeiebnen  wir  dnreb  «,  ß,t* 
und  eetaen: 

1  Jtsilcoa«4- Ccosj3-|-^eo9y, 

77)  ....    j    F=  C  cos  (3f  -f  5J  cos  ß-i-  A  cos  y , 

•y  Man  vergl.  Naumann:  Elemente  der  theoreticchen  Kry* 
«tallogtaiibic.  S.  08. 
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Die  1800  nicht  fibersteigenden  WiDkel,  welch«  die  posHIveii 
Ibeile  der  Axen  der  ar',  y',  s'  mit  den  peeitifeo  Theilen  der 
Ai«D  der  t  einscbiiessen,  bezeichnen  wir  durah 

{sx')A9^}.i*^h  (^),  (»y'),  (y*').  (»') 

und  setzen: 

iA',=silco8(jry)  +  CcoÄ(yj:')  +  Äco8(2a:'). 
r«=Cco0(dRar'>)-f  Bcos(yy)  -f  ilcee(»r'), 
ZxssB  coe(;vy )  +  J  coe  (yo;')  >f*   cos  (zir') ; 

leraer : 

IJ^=Acoe(«y')  +  Cco8(^)  +  Äcoe(fy'), 
= CcwQc^')  +  »  cos  (^') + yJ  cos  (i^ ) ,  . 
Zy  =s  ITcee  Ufff)  +  -4  cos  (y.y')  +   cos  (i/ ) ; 

IJTs  =  4eoe(xs')  +  Ccoe(yi')  -f  i^cee(zs')* 
n  =  Ccos(ja')  +  » cos(,v2')  +  A  cos(»0. 
=Sco8  (j:x')  +  -4  cos(iyi')  +     cos (xz'). 

^ach  L  36)  haben  wir  zutürderst  offenlmr  die  folgende  Gleichung: 

81).  .  :  .  ircosa=A^€oe«4-rfC08/}-|-^«ceey: 

fwm  sind  die  Gleichungen  der  Zwillinge- Aze  und  der  Axe  der 
J^uch  1.  23): 

^ewichnen  wir  also  die  Glddiüng  der  Bbene  dieser  helden  Gera- 
^  durch 

«oiat 

+br  +cZ  =0, 

•Jf,  +  Br.  +  cZx  =  0; 

da  aber  in  dieser  Ebene  aucb  die  Aze  der  x  liegen  soll,  deren 
Glticbvngen  jr=0»  xssQ  sind,  so  muss  fOr  jedes  jb  efenbar 
^fssO  sein,  worane  sieh  assO»  und  daher 
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83)  . 


2ä0  erunert:  Me  aU§meinzUn  ae8et%e  der  firyMUiUogritpliit. 

%Y  ^tZ  =0, 

ergi^bt,  welche  swei  Gieicbiwgeo  eegleich  auf  die  .Gleichong 

82)  Z)x->'Z^  =  0 

führen.  Aus  den  beiden  Gleichungen  81)  und  82)  erfailt  man  leicht: 
(ZV— Jr,)  rcosa=(Fcos/J+  Zcosy)  F,, 
(i^T—  Xti  Z  CO»  «=  (  Fco8 15  +  Z  €08  y)  Z, ; 
also«  weil  nach  I.  33) 

JCcosa-|-  Fco8^  +  Zco«y  =  iV 

lel; 

(iV—  JTeoe  «)     s<i?- JT»)  Feos«» 

(iV  -  Aco8  «)  Zx  =  (JS-Xx)  Z cos  «. 
Nun  bat  man  aber  nach  I*  33)  die  Gleichung 

Neoaixx')^Xs  -f  F«co8(a:;y)  Zj-cosCzd;) 

oder 

iV  i  1  —cos  (oj«') } = (iV  —  Xs)  —  F«coa(;r3r) — Z*eos  (zx) ; 
folglich  nach  83)  t 

iV  (iV— A  cos«)  1 1  -coH  (sx*)  \ 

=  (iV—  Xs)  { N —  [IC  +  I  Cüö        -f  Z  coB  (ix) ]  con  a  j , 
also  nach  1.  32): 

(N^    cos  a)  ( 1 — cos  ixa:')  I  ä  (A— -X.)  sio  ««. 

woraus : 

„    y    2(y— 3rco8  tt)  sin  i(jrjgy 

sinflT 

Verbindet  man  hiermit  die  Gleichungen  83)^  so  erhält  man: 

„    V     2(iy—l^cos«)sin  Kara:')^ 

"Si^   ' 

^.  J        r  _?I«!ni(£^)!€estt 

84)  /        r,-         ^  , 

I        ^  2gsini(arjrycDS« 
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itee,   weil  offenbar  ,  % 

irt: 

Sach  L  32}  iat: 

iV  coa  (&rO  =  j;«  caa  (sv)  -f  F^coa  (yt)  -l-  Z« ; 
also  nach  85): 

/V€Os(^s=2(JKoo«(«y)4  F-|-Zcoa(y»))coaar«~iirco«(A;9), 
iVeoaC^r")  =2t  J:eo«(2ar)  +  Fcoa(^2>-f  Zjcosa— iVcoa(z.i:); 
«ad  fo^lidi  nach  I.  32): 

oaa(y«03B  2eo8«eaa^— coa(ay) , 

coa  (z^)  =  2  cos coa  u  —  coa 

Mer  Urt: 

I  coa(2j;')  s  coa  2a» 

.  .  .  .  {    C08(y;i:')  =  2cosacos/S  — cos(a:^), 

'   ooa(z«0  =  2 eoa/coa  «  —  eoa  (up). 
6m  ebeo  ao  iat: 
87)    J^stjrcTO/f,   79s=r2Fcoa/l— ^s2Zcoa/l 

icaa(«yO«2eaa«ooa|?->eaa(^), 
coa  (yyO  =  coa  2^, 
€08(2^0  coa(y2); 

m    A:,=5Ucoay.    F.=2Fcoay,  Z»  =:2Zcaay-iV 

ica«  (;vsO  SS  2ooa7Coa«— aaa  (av>, 
coa(yi^  s  2coä^coa^ — co6(yi;, 
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2ä2  Grunert:  Ute  cUigemtimttn  GesetMß  äfr  Krp$tüilograph(e, 
Aiäu  ist: 

Die  Gl«icbuDgen  der  Axen  der  x*,  y\  ^  sind: 

9  y   g 

_£  

2JIC  cMil  ^  2  Fco8/}— i#    2Zco0i) ' 

 y     _  g   

2JCcosy    2Fco«y«  2Zc<m/— iV' 
Wean  man 

■etxt,  so  findet  man  sehr  leicht:  ' 

ücosCmO  4-  Ccos(yjrO  -f  i^eos  (sjr') 
2(JI cos a    Ccos/3  +  /?  cos /)  cos  a  —  ( ü  +  C  cos (xy)  4-  l^cos (nr)  1» 

ilco«(dyO  -1-  CcoB(yy^)  jBce»(syO 

=  2  (4cos  a  -I-  Ccos  /3  -f  £  cos  y)  cos  /5     { Ü  cos  (j:^)  +  C+  Ä  cos  (yz)l, 

Jico8(d»0     Ccos(yxO  *f  Jff  co0(»^) 

=  2(iicusa Ccos^  +  Z^coö yjcosy  —  (ilcos(ia:)  +  Cco8(yi)  +  Äj; 

a|«o  Hacb  77)  ond  11.  l): 

Jicos  (jryO  -f  C  cos  (yyO  4*  ^  cos(zyO  =  2Äcoaß, 
Mewisesf)  4-  Cco6(ysO  +Beos(zsO  s^JCeosy; 
und  gaiUE  eben  so: 

C  cos  (xa-'O  +  )J  cos  (yo;';  -f  A  cos       =  21  cos  a , 

Ccos {m^)  -1-    CO« (yxO  -f  A cos(2zO  =2 Fcos  y ; 

so  wie : 

ircos(a^    AcoBi^')  4*<£ cos(iy0s=2Zcos/}, 
BeosCrz')  +  i<cos(y2')  +   cos(kO  sSZcosy-^  iV. 
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ika  ist  offenbar  nach  2): 

«) 

=:  (2  A  cos  a—iV)    -I- 2^^"  cos  -f  2^eo8r« 
Ar(^  — ^)  =  2^V'co8a^-(2Fcos^-^)/  +  2F2''co8y. 
c)=2Z:E^cos«-|-2Zy''co8|S^(2Zco07— i¥)x'; 

Ö4) 

A'a:  =  (2  Jl  cos  a— iV)^'  +  2  A^'  cos  ß  +  2  Ax'  cos  y , 
iV;v  2  €08  (2  r  C08/} — N)^  4  ^IVcosy , 
iVi  =2-Za:'  cos«-|-2J^'cos/S+(2Zcosy— iV)x'. 

Mittebt  77)  md  L  32)  kann  man  aiw  diesen  Formeln  entwe- 

t)eT  A,  Y,  Z  oder       ß,  y  ganz  eliminiren.    Dieselben  dienen, 

um  unmittelbar  von  dem  Systeme  der  .zyz  zu  dem  Systeme  der 
T^^  jf",  t"  t)i\t'A  x' t  y\  z'  überzugehen,  und  sind  ganz  alli^enicin 
für  alle  Coijrdinatensysteme  ßfiltijr.  Die;;elben  können  jedoch  noch 
auf  eine  andere  Art  ausgedrückt  werden,  wie  wir  jetzt  zeigen 
wollen. 

Die  aof  der  Zwlilings-Axe  senitrecht  stehenden  Ebenen,  von 
denen  man  die  dnrch  den  Anfang  der  xyz  gehende  besonders  her- 
Torbebeo  und  durch'  eine  Gleichung  von  der  Form 

95)  Jix  +  %-h2)b=0 

charakterisiren  kann,  nennt  man  Zwillings  •  Ebenen.  Wir 
wolieo  der  kürze  wegen 

icteen,  so  Ist  nach  {.19.: 

97)  .  .    .   COS«ss<0S,    COSj3s:0ir«  CO8]r=0in 

Qnd 

IA  =  6Xi/m), 
Setien  'irir  nun  aber  der  Kürae  wegen: 

Tbeil  XXXiV.  16 


SS4  Brumtri:  Ue.  aUfemtäflUn  es$*t%t  Oer  KmUmUogrnpMe. 
•0  ict  nach  i)3>  offealwr: 

100) 

+2  ;s  

+{2  ;g  \\y 

+j2l(£K±ü±«!B_i,,. 

Auf  diese  Weise  sind 

blo0«  durch  die  Coeffieienten  der  Zwillings «Eiienen  ausgedruckt. 

§.  31. 

Set  Jetit 

lOJ)  .  .  .  ifo(a?-«o)+A^(y~Ä^,)  +  ^o(*-c^)  =  0 

die  Gleichung  einer  beliebigen  durch  den  Punkt  («ofto^o)  gehenden 
Ebene  im  Systeme  der  xyt,  welche  wir  nun  auf  das  System  der 
a^^if  fibertragen  wollen. 

Zu  dem  Ende  seien  Oq  ,  V'»  <^o"  <'>e  CoorHinaten  des  Punk- 
tes (oo^o<^o)  i"»  Systeme  der  \  dann  haben  wir  nach  100> 
die  folgenden  Gleichungen : 
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Hern*  nteru  4tr  HrtuU»  IM»  m  «ataw  mm(  «tor  U—e.. 
«»— «=   «S  ;  ;g  l|uo 

+^       ?  ^  • 

•'0  —  *'  —     *  ^  <lo 

+12   ^  \W% 

^  Bach  100)  durch  Snbtraction  s 


I«' 


236  Gruner t:  Die  ailgemeimlen  Oesei%e  der  Xrp$taUoifrapUie, 
Setzeu  wir  düd  der  Kflrse  wegen: 

103)  tt=  Kf^tm-^ct-^-Bm 

ist  die  Gleichung  uii^erer  Ebene  im  Systeme  der  x"jf*'z" ,  wie 
leicht  erhellet^ 

103)   (2jni-lfo*)(ar*-0  I 

Wenn  die  .durch  die  Gleichungen  HS)  und  101)  charakteriair- 
ten  Eheoen  Eheiien  des  Kryvtalls  oder  wenigetens  eolcben  Kbe* 
nen  parallel  sind,  so  ist: 

ai8o : 

104)  .  ;  .  .  .Hss  %^(%MK-l-lCL'^^BM)K 
und 

106)  ...  ^= 

die  Gleicbuii«;  103)  nimmt  aber  die  folgende  Form  an: 

JOd)  .  .  .  .     (2jiII-jco'6)  JC(ir''-flo')  ) 

+  (2at ^Ao^)  Li^f"  -V)  I  =  0. 

+  (2^1I-^^)il/(z''-Co*)  ' 

Wenn  das  System  der  (0*^2)  rschtwinklig  ist,  so  ist  nacfa 
dem  Obigen,  weil  in  diesem  Falle 

J=l.   15  =  1,   s£=l;   ^=0.   B=0,  C=0 

ist: 

also,  wie  man  leicht  findet: 
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felslieh  die  Gleicbusg  unserer  Ebene  im  Syfeteme  der  a^fffi'i 

107) 

jn«)i:o+2KJti'o+2»w^o}(^'-«o'') ) 

Nach  101)  und  106)  ist  in  diesem  Falle: 

2,*W  — fio^=  «(2?MCo-«fio)Ä'+A(2|itÄ<,- AjMo)liHf*%i''*; 
und  folglicb  nach  106)  die  Gleicbang  der  Ebene: 

108) 

|«Hoi:*+A(2«Aq— AJCo)L»+(*(2»<io-|i%)i*f*)Ä(«''-0  1 
^  U.(2/*Xo-x,io)ÄHA(2fao-lfio)X^+fi%**l^(»'-  O ' 

V 

§.  32. 

Bezeichnen  wir  die  mit      n  L^ehorigen  Zeichen  genommenen 
EntferDungen  der  Durcbschnittspuiikte  der  durch  die  Gleichung 

109)  ...  Ii(«-flö)  +  ^o(y-*o)4-JMo(«-«o)=0 

ebarakteriairten  Ebene  mit  den  Axen  der  x' ,  y',  i'  von  dem  -e- 
iMiiiflcbaftlichen  Anfangspunkte  der  Systeme  der  xyz  und  x'y'z' 
rwspective  durch  V>  Vf  «^'t  ^i'*  "^^^^  ''^^"^ 

110)  ....    l>o  =  Äoöo  + A>*o  +  ^Vo 

gesetst  wird,  nadi  00)  and  78),  79)/  00)  die  folgenden  Formeln: 
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238  erunert:  Ble  aU/mHiulm  €mt»e  t*r  Brt$Mlt$raii»tt. 

Dpi*   

„.  «oiV 

also  oacb  85),  87).  89): 

^.  jM  . 



worau« 

+  Lo  r + ilfo2)  cos/3  =  (Lo  +  ^)  ^» 

also : 

III)     coa«:cMP:ca«y=.Äi  +  ^^:l^  +  ^?:Afo+^ 
folgt 

Bezeichnen  wir  die  Entfernungen  der  Durchscbnittspunkte  der 
darch  dio  tileicbung  10^)  cbarakterioirten  Ebene  mit  den  Azeo 
der  OS,  jr,  2  von  dem  Aofange  der  ^cys  ned  «'y'i'  teepective  dvrcli 
Mq,  9o,  WqI  so  iat: 

KoiuQ-^ao)  —  Lobo — Mqcq  =  0, 

—  JEdoo  +  Ie(eo— fc)— Äbeo  0, 

Iboo— l^-l-iVa(ioo-**«o)  ==0; 
also:  « 
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«0  = 


•0  = 


AboQ  +  ^)''>o  +  Mqcq 

Mo  — 

rolgBcfa  nach  III): 

112)  co8«:coäii  :cü6y  =  — + --7  J  —  + I  —  4- • 
'  '     MO  CO      «0    «00  «0 

Bezeichnen  nir  die  mit  den  <;e!ir>rigen  Zeicheo  genommenen 
Entfernungen  der  I)urchschnitts|iiiiiktü  der  durch  die  Gleichung 
10^)  charaktiTisirteii  Ebene  mit  den  Axvn  der  j:",  y",  i"  von  dem 
Punkte  {uöc)  respective  durch  uq" ,  vq\  wq^;  so  erhalteD  wir» 
veoQ  Dur  jet«t 

113)  .    .  AisiKb(ao— a)  +  Xo(6o— 6)  +  Mo(co—c) 
gmt/M  wird,  gaox  eben  «o  wto  Forher: 

3(lbil^-^IloF+ilroZ)co•«=(Jb-l-  ^iv» 


2  (Äb  A  +  Zo  F  +  MoZ)  cos  y  =  ( üf 0 + ^)  iV ; 

wo 


«liO; 


114)     co«ff :co8/3:eo8y  =  Ab  +  ^ : Xo  +  ^2  ;  iWo+ 
Wir  sind  folglich  berechtigt, 

c««=Co(Äb+^),  co8/3=Go(/a)+^),  cosy=6o(ilfo+^.); 
«Im  nach  77): 

115) 

X«  c«t     + ^i) + c(A> + r^) + B(iiro + ^)i/ 

Mo  M^ 

"0  wo 
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KD  setzen,  so  das« 

 ^—  7jr 


«o  «'s  •^|^ 


dl«  Gleichungen  der  Zwillings*  Axe  sind. 

Zur  Bestimmong  von  iiat  man  nach  1.  ^)  die  folgende 
Formel : 

117) 

+2J(Lo+^:)(flfo+-5) 

+3fi(ilfo+^,)(*i+ä) 
Weil  nach  dem  Obigen: 

Jl^  _  2  (ÄQ -t-     F  -f  J/q  Z) cos /?  —  Lp/y 
 SoiV  ' 

j  aciTpi:  -f-  ^o    üf  oZ)cosy— jfpjy 


ist;  80  ist 


«O       ''o  •''o 


_ (iroA4/^oy-i-iyog)[2(A:co8c+  Fco8/3-h  Zcosy)  — 
woraes  sieb  nach  I.  33)  die  besnerkenawertbe  Reiatten: 
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Wir  kominen  nun  mit  w  enigen  Worten  zurück  auf  den  in  §.24.  auf- 
««stelltoD  Begriff  eines  Krystall«.  Ob  dii^ner  Begriff  mit  dem  Oberein- 
kttinoit  und  im  Einklänge  steht,  was  man  gewöhnlich  in  der  Natnrlehre 
einen  Krystall  nennt,  kann  nur  durch  an  den  Krystalten  ange- 
stellte sorgfSltige  Messungen  entschieden  werden«  welche  jederxeit 
den  Zweck  haben  müssen,  die  Coefficienten  der  Krystall -Fliehen 
oder  wenigstens  deren  Verhftltnlsse  an  einander  sa  bestimmen. 
Messen  kann  man  aber  bekanntlich  an  den  Krystallen  mit  erfor- 
derlieh«?  Genauigkeit  nur  die  N.eigQngsn-inkel  der  sie  begrifnsen* 
den  Ebenen  gegen  einander.  Also  wird  sich  die  hier  zur  Sprache 
kommende  Aufgabe  dahin  nSher  bestimmen  lassen,  dass  man  aus 
solchen  an  den  Krystallen  Torgenommenen  Winkelmessungen  die 
CoelBeienten  der  sie  begrSnsenden  Ebenen  oder  wenigstens  deren 
Veiblltnisse  an  einander  absulelten  suchen  muss,  eine  Aufgabe, 
die  oatflrlich  nur  eine  Auflosung  In  besonderen  Fftllen  und  unter 
keionderen  Bedingongen  gestattet,  also  eigentlich  nicht  in  den 
Kreis  der  von  unn  hier   beabsichtigten  Betrachtungen  gehört. 
Jedoch  wollen  wir  in  den  beiden  folgenden  Paragraphen  ein  Paar 
solche  Fälle  einer  etwas  genaueren  Unteriiuchuog  unterwerfen. 


$.  34. 

Zuerst  wollen  wir  annehmen,  dass  es  möglich  gewebten  sei, 
die  von  einer  durch  die  Gleichung 

cbarakterisirten  Ebene  mit  den  Ebenen  der  xy,  zjc  einge* 
•cklossenen  Winkel,  welche  wir  durch  F||,«y,  Fo^yst  ^o*««  J^* 
wichaen  wollen,  za  messen. 

Schliessen  wir  nun  alle  unsere  jetzigen  Üetracbtungen  un- 
mittelbar an  {.30.  an,  setzen  demzufolge  wie  dort: 


vnd  nelmieii  naeh  und  nach  an,  dass  die  sweite  in  §•  20.  betrach- 
teli  Ebene,  weiche  dort  drnch  die  Gleichmg 
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Ä|    -  ai)  +     (y  -  Ai)  +  it'i  (*  -  ti)  =  0 

cbamkterisirt  irorde,  die  Ebene  der  jfx»  tx^  wg\  daas  al«o 
und  nach 

iri=^i.  1.1=0,  jtfis=Oi  j:,=sO»  ^1=0; 
jri=o,  x,=o,  iif,=si 

•ei;  so  iet  nach  20.,  wenn  ohne  irgend  welche  üesielMiog  «ic»i 
obem  und  untereo  Zeicbeo  auf  eteaader 

c^=dtv^f.  c«-±VI'  c^=±v^ 

gesetzt  wird: 

cos  f       =   *  ji  » 

cea  Fo»*-^  2V  • 

«ee  r(|»sy=  ^^^^ —        —  t 

oder  irilraer,  wie  ans  {.201  nDmitteibar  hervorgeht: 

"o»f»  "  "  »    CO»  roi«r=  — *         '«»^ ^  — —  * 

alao: 

Nun  ist  aber  nach  I.  32),  wenn  o^,  dieselbe  Bedeutimg 

haben  wie  in  §.  20. : 

—  ^»  ^  ^* coa(gy)  +  26 ceg(«ar) 
cea  Ho  SS  ~     j 

^^oCoa(j;3f)  -f     +  2ocea(»») 
coa/y«s  «  

JC«  coö  (zj?)  +  Yq  €00  (es)  +  Zo . 
coayo  » 

und  aaeb  §•  90l  : 

K^iL^iM^^  cnaa« : coa^^ ; coa y«, 
also  nach  dem  Voratebenden  $ 
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1^0  +  ^9  COS  {xy)  +  Z„  cos  {zx) 

ygKcb  nach  dem  Obigeo: 

Oy»  VfX  V;ry 

»     •      M         1     COS  Fo»»a        /     \  •  C08  Fo.xx  ,  CO«  Fo.jrw        ,  . 

•  cos  (20:)  +  cos  (yz)  + 

Die  Gleichungen  des  von  dem  Anfange  der  Coordinaten  auf 
die  gegebene»  darcb  die  Gleichung 

obirakterieirte  Ebene  gelallten  Perpendilieia>  sUid  bekamt tück 

Jo 

so  «las.*»  also,  wenn  (ar^yaio)  ein  beliebiger  Funkt  in  diesem  Per- 
pendikel ist»  jederzeit 

also  nach  litm  Obigen 

cos  Vom  ,  cos  Fq,»  ,  cos 
«o:yo:zo=— 1^.— g;;  EJ— 

ist;  and  da  man  nun  gewiss  unmer  leicht  wird  beortheilen  kön- 
nen, was  rar  Zeichen  die  Coordinaten  de»  Punictes  (opo^uZo)  in 
(lern  in  ReHe  stehenden  Perpendikel  haben»  so  wird  man  mittelst 

vorstehender  Proportionen  immer  auch  die  Gorobination  der  Zei- 
chen beurtbeilen  können,  mit  denen  man  die  Grossen 

GjfBB    Gm»»  Gsif 

n  nehmen  bat  Beielebnen  wir  aber  diese  Zeichen  «Combination 

durch 

(-l)S  (-1)*.  (-1)'; 

I 

ktonen  trir«  da  es  hier  bloss  anf  Verblltnisee  ankeimnt»  nach 
d«  Obigen  Ar  n      r  r 

GfMt     &S9»  fJgff 

ofanbar  reepective 
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1    1  1 

( — *    (— l)^.siri(2jr)'    (— l)'.si»i (x^) 

setzen,  und  erhalten  dann  nach  dem  Obigen  fflr  die  Verbftltoi^e« 

den  folgenden  Ausdruck: 

190)  JToiIrAiiVo^ 

(— l)*.co8  Fo,s»eio(^0  +  (—1)^.  tos  Fo,m sin cos 

+  (—  ly .  €08  Fo<4y  ein(^)  cm  (jar> 
:  ( —  1) ^  cos  J'cyx sin  (yz) cos (xy)  +  (—  1)*  .  cos  Fo,»* sin  (zjc) 

+  (— l)«.cos  Fo,x|Sin(;ir(y)  cos  (jßz) 
l)<>.con  F„,yxsin(^z)co8(«r)+(-l)*.co«  Fo*sxein(sr)eos(jfs> 

+  (-  \y .  cos  Fo,*,  fiio  (^j. 

35. 

Wir  wollen  jetzt  noch  knrz  das  in  nachstehender  Figur  *  dar* 
gestellte  Octaeder  betrachten »  welches  von  acht  Ebenen  begrSaii 
wird,  von  denen  je  zwei  gegenüberstehende  einander  parall«!  «iiHlt 

S 
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Die  Flächenwlnkel ,  welche  sich  allein  messen  lassen  und  im 
fol^ernl'Mi  alii  gemessene  Stücke  betrachtet  werden,  bezeichnen 
'»TT  durch  die  Kanten,   an  denen  sie  liegen,  indem  wir  über  die 
f  ^Zeichnung  der  betreffenden  Kante  da«  Zeichen  /\  setzen. 

FaMeo  wir  imo  etwa  die  Ecke  A  uod  die  drei  in  deraelbeo 
iMMDmenstoesenden  Ebenen  SAB^  SAD^  SfAB  iti*s  Auge,  so 
■berzeogt  man  sich  leicht  von  Folgendem.  Der  Winicel  zwischen 
SAB  und  8A0  ist: 

A  A 

Der  Wlnlcel  zwischen  S'AB  «od  SAB  ist : 

A  '  A 
AB  =z  CD, 


üer  Wmicel  awisehen  SAD  nnd  8' AB  ist: 

In  der  von  den  drei  oben  genannten  Ebenen  an  A  gebildeten 
dreiseitisen  kürperlicben  Ecke  liegt  dem  Winkel  SAß  als»  Seite 
<ier  W  ijiUel  zwischen  den  Ebenen  SAD  und  S' AB  jjrgenüber; 
ist  nach  der  t>f>härit$cben  Trigonometrie  und  dem  Obigen:, 

/  A  A 

^  ,  „     cos(180''  -  SU)  +  CO«  AB.cobSA 

cos  bA  u  =   ■ 


od«r 


A  /, 
sin       sin  SA 


A  A 
.  ^  „    cosil^.cosiS^— cosiSZ) 

COS  SAH  ~  


/  / 
sio.^i^.sin  SA 


»Mass  sogleich 


l/.        A         A         A  A       A  A 

.  tiA  w^     ^  i''COBSB^eoBSA^-cosAB*-{^^.cotiSDxwSA.casAB 

mSAB  s=s  7 —  -r—  

A  A 

sin  JB.  sin 

folgl,  in  welcher  Formel  man  die  Grrisse  nnter  dem  lyuraelseicben, 
Ott  dieselhe  zur  logarithroisehen  Rechnung  heqoem  einznrlcbten, 
bikuntlich  in  vier  Factoren  zerlegen  kann»  was  wir,  als  allge- 
nwis  bekanht,  hier  füglich  dem  Leser  überlassen  dürfen.  Gans 
urihnliche  Weise  ist 
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\f       Ä       Ä       TT^      7      A  A 

»  »  l-coSiSil*-co8iS/^-co8^Z)*+2.cosiS^.ca84^'Ä,co»i4i> 
%^nASB^  


sin 


Ueberbaupt  hat  tnao  nun  aber  auf  diese  Weise  die  folgea* 
den  Formeln: 


1/  A         A         A  A        A  A 

mmSAB^  > 

aiüilil.aln^ial 

i/"         A  Ä         7  Ä       A  A 

(Mnoliiiss  ^  — —  f 

mnAB.tAnSB 

1/  A  A  Ä  A       A  T 

.  y  i-cos.SA^-co8aB^-cosAD^-^2,ciM6Ä,coaSB.co8AiJ 

sili  SBLß  —  T  T — —    ~  I 

A  A 
8ini4/>.6in 

\f         A                     Ä             Ä       Ä  A 
sin^Ci3=  —yT  — » 

^^^^j^^V^Ucwi/i^~co8i!^<-^o8i^-i-2xo8^^^ 

8iQii^.8in<$C 

l»IUO/>C=  ■   -j^  ;  » 


sin  •$/>il^ 

sin  A/) 


t/"         A  A         A  A  A 

8llliSil/#as  :    

tiknAD.8\n8A 

und: 


's 
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•in5il.8iit^iSr 

.coaSC.cosAB 

mBSC=  —         /        A  ' 

^Ä^fN*"  Ä  7 — —  * 

(08DSA^=^'~'^      '  jT  i  • 

sin  SD.Bin  SA 

Setoen  wir  jetzt  der  Kurse  wegeD : 

lfi.= V  1— co8Ä^-cosÄC;2-co8^Ä^»+2.co«iS/^ .  cos  i/c.  cosi^ , 
IF«iss  V^l  -.cosiSC*— C08»Vl)^e8il/^-f  2  .cwst.  easdb.  eoe^^b. 


sin  S      =  .^'^    -r  •    «in  = 


/  A  A  A 

tnikAB.mSA  &mAB.amSB 

m&BC=  ^  ,  ein  SCB  

A_       A  A 


8iDifi>.  ein  SB  ein  JA.  sin  ic 

•ID  SCD  =  7*^*^    .  ,    ein  SDC  = 


einil^.em  ic  eittJir.einiD 
n^iSDAsi  y^**  einiS^/>=: 


A       /V  A  A 

MiüADMnSD  MnAD.amSA 

lad: 

«in  ASB  =  ,  sin  BSC  = 


A        A    A  A 

ein  /Sil.eiD^il  8in.Sa  .ein  ^6* 

«uiCÄ/>  =:  1^^^^- .    Sin  DSA  =: 


A        /x       ^  .    *  A  A 

eiai$C.ein  SD  aünSD.  minSA 
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Hiernach  iiiidl  oaeh  der  ebeoen  Trigonomefrie  ist  nan : 

A 

Wda  <iin  SB  ^ 

•    A  ' 

Wab  sinic  ^»    IFa».IF<i«  sin  sc 


SC^^  Vi '     •  jL    •  SB        "fjy       wir     •  j,    •  iSi^ » 

BinSß  sin  Sil 


ttod 


A 

«in  iSil 

A  A 
.sin  SA  s\n  SA 

folglich  offenbar: 

SA:SB.SCiSDiAB;AD 

=  fFte.  Wtd.BinSAi  Wcd.  Wdm.BiüSßi  Wdm.  Wa^BtnSC 

A  A  A 

:  W^.  Wtc.smSDi  Wmk-  W^.BinABi  W^.  Wd^.mnAD. 

Auf  diese  Weise  kaitii  nian  al^o  die  VerhäUniseic  der  Linien 
SAt  SB,  SC,  SD,  AB,  AD  berechnen,  «ml  (indet  dann  auch 
leicht  die  \'erhaltnii*se  der  UalbaJ^en  AO,  BO,  SO,  weil  nach 
einem  bekaiiuteo  »Satze: 


4.AO*-^4.SO^s^2.SA*  -|-2.ÄC«, 

iet,  «reriiue  aicb  ferner  leicht  ergiebt: 

4 .        =  ÄB^  +  ÄD^  +  SA*  -  SB'^  +  .s/>^ , 

4.  ÄÖ»s=  ilff»  +  ^  -  Sil«  +  SS« +  ÄD«, 


4.50»  =-JÄ«-ill>«+ 5^2+  +  SB». 

Die  von  den  Axen  eingeaehioeaenen  Winkel  kann  man  nun 
aber  offenbar  auch  leicht  berechnen. 


Uerichtiguiig.    S.  Jt^.  Z.  13.  und  U  v.  u.  ci«u  »iGUichong'*  m 

„Gleich  ungen«*' 


Digitized  by  Google 


Privatleistungen  auf  astrononiischeni  Gebiete.  Ein  Vor- 
tn^  gehalten  bei  der  feierlichea  Sitxaog  der  kaiserlichen 

Akademie  der  Wissenschaften  in  Wien  am  30.  Mai  1859. 

Herrn  Karl  «•  Littrow^ 

wirlilieheni  Mitgliede  der  kaiterl.  Akademie  der  WifteiMchafMii* 


Wenn  tines  unserer  ausgezeichnetsten  lMitß;Iieder  im  Auslande 
dunial  mit  volleni  Hechte  hervorhob,  dass  die  Astronomie  mehr 
als  irgend  eine  Wissenschaft  der  Unterstützung  von  Seite  der 
Mächt'tiipn  der  Krde  bedarf,  dass  glänzende  Epochen  in  der  (>e- 
schichtc  der  Sternkunde  sich  {»rossentheils  auf  den  besonderen 
Schlitz  zurückfuhren  lassen,  den  Fürsten  ihr  geschenkt,  so  kann 
taan  andererseits  auch  behaupten,  dass  solcher  Schatz  keinem  an- 
dern Fache  in  gleichem  Maasse  wirklich  zu  Tbeil  wurde  und  dass 
die  Regenten,  deren  ausnehmender  Gunst  die  Astronomie  daokr 
bar  XU  gedenkon  hat,  den  regsten  Antheil  nahmen  an  den  von 
iboen  hervorgerureneo.Fortschritten.  Fragt  man  nach  der  Ursache 
dieser  Crscheioang,  ao  findet  man,  dass  dieselbe  eben  nur  die 
einzelne  Aeosaernng  eines  überhaupt  weit  über  die  MAnoer  des 
Benfes  hinaas  verbreiteten  Interesses  ist,  welches  unsere  Wls- 
seoschafc  von  jeher  kennieichnete  und  eines  ihrer  wirksamsten 
^Merangsmittei  war.  Gestatten  Sie  mir  beute  diese  Ansiebt  an 
hflgrflnden,  und  den  woblthätig^n  Eininss  Hachau  weisen,  den  T&t- 
Ug  freiwiliige  und  unabfiftngige  Pfleger  der  Astronomie,  die  in 
dea  Fache  eben  nur  eine  Liehlingsbeschlßigaiig  suchten,  durch 
ikie  eigenen  und  die  Artleiten  ihrer  Geholfen  auf  die  Entwickeluuf; 
dieser  Wissenschaft  genommen  haben. 

Die  socialen  Verhältnisse  der  alteren  Vorzeit  sinti  so  ver- 
^biedeii  von  den  unseren,  dass  es  ott  grosser  Seiiw ierigkeit  un- 
ttriiegen  wiurde  zu  entscheiden,  oli  ein  (lelebrter  Privatmann  in 
der  heutigen  Bedeutung  des  Wortes  war.  Die  Biographien  bc- 
tfiluater  Männer  jener  Epochen  gehen  überdies  selten  auf  ihre 

tkcil  XXXIV.  17 
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Lebensumstliide  nlber  ein  und  entlialteti  gcw5hiiKch  ebe«  mt ; 

die  Geschichte  ihrer  Leistungen.  Endlich  bilden  diese  Leistim-  | 
gen  nur  zu  häufig  Glieder  aus  der  Kette  menschlicher  Forschung,  | 

die  zum  liaiizen  erforderlich  waren,  aber  l»'in«;st  ihren  Werth  an  • 
«ich  beinahe  verloren  haben.    So  wollen  wir  denn  unsere  Blicke 
zunächst  der  neueren  Zeit  zuwenden  und  auf  frühere  Jahrhunderte 
nur  gelegentlich  oder  ifisoferne  Ruckni«  lit  nehmen,  als  es  der 
Zasammenbang  unserer  Betrachtungen  eriordert 

Zu  den  IiBO|»Utfltxefi  unserer  heutigen  Annahme«  flbev  die 
Dichte  dee  £rdkürpere  gehören  die  fixpeHmenta  von  Henr? 
Cmvendish»  dem  SprOasliog  etiiea  der  edelsten  und  begQteriitei» 
Geacbleebter  Englands,  der  sein  ganses  Leben  der  Wisaenscbaft 
gewidmet f  ohne  je  eine  öffentliche  Stellung  anzunehmen,  „der 
•  reichste  unter  allen  Gelehrten,  und  wahrscheinlich  auch  der  ge- 
lehrteste unter  allen  Reichen'',  wie  Biot  ihn  heseichnot.  Pi« 
Apparate'  und  Metboden  aber»  welche  Cavendish  in  Anwendan^ 
brachte,  waren  ebenfalls  von  einem  Volontär  der  WissenscbiA 
Hev.  John  Michell  erdacht.    Was  Cavendish  noch  allenfalli 
zu  wünschen  übrii;  <];clas6en  hatte,  licler(e  FrincU  lially,  sei- 
nes Zeichens  ein  Geldmakler,  durch  eine  wahre  iVlustc  ricihe  von 
Vermichen,  die  mit  hewun(Jcrünj;sv>  ürdiger  Ausdauer  un<l  Urasicbi 
Jahre  lang  fortgesetzt  wurden  bis   sie  die  nnthij^e  Genaulglieit 
erreichten.    Einige  Jahre   früher  hatte  ^leichlalls  F.  Raily  aut 
äusserst  mühsamem,  aber  allein  untrui»iichein ,  experimentellem 
Wege  die    richtige  ^li  ihode,    durch  i^endetbfobathlungen  die 
Schwere    zu    bestininun ,    festgestellt,    und   durch  Berechnung 
der  Messungen,   die  der  unglückliche  (  ajit.  Foster   nach  Baiiy's 
Vorschriften  am  liord  des  Chauticleer  im  Jahre  1831  angestellt 
hatte,  einen  wichtigen  Beitrag  an  diesem  Zweige  der  Astro- 
nomie geliefert  —   Die  ersten   gelungenen  Fallveraocbe  rüh- 
ren von  einem  wohlhabenden  Dilettanten  —  ich  nehme  diesen 
Ausdruclc  im  nrsprfingliehen ,  etymoln|^scfaen  Sinne  —  von  J.  F. 
Benaenberg,  der  zwar  später  durch  v%-enige  Jahre  eine  Pro- 
fessur versah ,  bald  aber  seine  Freiheit  dem  Berufslebea  wieder 
vorzog. 

Die  an  sich  nicht  glückliche,  aber  inimerhin  sifniroiclic 
als   Anregung  zu  wichtigen  Arbeiten   fnl2;enschwere   Idee,  'leo 
JJiniensHuien   des   Erdkorpers  das  Grundmaass  der  Längen 
entnehmen,  ging  zu  Ende  de«  siebzehnten  Jahrhunderts  von  Ga- 
briel Mo u ton.   Chorin eister  in    Lyon,  aas.    Rev.  Richaf'^ 
Sheepshanks,  ein  Liebhaber  der  Astronomie,  stellte  nach  ß^'' 
sei's  berichtigenden  Ansichten  Ober  diesen  Gegenstand 
mikrometriscbe  Messungen  an,  um  die  engtisch«  Ulngenebibtlt 
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Ad  Beobaehtongen  von  Veifiasteruiigeo  der  Soone,  des  Mob- 
des  snd  der  Ja|iiterfiatelliteiis  toq  Sterobedeekuogen,  Berechnangen 
geograpbieeber  Längen  und  Breite«  verdenke n  vnt  Laien  so  vieles, 
dass  wir  bier  nur  eioiger  bervorstecbendeo  Letsttnigen  Erfrib- 
Dung  thun  kuaiien.  Kev.  Thomas  Catton  in  Cambridge  über- 
tracbte  blos  aus  Liebe  zur  Sacbe  den  Himmel  io  Bezug  auf  die 
eben  genannten  Phätiomene  durch  einen  Zeitraum  von  vierzig 
Jahren  so  sorgfaltii;,  dass  der  k.  A.strononi  G.  B.  Airy  die  grosse 
Arbeit,  die«>e  Beobachtungen  zu  sammeln  und  der  Rechnung 
zugänglich  zu  mtichen,  untemaiiui,  und  die  k.  astronomische  Ge- 
■»elischaft  in  l^ondon  die  Kosten  der  Publicafion  bestritt.  In 
ihnlicher  Weise  wirkten ^ofgericbtsrath  von  II  ei  1 1  gen  stei  n  in 
Mannheim,  Colonel  Beaufoy  in  Bu^hey  fieath,  Con^storiairath 
HüUmann  in  Elberfeld,  Amtmann  Bayer  zu  Hradisch,  Ferd. 
Freiherr  von  E  ?i  d  e  /.u  Celle.  Eriitandmarscbali  Grafvorj  Hahrt 
in  Hern|iiifi,  Hrolejü^or  ilaliaschka  in  i'rag  und  un/aiiiige  aii<lere 
Uebbaber  der  Astronomie.  —  William  Galbraitli,  Privatlebrer 
der  Mathematik  zu  Edinburg,  gab  im  Jahre  1837  den  Anstoss  zur 
Wiederaufnahme  der  Vermeasung  von  Schottland  durch  genaue 
HeegrapbUche  Bestimmungen,  die  er  .so  seinen  Feiertagen  vor» 
nahm,  und  durch  die  er  bewies,  dass  die  bis  dahin  existirendeo 
Kartell  Fehler  von  I  hi««  M/a  Meilen  batten  —  ein  Verdienst,  das 
dnreb  die  K.  8oeiety  of  Sciences  'ebreovoll  anerkannt  wurde. 

Die  Topographie  des  Mondes  berobt  in  Ibren  Grundlagen 
tet  nnsachliesslich  auf  Leistungen  von  Privaten*  Die  ersten  ge- 
naoeren  Mondkarten  mit  einer  für  solebe  Anfilnge  bewunderungs- 
ifirdigen  Naturtrene  lieferte  JohannHevel,  der  gelebrte  Ratbs- 
btrr  von  Daozig«  auf  seiner  prttebtigen  Sterntvart«  im  Jabre  1640. 
Die  eisten  bedeutenden  Detailzeiebnungen  einselner  Mondgegendeii 
eiUalten  wir  lun  den  Anlang  des  neunsebnten  Jabrbundefts  von 
Obemintniann  SehrSter  su  LHientbal.  Den  Seblnssstein  dieses 
SMigen  unserer  astrnnemisehen  Ken.ntnisse  bilden  bisher  die 
yrnun  Arbeiten  von  Midier  und  Beer  an  des  letsteren Stem^ 
warte  in  Berlin.  Iboen  seblossen  mit  besonderen  Beiträgen  sieh 
Rfibmlicb  an:  der  Mechaniker  James  Naamytb  in  Patricroft  bei 
Manchester  durch  sehr  gelungene  Studien  einzelner  Theile  der 
MoiuloheriläcJie ;  Hofrätbin  Witte  u  a.  durch  plastische  l)arfc.tel 
lungen  dieses  Hinimelskörperi.;  Warren  de  iu  Rue  in  Cranford 
dwcb  atereoakopiache  Bilder  des  Mondes  vermöge  einer  sinnrei- 
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eben  Benatzong  der  LibratioDeo.  —  Die  ritheelbafte  EneMnung, 
daes  StorDe^  ror  welche  der  Mond  fritt,  kurz  be?or  nie  von  Üm 
bedeckt  werden^  zuweilen  mehrere  Secanden  lang  asf  ibm  wUk 
projiciren,  ist  ftm  gründlichsten  von  einem  Liebhaber  der  Aalro- 

nomie»  Sir  James  South,  behandelt;  alle  Erfahrungen,  die  vHr 
bisher  darüber  bei»itzen,  darunter  viele  Heobaciitungen  von  Dilet- 
tanten, sind  durch  ihn  »ornliiltig  gesaniinelt  uimI  dij«(ulirt.  —  Ein 
genialer  Liehbaber  der  NM.ssenscbaft,  Jeremias  Horrox,  wen- 
dete 1G38  zuerst  die  Kepler'scben  Gesetze  auf  die  Mondbewe- 
gung an,  und  machte  die  ersten  fortgesetzten  iieobachtuogeo  über 
Ebbe  und  Flutb. 

Auf  eine,  wie  «las  eben  er^^^^h^lte  PhäiMimen  bei  Sterube- 
derkungen  l)islier  iiiin  khirfp,  bei  \  oriibergiint:!  ti  Mondes  oder 
der  unteren  l*lar>eten  vor  der  Sonne  .«stattfindende  Erscbeinunc. 
die  aus  einem  eigentbündiehen  Zerbrechen  des  ersten  und  letzte» 
Liichtfadcns  der  Sonnenscheibe  in  ciiizelne  Perlen  besteht  und 
deaehalb  unter  der  Bezeichnung  der  «»beads"  bekannt  ist,  hat  uns 
lauerst  der  schon  genannte  astronomisr  be  Freiwillige  F.  Raify 
aufmerksam  gern  nebt  und  mit  einer  cia.nsischen  Arbeit  darüber 
beschenkt.  —  Zur  Kenntniss  der  SonnenÜecken  und  Fackeln  ha- 
ben bei  weitem  das  bedeutendste  Material  Dilettanten  geliefert. 
Nicht  nur  verdanken  wir  dem  astronomischen  Volontlr  Job.  Fs- 
brlciue  die  erste  Entdeckung  der  Flecken  (151 J),  enodern  aorfa 
den  Nachweis  der  Rbtation  dee  Sonnenkrirpers  an  diesen  n«k* 
wfirdigen  Eracheinnngen.  Die  längste  fiberbanpt  bekannte  Reiht 
solcher  Aufzeichnungen  aus  den  Jahren  1749  ble  1799  röhrt  vofl 
einem  Lielibaber  Joh.  Staudache  In  Nflrnbe^.  Von  eiaen 
anderen  VolontSr  der  Aatronomie,  Rev.  J.  T.  Huaaey,  wurde« 
nicht  weniger  ale  1100  Zeichnungen  gesammelt,  die  eine  Tollatlo* 
dige  Geschichte  dieser  Erscheinungen  aus  den  Jahren  1826  bis 
1837  darstellen.  Uofrath  Schwabe  in  Dessau  bat  durch  mehr 
als  zwanzig  Jahre  durchschnittlich  an  300  Tagen  des  Jahres,  die 
Sonnenscheibe  untersucht,  von  1820  bis  1857  an  etwa  4700  Grnp- 
peu  von  riecken  und  Fackeln  beilimtlg  9000  Beobachtungen 
macht,  die  an  Genauiiikeit  und  Umsicht  alles  in  diesem  Gegen- 
stande bis  dahin  (leleistete  übertreffen  und  uns  ^nerst  die  grosse 
NVahrscheinlicbkeit  einer  PrriodiritSt  dieses  Phänomens  kennen 
lehrten.  Von  Domherr  Stark  in  Atigsburi^  besitzen  wir  almlitht» 
Beobachtungen  von  1813  l»is  18^30;  in  dei  neuesten  Zeit  hat  ein 
auscezoichiieter  Volontär  der  Astronnmir  .  R.  Ch.  Carrin  gton, 
der  nn  lirore  Jahre  an  der  Durharner  St<Tin\.irte  Dienste  leistete, 
blos  uiu  mit  dem  1*  ariie  genau  bekannt  zu  werden,  auf  seinem 
Observatorium  Hedhili  eine  fortlaufende  Reibe  von  fibnlicbea  sehr 
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»«naaen  ßestimiiiiiiigcu  untcrfionnnen.    Aber  nicht  nur  solch»*  jje- 
(reiie  und  reic'hliaitlize  Aiifzeicliiuinj^i'n  über  den  Ziistand  <1(  r  Son- 
iienobernäehe,  ^oiidifrn  auch  tiof  blickende  Ufitert-iK  Innigen  der 
Natur  jener  Frjtolieimmsen   verdanken   wir  freiwiHiiiHti  Pflegern 
lies  Fachci»,  und  hier  fiabc  irli  cifien  INanion  zu  nt  inK  ii,  der,  von 
tlnppelter  (Jlorio  umstrahlt,  mit  der  (jesclii«  life  der  W  issenschaft 
lör  alle  Zukunft  enir  verflochten  is.t.   Sic;  errathen,  das«  ich  von  den 
beiden  Hers  che!  spreche.    Sir  William,  der  Vater,  ziihlt  als 
Organist  zu  Uath  in  seinen  astronomischen  Anfangen  entschieden 
za  den  Liebhabern  der  Astronomie,  aber  auch  die  spätere,  bei- 
nahe vierzigjährige  «taunensuQrdige  Thätigkeit,  welche  er»  in  ,die 
Nahe  seines  KOniga  nach  Slough  bei  Windsor  berufen,  ganz  der 
Sternkunde  luvenden  konnte,  gehört  auf  das  Gebiet  von  Pri?at* 
leistaegen,  wenn^^liMch  sei  Sir  William  aus  der  Reibe  der  Frei* 
willigen  in  die  der  Verpflichteten  Übertrat;  denn  Georg  III.  von 
fiogiand  ¥ersab  Uerschel  mit  den  nOtbIgen  Mitteln  nicht  als 
Hieiiareb»  sondern  aus  persSaliehem  Interesse  för  die  Astronomie, 
das  wir  durcli  des  Königs  vrohl  ansgerOstete  eigene  Sternwarte 
■sa  RIcbmoad  und  von  ihm  angestellte  Heobaetnogen  bewiesen 
inden;  Sir  William  war  des  Königs  Privatastronom.  Sein  Sobn, 
Sir  Jobn,  bat  immer  nur  aus  gans  freiem  Antriebe  der  Wissen- 
schaft gedient,  und  ent»cbloss  sieb  llberbaupt  erst  am  Abende 
seiaes  Leiiens  Dir  einige  Zeit  eine  OSentliebe  Stellung  mit  dem 
Amte  eines  ».Master  of  tbe  mint"  ansonebmen»  womit  aacb  Newton 
belobnt  ward.    Von  den  eben  so  sabireicben  als  grossen  Ver- 
dIcMtea  dieser  beiden  treffKeben  Minner  um  die  Kenntniss  des 
fiimmels  beben  wir  vorerst  anzofOhren,  dass  man  ihnen  eingebende 
BegrGndungen  und  Ausffihrungen  unserer  heutigen  Ansichten  über 
das  \Ve«en  der  Sonnenflecken  verdankt.  —  Der  erste  und  bis 
zum  J;ibre  1842  einzige  vollständige  Hcricbt  iiiier  iül-  incilv wür- 
digen l^,Tsrlieinungi*n,  welche  sich  bei  totalen  Soniicrttinsternissen 
unseren  Blicken  bieten,  gn'indot         auf  die  Liereitwiliigkeit,  mit 
weicher  schw  edische  Linidireistiii'he  der  Anffordemng  entsprachen, 
die  von  der  H.  Society  of  Scicnt  cs  lur  die  Finsterniss  von  1733 
erlassen  vrar;  in  unseren  Tajjen  aber  haben  bei  solchen  Geleeenbeiten 
eine  2:rossc  Zahl  voft  Privaten  aus  allen  Ständen  sorgtaitige  lieoii- 
acbliin^on  ,  zntn  'I  helle  nnf  erstlernten,  erst  nach  lanijeii  Reisen 
zu  erreichenden  Statitifieii  geliefert.  —  Die  ltsJo  iM'Dbarlitut)^^  eines 
VeoBsdurchganges  im  Jahre  1639  xordaiiken  uirUfjrrox  und  sei- 
nem Freunde  Crabtree,  einem   vermögenden  l^rivatmanife  bei 
Manchester«  —  Die  grosse  Entdeciiong  der  Bewegung  des  gan- 
ato  Sooneosystems  in  de^  Richtung  auf  X  Herculis  ist  Sir  Wil« 
Um  Herschers  Werk,  und  die  entscheidendste  ßestStigung 
deraelbeii,  nümlicb  durch  die  Eigenbewegungen  der  Sterne  des 
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«Gdiicheri  Iliuiinels»  verschaffte  uns  der  Actuar  einer  Lebensver* 
sicherungs- Gesellschaft,  Thomas  Gallo iray  in  London. 

IVachtiem  man  Jahrfiunderte  lang    nicht  mehr  Planeten 
kannt,  als  di'ren  el>pn  jpder  SchSfer  am  Himmel  »ich  erurübelt, 
jseigte  Sir  William  H(  rsrhel  uns  an  üranus  im  Jahre  1781 
den   ersten   tele^i  kopischcn   Planeten,    dessen    Batin  zuerst 
Justizpräsident  Jean  B.  de  Saron,  eine  \vahre  Stütze  der  Pari- 
ser Astronomen,  richtig  erkannte.    Wenn  der  nächste  Fniid  dieser 
Art  im  Jahre  XtAM  •inem  AatronooMn  von  Proic0»Mo,  Piazzi  in 
Palermo ,  an  der  Ceres  -gelang»  eo  war  diesen  ein  hloener  Zufall. 
TOft  die  Folge  sollte  lehren,  dase  die  Liebbaher  der  Wiss<-nMchaA 
dieses  Dominium  sich  vorzugeweiee  ausersehen  haben.  Olher^. 
der  berähmte  Arzt  in  Bremen  und  nebenher  astronomischer  Vn- 
lontfir,  bei  dem  aber  die  Meister  veni  Berufe  sieh  Raths  erholten, 
der  derch  einen  eelteoen  Reiehthum  an  berrlicben  Gedanken  wie 
keiner  aelner  Zeitgenoeeen  auf  aatronominchem  Gebiete  anregend 
wirkte»  eröffnete  im  Jahre  1802  mit  der  Pallaa  die  Bahn  m  den 
aadreichen  planetariaehen  Entdeckungen  unserer  Tage;  denn  damit 
war  die  seither  so  glSnaeod  bestltigte  Vermuthung  einer  Mti* 
^lleilit  ven  Planeten  an  dieser  Stelle  des  Wellalls  gesehen.  Oer 
n&ehste  Fand  gelang  an  Schroter's  Stenifrarte  in  LiliealM 
durah  Harding,  der  vierte  neuerdings  dureh  O Ibers.  Beintke 
vierzig  Jahre  verflossen  ohne  weitere  Bereicherung  unserer  Rnit* 
nisse  in  dieser  Hinsicht,  bis  wieder  ein  Dilettant,  der  k.  preiMi^ 
sehe  I^ostbeamte  K.  L.  Hencke  in  Driesen,  nach  Anfaehn jahriger 
Beiaühuiig  sich  Detailkarten  von  einzelnen  Theilen  de^  llimm«!* 
zu  verschaffen,  wie  sie  damals  niemand  besass,  durch  Anftinduni; 
von  z^'ei  ikmk  m  Planeten  den  Anstoss  gab  zu  den  vielseitigeu 
ähnlichen  Bestrel>un£;en  der  neuesten  Zeit.    Von  dem  halben  Hun- 
dert seitdem  bekannt  c;e\vordener  Asteroiden  verdanken  eiK 
dem  Observatorium  des  Herrn  llishop  in  London,  die  iileicbf 
Zahl  dem  Maler     o  I  dsch  nii  d  l  in  Pari»,  je  einen  dem  OhMerva- 
torium  des  Horrn   f..  Cooper  in  Markree,  das  an  reicher  Aq5>- 
Stattung  viele  iStaalsanstalten  itbertrifft,  und  der  Privatstern  warte 
von  Valz  in  Nisraes.    Im  Ganzen  also  sind  von  den  sechsond- 
funfzig  bis  heote  geltingenen  Entdeckungen  dieser  Art  mehr  ali 
die  Hälfte  dem  fiiebbaberthume  entsprossen,  wobei  der  mittelbare 
Antheil  der  Dilettanten  auch  an  den  Übrigen  Funden  durch  Uire 
an  anderer  Stelle  zu  erwähnende  Hilfe  bei  Aafertigong  der  B«^ 
liner  Sternkarten  wohl  zu  beachten  kommt,  so  wie  dasa  jene  no- 
erwarteten  Erfeige  nicht  etwa  blos  emsiireni  Soeben  so  yerdanken» 
sondern  dass  dazu  der  aa  Bbbop's  Observatorium  voll  Bin^ 
zuerst  aosgefinhrte  leitende  Gedanke,  die  Nachforschungeii  aaf 
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Gegend  der  l^kliptik  zu  beschranken,  wesentlich  beitrug.  —  Zwei 
Sateiliteti  des  Saiuru  uurdeti  von  8ir  William  Herschei,  ein 
anderer  8aturnc»atcllit,  zwei  Trabaritcn  de^  Traiiu^  iiiid  der  Nep* 
tuonmond  von  W.  La.<<iicli  aui  seinem  Uböervatorium  zu  k>tartield 
bei  Liverpool  entdeckt. 

Was  Hir  von  iter  physiaeben  llesebaffenheit  der  Planeten 
tftoen»  haben  wir  fj^ronseotbeila  von  SebrOtert  Beer,  Hnaaey, 
ioatizrmtb  Kanowaky  in  Berlin  nder  ?on  Ibren  GebflHen.  Ins- 
bearnidere  tat  -daa  in  aelner  Art  einalge  Aeuaaere  Satam^a  dordi 
«olche  freifrillige  Aatronamen  dorcbforaebt  worden,  wie  denn  der 
Dilettant  W.  Ball  bi  Bfainhead  (1669)  tverat  erkannte,  daaa  der 
Ring  ana  awei  coneentriacben  Reifen  beatebe,  der  LIebbaber 
Short  gegen  Bnde  dea  Torlj»en  Jafarhnnderte  eine  mebrlaebe  Tbet- 
lunt;  dea  Ringes  auerat  wabrnahro,  die  Captain  Kater  ond  Lea*  ' 
•eil  apgfer  beatStigten ;  S$chwabedle  aebon  von  Propat  J.  C.  Gel- 
let In  Avignon  (1684)^  apfiter  von  W.  Heraebel  and  Soutb 
mibnte  nierkwfirdige  Ezcentricitfit  des  Ringes  zuerst  constafirte» 
der  rüthselbnfte  dunkle  Ring  durch  den  seit  fflnfundzwanzig  Jah- 
ren ununterbrochen  auf  astronomischem  (Gebiete  thStigen  liev. 
W.  K.  Dawe«  unabhangii^  von  anderen  Entdeckern  zu  unserer 
Kenntnttis  kam.  Dawos  bemerkte  auch  in  Europa  zuerst  die 
Durchsichtiskeit  dieses  dunklen  Ring«».  —  O Ibers  erklärte  die 
l>pim  Vf  r>r|i\\  in  den  des  Ringe«»  und  an  «lessen  stelle  sich  zeigen- 
den hollen  Punkte,  Aber  deren  Hedeutunsr  man  lange  im  Zweifel 
wnr.  aus  ojttisrheri  Gründen,  —  Warren  <1  f  la  Rue  ist  bei  seinen 
phnfofjrnphix  lHMi  Unf  orsuchufii;cn  auf  eine  nierkn-urdi!^e  chemische 
Verschiedenheit  dos  Lirbtes  dpr  einzelnen  Planeten,  so  wie  ein- 
seiner  Gegenden  der  Mondscheibe  gekommen. 

Eaaindjetat  eben  hundert  Jabret  daaa  Job.  Geerg  Palitaach, 
eia  Landmann  in  der  Gegend  von  Dreaden,  der  aicb  anch  in  an- 
deren Naturwissenschaften  hervorgethan,  den  Halley'schen  Kome- 
ten zuLTist  auiVand,  obschon  die  Astranomen  aller  Lander  nach 
diesem  ersten  in  seiner  Wiederkehr  vorausues.j^len  Himmelskör- 
per solcher  Art  seit  länger  als  einem  Jahre  uniioiittl,  weil  wahr- 
scheinlich zu  sehr  nach  vuri^elassten  iMeinungen  über  aeineu  Ort 
gespäht  hatten.  Von  den  andertbalbbund<  rt  nicht  erwarteten 
Kunicteri.  die  seit  jener  Zeit  zu  unserer  Kenntni^ss  kamen,  ver- 
daakeu  wir  nicht  weniger  als  etwa  ein  \  iertel  ].riebhabern  der 
Astronomie,  ungerecliiiet  etwa  zwau^ig  Fälle,  wo  spätere,  aber 
nDüijhiinL'iLie  Entdeckungen,  demselben  Boden  entsprossen^  vTenn 
auch  nieht  die  neuen  Gestirne  uns  zuerst  kennen  lehrten,  so  doch 
dic«e  Ikenntniss  sicherten  und  hautig  den  grossen  Vorthetl  allge- 
Aainerer  früher  Beobachtung  veracbafften.   Unter  jaaen  araprüog- 
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liehen  Funden  aber  haben  viele  hohen  kometo<;raphischen  Werth. 
Der  Komet  von  1772,  entdeckt  von  Moiitagne  in  Limoge^,  des- 
sen Hilllsuiittel  in  einem  18  Zoil  langen  Fernrohre  von  Kaiii^Hcien 
beetaoden,  erwies  sich  im  Jahre  18*26,  wo  ein  amlerc^r  Dilettant, 
Hauptmann  liiela,  der>  l»erühniten  nach  ihm  beniimtfu  kciDeten 
auflfand ,  als  die  älteste  uns  belcannte  R^scheinlln^;  (iieses  iL-tztun. 
und  zeigte  uns  zu  irrossem  \  ortheii  der  I?erhnunn[  diesen  Him- 
melskörper, der  später  durch  seine  Spaltung  in  zwei  Gestirne  uns 
in  Erstaunen  setzte,  als  einen  fünfzi^jalirigen  Bekannten.    Ja  irir 
komiteo  bler  noch  eioen  dritten  Liebhaber  der  Wissenscliall  ne»* 
nen,  der  in  BexQg  auf  diesen  Kometen  sieh  zu  Biela  ^anz  in 
gleicher  Weise  verhalt  wie  in  Bezug  auf  Neptun  Le  Verrier  m 
Galle,   wenn  e«  eben  jenem  Liebhaber,  den  wir  hier  noch  en 
anderer  Stelle  anzufQhren  haben,  gefallen  wollte,  aus  eelneai  h^ 
«cbeidenen  Danket  au  treten.  —  Aia  £ncke  den  ersten  Kometen 
von  1810,  der  In  gerechter  Anerkennung  seiner  onvorginglichen 
Arbeiten  Aber  denselben  seinen  Namen  fllhrt,  als  periodiscb  er»  . 
kaont  hatte,  wosste  man  den  Dienst  erst  au  schitsen,  den  Miss 
Caroline  Herschel,  die  nnermfidllcbe  Gehfllfin  ihres  Bmders 
Sir  William,  darch  Entdeckung  des  Im  Jahre  1705  mchthatea 
Kometen  der  Wissenschaft  geleistet  hatte,  der  sich  eben  auch  als 
eine  frOhere  Erscheinnng  des  £ncke*sehen  Kometen  erwies.  — 
Der  grosse  Komet  von  1807,  dem  eine  ffir  alle  Folgeaeit  lilr« 
reiche  Musterarbeit  Ressers  gewidmet  ist ,   wurde  von  dM 
Augustiner  Parisi  zu  Castro  Giovanni  in  Sicilien  zuerst  aufgefm- 
den.  —  Der  berühmte  Komet  von  1811,  der  bisher  für  Europa  und 
in  unserem  Jahrlimulerte  nur  an  dem  glänzenden  Gestirne  des  eben 
nbcrelaulenci»  Jahres  einen  ebenbürtigen  Kivalen  fand,  wurde,  und 
/.war  teleskopi>ch,   von  Honore  Flauger|;ues,   einem  eifrigen 
Liebhaber  der  Astronomie  in  Viviers  entdeckt,  cicr  über  vierzig 
Jahre  im  Fache  thntic:  war  und  uns  imcli  in  seinem  71.  f^elien.«- 
jähre  (1826)  mit  einem  zweiten,  nur  von  flmi  hcolKJcliteteii  Kome- 
ten beschenkte.  —  Den  merkwürdigen  Kometen  \<in  1815,  den 
wir  1887  wieder  zu  erwarten  haben,  verdanken         Olbers.  — 
Der  VI.  Komet  von  1847  wurde  von  vier  verschiedenen  Beobacb« 
tern  unabhängig  entdeckt,  darunter  zweimal  von  astrononiiscben 
Freiwilligen  (Rev.  Dawes  in  Cranbrook,  Mad.  Rumker  in  Ham- 
burg) ;  den  II.  Kometen  von  1880  fand  man  an  ftinf  Orten  orsprtiog' 
lieh  auf,  darunter  zwei  Privat-Sternwarten  (Senftenberg,  Markree); 
unter  den  vier  Entdeckern  des  grossen  vorjährigen  Kometen  konint 
ebenfalls  ein  Dilettant  (l^ark hurst  in  Pertb  Amboy,  New -Jersey) 
vor,  was  gewiss  rühmliches  Zeugniss  gibt  fiOr  eine  Wachsamfctit» 
um  picht  au  aageo  Eifersucht,  die  man  sonst  nur  hei  Liebhabet* 
anderer  Gattung  au  vermuthen  geneigt  Ist. 
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Vielleicht  vermissen  Sie  einen  i)ei  >solf  her  nelejenlicit  o(t  und 
jrerafle  als  Dilettant  genannten  Mann:  den  glücklichen  Kometeil- 
jäger l*on«.  (Itr  trotz  seiner,  wie  er  selbst  sagte,  paralytischen" 
statt  ,,parallacti8cfaen"^  Instrumente  iibcr  dreissig  Kometen  ent- 
deckte :  aber  Pons  war  von  allem  Anfange  seiner  astronomischeo 
Lftufbahn  an  bei  Staats  •  Sternwarten ,  wenn  auch  durch  viele  Jahre 
mr  als  Conclerge  beschaHigt.  Wollte  man  den  Umstand,  dass 
•r  seine  ganze  ThKtigkeit  auf  das  Durchspüren  des  Himmels  nach 
neuen  Gegenständen  beachrSnkte,  geltend  machen,  urp  ihn  den 
Dilettanten  einzureihen,  so  niüsste  dasselbe  z.  B.  mit  seinem  RHra« 
len»  dem  Uirector  des  Pariser  Observatoriunis,  Meesier, 
■dielieiiy  den  Ludtvig  XV  das  „  Kometen frettehen'*  nannte»  nnd 
der  fiieli'  nach  der  Sefawierigicett  seiner  Leistungen  keinem  irgend 
namhaften  Liebhaber  gegenfiber  flberbeben  dorfte;  wenn  er  gleieh 
mit  Ehren  ttberhftuft  wurde,  ja  einige  Jafarzehende  hindurch  als 
$tenihifd  am  Himmel  glünate. 

Aber  nicht  blos  auf  die  Existens  Tieler  dieser  Gestirne  über* 
baopt  wurden  wir  durch  Dilettanten  geführt,  sondern  auch  In  der 
Kenntniss  ihrer  Bahnen  rerdanken  wir  den  astronomischen  Volon* 
tirsn  einen  grossen  Theil  des  Portschrittes,  dessen  wir  uns  beute 
rihmen.  G.  P.  Ddrfel,  Pastorin  Plauen,  führte  im  Widerspruche 
mit  gewiegten  Fachmännern  der  damaligen  Zeit  an  dem  grossen 
Kometen  von  1680  zuerst  die  richtige  Ansteht  durch .  *lass  die 
lirscheiuunsen  dieser  Himmelskörper  durch  ihre  \  onihergänge  an 
det  Sonne  häufig  in  zv\ei  Alischnilte  z^rlallen,  die  man  bis  dahin 
gewöhnlich  als  verschiedenen  (iestirnen  angehöris;  auffasste,  und 
steMtf'  zuerst  mit  der  Sicherheit  innii^er  Ueherzeuc»'>g  die  kurz 
vor  ilini  schon  von  Hnrelli  j^eumthniasste ,  der  Walirheit  sehr 
nahe  llegtude  Hypothese  auf,  dass  «lie  Kometen  sich  in  Par^heln 
bewegen.  O  Ibers  gab  uns  unter  dieser  hei  dm  iiuisten  kerne- 
ten  unvernseidlichen  Voraussctznnir,  eine  Mctfiodc  der  Bahnhe- 
stimmTinir,  die,  so  oft  man  auch  versucht  hat,  an  ifir  /ii  hcsscro, 
heute  noch  in  ihrer  urspninolichen  (»estalt  die  (»rundlage  tieinahe 
aller  konietarischen  Hechnungen  bildet.  Es  muss  ferner  die  Lieb«* 
baber  der  Wissenschaft  immerbin  mit  gerechtem  Stolze  erfüllen, 
wenn  sie  in  unseren  Kometenverzeichnissen  als  beste  Berechnun- 
gM  der  Kometen  des  eben  abgelatil'enen  Jahrhunderts  nicht  weni- 
ge als  etwa  ein  Sechstel  ihrer  Mitte  entnommen  sehen.  —  Die 
Ceontniss  dfr  physischen  Beschaffenheit  der  Kometen  hatte  von 

Cer  In  den  Arbeiten  von  Dilettanten  eine  Hauptstütze.  Von 
vel,  dem  Vater  der  heutigen  Kemetographie,  bis  zu  den  wahr- 
haft Qfisfihligen  Beobachtungen  der  grossen  Kometen  von  1843  und 
M8  nfissen  wbr  I»  dieser  Besiehung  uns  allenthalben  auf  Zeug- 
stsse  astronomischer  Liebhaber  oder  ihrer  Anstnlten  hemfen. 
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Von  den  belUlufig  300,000  Fixsternen ,  deren  Existenz  coneta- 
tirt  ist,  %-erdanken  wir  reichlich  ein  Drittel  Volontären  der  Wis* 
«enschatt.     Wir  woüen  ^vieder  nur  einige  der  Hauptleistungen 
iianihaft  machen.    Lurd  Johik  Wrottesley  lieferte  an  .«einen 
Sternwarten  Ulackheatb  und  Wrottesley -Hall  mit  John  Uart- 
uup»  Uichard  Philpott  und  Frederir  Morton  aU  Gehülfen 
17,000  nestininiun&tMi  der  geraden  Aulstei^un^  von  Sternen. 
Ebenlalls  zu  BlackheaUi  halte  1806  Step  Ii  en       r  o  o  ni  b  r  id ge. 
von  Berufäwegen  ein  Turhhändler,  in  einem  Alter  von  zweiund- 
funfzig  Jahren  nicli  die  eben  so  nützliche  al«  schwierige  Aulgabe 
ge**t(  l!(,  die  bis  dahin  wenig  explorirte  Gegend  um  den  Nordpol 
SD  beobachten.  Wahrend  eilf  Jahren  aDge«trengter  Arbeit  bestiniiBte 
er  an  Instrumenten,  wie  sie  von  gleicher  \'orzCiglichkeit  daroal« 
keine  Sternwarte  bcsasH,  den  Oct  von  mehr  alü  4000  Stefeea  in 
etwa  25,000  Beobachtuneen«  deren  hohen  Werth  man  daran«  er- 
«!ehen  mag,  dass  das  Board  of  Longttnde  nicht  nur  sofort  die 
Koeten  der  Reduction  und  des  Druckes  zu  bestreiten  hesrbln»«, 
•oodern,  als  sich  zeigte ,  dass  bei  dieeer  Bearbeitung  sieb  Fehler 
elagescbliebep»  die  erstß  Publicatioti  verwarf»  oin  das  Game  bi 
vAlUg  geänderter,  dee  Inhalte  wArdIger  Form  erscheinen  zo  las- 
aso.  Dieselbe  besonders  mfihsanie,  well  aar  mit  angewüholicbeo 
Vorsiebten  aiisf&brbarej  daher  aaeh  von  Faebnifinnern  gern  ft^ 
miedene  Aufgabe  ISste  In  noch  rflhmUcherer  Weise«  sowohl  ms 
die  Genauigkeit  der  Bestimmungen,  als  die  NShe  der  beobneb* 
teten  Sterne  am  Pole  betrifft in  der  neuesten  Zell  Richard 
€•  Carringtott  mit  seinem  Geholfen  G.  H.  Simmonds  und  IIa* 
lerte  in  mehr  als  13,000  Beobachtungen  gegen  4000  PositieneB 
der  trefflichsten  Art.   Endlich  bat  Edward  J.  Cooper  mit  sei- 
nem Gehülfeo  A*  Graham  den  Ort  von  zwar  nur  50  Steraea 
gegeben,  ven  deoen  aber  keiner  fiber  2  Grade  vom  Pole  abstobt, 
und  deren  Bestimmung  immerhin  eine  zweijährige  Arbeit  forderte. 
Unter  den  eben  Genannten  führte  (.'arrington  die  ganze  Arbeit 
am  vollst^indigsten  durch,  indem  er  nicht  blos  selbst  einen  wohl- 
geordnetei^   Katalog   aus   seinen  ^lesisungen   nf) leitete,  äocdern 
überdies  aui  Grundlage  desselben  zehn  Stenti^ailen  herausgab' 
die  alles,   was  wir  bis  dahin  dieser  Art  von  der  Umgebung  tlt^s 
Poles  kannten,  weit  hinter  sich  zurück  lassen.    Specieil  zu  die- 
sem Zwecke  reichhaltiger  Sternkarten,  aber  für  eine  andere,  nicbt 
weniger  wichtige  Zone,  nämlich  die  der  Tkliptik,  und  mit  eiflß' 
Genauigkeit,   die  weit  über   jenes  Ziel  hinausreicht,    h^^t  Mr.  E- 
J.  Cooper  zu  Markree  in  den  Jahren  ]ö48— IHl^f»  mit  seinen  Ge- 
hülfen  Graham  und  Uobertson  uns  über  60,ÜÜU  SternpositioDeo 
geliefertt  von  denen  anm  wenigsten  acht  Neuntel  völlig  neo  sind, 
und  die  auf  Kosten  der  englischen  Regierung  seither  in  vier  Bio- 
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den  veröffentlicht  wurden.  Eine  ähnlirhe  Bearhritttriij  des  Zodia- 
kus in  Karten  ,  die  alle  Sterne  bis  einscbiiesslich  10.  Grosse  be- 
ereilen,  {»iiig  von  [Mr.  Hishop's  Observatorium  durch  Hind  aus. 
An  der  grossen  LnternehniuTij:  der  Berliner  Akademie,  einen  Gflrtel 
von  30  Grad  Breite  um  (it  ii  At  (p?:i(or  zu  niap|ilren.  nahmen  meh- 
rfre  Ijiebhaber  (Kegierimgs- Beamter  J,  J.  Morstaflt  in  Pra^»', 
Thomas  J.  Hussey  in  rhi^Iehnrst,  Hencke  in  Ürieüen  u.  a.) 
Theil  und  lehrten  uns  tio  viele  Tansende  von  Sternen  kennen. 
Sir  Thomas  Brisbane,  der  als  (louverneur  von  New-South- 
Wales  aus  eigenen  Alitteln  eine  der  ersten  Stätten  für  beobacb- 
teixie  At^trononiie  auf  der  südlichen  Henuspliüre  in  Paramatta  ' 
|{Hindete,  brachte  mit  seinen  Gebfilfen  Kfimker  und  Dunlop 
einen  Katalog  Ton  7386  Sternen  jener  Himmelsgegenden  su  Stande» 
der  Halley's ,  spSrliche  Bestimmttngen  in  8t.  Helena,  sowie  La 
Ctifle*s  unvollkommene  Messungen  am  Cup  der  guten  HotTnung 
and  auf  Isle  de  France  vÜlKg  verdrSngtc.  —  Aber  nicht  bloa  durch 
eigene  Beobachtungen^  sondern  auch  durch  Ordnung  und  SIcbtoqg 
des  von  Anderen  gesammelten  Material  es  ert%>arben  sich  Private 
gresae  Verdienste  um  unsere  Kenntniss  de«  Fixsternhimmels. 
We  einerseits  au  Anfang  des  siebzehnten  Jahrhunderts  der  Pastor 
Jeh.  Bayer  die  seitdem  allgemein  angenommene  Beseichnung 
der  helleren  Sterne  (ein  frfiherer  fthnlicher  Versuch  von  Alex. 
Piecolomini  war  unbeachtet  geblieben)  auf  seinem  Atlas  ein- 
nhrte,  und  Sir  John  Herschel  der  bis  dahin  herrschenden 
Verwirrung  auf  den  afldlichen  Sternicarten  durch  eine  eben  so 
•charfiHniiige,  als  mahevelle  Siehtang  ein  Ziel  setate,  se  rShrt 
andererseits  der  erste  brauchbare  Katalog  von  Havel»  und  lie* 
ferte  Francis  Baily  das  er^te  allgemeinere  Verzeiehniss genauer 
Positionen  von  2881  Sternen  in  neuer  und  so  zweckmässiger  F«>rm, 
da««  spätere  ähidiche  Arbeiten  auch  von  Facliinannern  sich  die- 
sem Muster  nni<L-hlo88en.  Von  liaily  besitzen  wir  überdies  ^org- 
fiillig  redi«;irte  Ausgaben  der  Siteren  Kataloce  von  Flausteed, 
Pfoloniaeu»,  Ulugh  Beigh ,  Tycho  Brahe,  IJalley,  Hevel,  La 
Caitle  und  Tob.  iMayer,  eine  rie^^ige  Leistung,  die  allein  hinge- 
reicht  hätte,  Baily's  Namen  zu  verewigen.  Haben  die  eben 
!;enannten  Quellen  nur  für  seltenere  Untersuchungen  Werth, 
so  ist  die  Katalogisirung  der  gegen  50,000  Sterne  enthaltenden 
Lalande sehen  Histoire  r^leste  ein  Werk,  dessen  Inimernäh' 
render  Gebrauch  den  praktischen  Astronomen  täglich  an 
den  Dani^  erinnert,  den  er  Baily  dafSr  schuldet.  Aber  aoch 
diliei  liess  es  dieser  unermüdliche  Freund  unserer  Wia^DSehaft 
■khl  hewenden«  und  hewog  die  Britaah  Association  den  von  iha 
«iigearbeiteten  grossen  Katalog  von  etwa  1(^000  Sternen  beraos- 
IgidniL  der  eia  Grundwerlc  der  heutigen  Astronomie  liiidet 
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Neben  solchen  be«f'urtdeniiii;i>i^Mir(iigen  Leistungen  wfire  z&  über- 
flüssig, unserer  Ther«i»*  zu  Liebe  kleinere  Arbeiten ,  so  verdienst- 
lieh  dieselben  an  sich  auch  sind,  wie  die  Eri»äfizuiiti<'n  von 
Flanisteed's  Katalog  (inrch  Mig»  Carorme  H  ersehe!,  das  \  er- 
zeicbniss  von  Z<MliakaIslorii«*n ,  die  Feui  stui  an  jjoincin  Ob- 
servatorium in  6outh  Jkiluortb  beobachtete  etc.,  hier  weiter  ib> 
suführen. 

Die  inerkwifrdiffe  Erschelntin^  der  VerSnderlichkeif  des  Lich- 
tes von  Fixsternen  ist  in  Ihren  ersten  Spuren  zu  Ende  des  sedi 
.   zehnten  Jahrhunderts  an  o  des  Walfisches  von  l);ivid  Fabri- 
cius,  einem  l*astor  in  Ostfrieiülan<l ,  aufgefunclen.    \ uw  den  etwa 
l^nfzig  Veränderlichen,   (He  »vir  heute  kentieii,   i>t   ein  grosser 
Theil  von  Diletfanten  oder  an  ihren  8tern\>  arUii  trkaniit,  tJarun 
ter  an  ßishop's  Oh/?ervatorium  von  Hind  etwa  das  Viertel  der 
Gesaninitzahl.    Die  erste  i^enauere  liestiniiiiuni!;  der  Periodicitaf 
des  Lichtwechsels  uurde  an  IMira  Ci^ti  von   Isniael  Boiilliau, 
einem  privatisirendi-n  («clehrten,    (iie  zweite  an  Alur»l  \tm  Johi( 
Goodrike,  einem  englischen  Kdclm  inne  in  York,  urjd  dem  schon 
erwähnten  astrononjit<Lhen  Hauer  Pa  Ii  t/s  ch  vorgenommen.  Dif 
eben  genannten  Veränderlichen  gehören  wohl  mit  t]  Argus  zu  den 
merkwürdigsten,  und  dieser  letztere  wurde  von  Sir  Johii  Her- 
schel  zuerst  näher  erforscht.   Joseph  Baxendelt,  ein  Prirat* 
mann  in  Manchester,  bat  neuerlich  sich  einer  regelmässigen  B00l>* 
acbtung  dieser  interessanten  Erscheinungen  unterzogen. 

Als  vor  etwa  achtzig  Jahren  der  altere  Mersch  el  sii  h  niit 
den  Doppelsternen  zu  heschäftii»en  anlln?,  fand  er  vier  notori»th 
vielfache  Sterne  und  <lic  all^jenioiTie  IMeinnn<i  vor,  solche  treuen- 
settige  Nähe  von  Fixssternen  rubre  nur  dnher  ,  dnss  si^  heilnnrij: 
in  derselhe?)  Hichtrifi«»,  wenniileich  durch  untrenifsscue  Haiime  von 
einander  i»etrennt  sich  befänden.  Bis  zum  Jahre  ih04  hatte  Sir 
William  nicht  nur  über  800  solche  druppen  einander  sehr  naber 
Sterne  entdeckt,  sondern  auch  die  Zusammengehörigkeit  der  Com* 
ponenten  in  vielen  Fallen  nachgewiesen  und  so  eines  der  herr- 
lichsten Wunder  der  Schöpfung  uns  kennen  gelehrt :  Sonnensysteme 
höherer  Ordnung,  in  denen  leuchtende  Centralkörper ,  jeder  viel- 
leicht  Ton  zahllosen  Kometen,  von  Planeten  und  Satelliten  beglei* 
tet»  um  einander  kreisen.  Diese  Arbeiten  Sir  William's  oab» 
xneret  um  daa  Jahr  1820  Sir  James  South  anfange  allele  le^ 
mit  aelir  mIssigen  Werkzeugen  wieder  auf;  apiter  aCaoden  IM 
„fUrstlicbe**  Mittel  zu  Gebote,  die  er  In  Gemcinaehall  mit  Sh 
John  Berschel  su  gleichem  Zwecke  henutzie.  im  Gänsen. 6h 
fuhren  so  nahezu  alle  von  Sir  William  entdeckten  Vieffiwhe* 
eine  niederholte  Untersuchung,  die  eine  Menge  der  merinrüHlK' 
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itaD  Reaaltftto  sq  Tag«  ftlrderttf.  Sir  John  setzte  einige  Jahre 
•piter  diese  MesMingen  ki  noch  grosserem  Maansstabe  fort  und 
feraiehrte  die  Zahl  Her  bekannten  Doppelsterne  unserer  Hemisphfire 
wn  nahe  dreitausend.  Eine  amlere  grosse  Leiestun^;  in  dieser 
Beziehung  röhrt  von  seiner»  vierjnhrigf n  Keobachtungen  in  Feld- 
hauiten  am  Ca'p,  deren  (»ed  tt  Iifnrss  von  srinen  dortigen  Mittnir- 
gcrn  durch  ein  DenLiu.il  geehrt  uurdr  imk!  (iiirrli  die  or  nicht 
weniger  a\a  2095  völlij»  neue  Gestirne  dieser  Art  entdeckte.  Sir 
John  fand  dabei  eben  nur  die  Arbeiten  von  Dunlop  vor,  der 
/uerst  an  Brisbane's  Observatorium  und  später  mit  eigenen 
Hilfenjitteln  in  Paramatta  sich  mit  diesem  C»f ijfustande  beschfif- 
tiet  hatte.    Eine  besonders  wcrtbvolle  lieiho  ähnÜcben  Be- 

stimmungen führte  Da^ves,  clen  ^>ir  John  HerHcliel  für  den 
besten  bentiijen  Beobachter  auf  diesem  Gebiete  halt,  zuerst  mit 
»ehr  dürftigen  Hilfsmitteln  von  ]834  bis  1844  an  seiner  Sternwarte 
zu  Ormsiiirky  dann  an  Biahop'a  Observatorium  aus,  von  welchem 
letzteren  wir,  so  wie  von  seinem  anderen  Assistenten  Hind  eben- 
iaib  zahlreiche  Messungen  dieser  Art  besitzen.  Admiral  W.  iJ. 
Smyth,  der  berühmte  Hydrnirraph  i\e»  Mittelmeeres,  lieferte  an 
»einer  Sternwarte  in  Bedford  von  1830  bis  184:)  Messungen  voji 
680  Vielfachen  und  begleitete  dieselben  nie  Bishop  mit  sehr 
interessanten  Erläuterungen,  die  uns  gleiehsam  die  Geschichte 
jedes  die^ier  merkwürdigen  Gestirne  erzählen«  W.  S.  Jacob, 
sp&ter  Director  der  Sternwarte  in  Madras,  beobachtete  als  Captain 
der  Bombay  Engineers  244  Ooppelsterne  in  Poona;  Isaac  Flet* 
eher,  dessen  AusrOsttmg  in  einem  einaigen  Fernrohre  von  nnr 
A"  Oeffnung  bestand»  lieferte  zu  Tanibanlc  (Cumberland)  Messan- 
gen  Too  282p  John  Milier  In  Shnlicher  Weise  zu  Wbltebaven 
Beebaehtungen  von  einer  nur  wenig  geringeren  Anzahl  Doppel- 
akme.  Beer  und  Mfldler,  Derobowski  In  Cremano  bei  Nea- 
pel t  der  mit  grosser  Beharrlichkeit  in  etwa  vier  Jahren  gegen 
SOO  dieser  Gestirne  mass,  AI  van  Clark  In  Boston,  der  uns 
s»ar  nur  swSlf  oeue  Doppelsterne,  aber  der  schwierigsten  Art, 
lenaeii  lehrte  und  so  viele  VolontSre  wUren  hier  noch  zu  nennen, 
wk  denn  In  der  Tbat  nur  W.  Struve  auf  diesem  Felde  die  Ehre 
der  Berufsniänner  glänzend  rettete,  das  sonst  in  seinem  prakti- 
schen Tbeile  allein  von  Privaten  bebaut  wäre.  Diese  hahea  es 
flbrigens  auch  in  der  Theorie  nicht  an  sich  fehlen  lassen:  wir 
besitzen  von  ^Sir  Johti  lierschel  eine  sinnreiche  Methode  der 
Babjihestimmung  physischer  Doppelsterne.  Sit  James  South 
zeigte  bei  61  Cygni,  dass  die  umliegenden  Sterne  an  der  Eigen- 
bewegun?  dieses  Sternes  nicht  Theil  r)e!mien,  somit  ferner  von 
uns  titrluTi  als  dieser:  ebenso  wiesen  Sir  James  und  der  jün- 
gere iierächel  nach,  dass  der  kleine  Begleiter  vou  a  Lyrae  nur 
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«plMcb  aiit  diMM  verband«ii  lei  »od  tn^en  «o  WMmitiicii  km  \ 
wa  dm  grascan  Sehritte»  d«r  hd«  «nck  misiMr  den  GrwMi  m- 
•er€«  SeMiemystoin«  EiitbrMMig«!!  brntenc»  Ul- 

Vori  NeUelüci-ken  und  SfernhaTifen  waren  vor  Sir  ^ViMiam 
Heröchel  etwa  anderthalbh'indert  bekannt  Sir  ^V  i  I  j  i  .1  nj  führte 
wunderbar  geim«;  wäbrend  derselben  Jahre,  in  denen  er  uns 
ÜoppelKterne  nach  Tausenden  zählen  lehrte,  uns  beiiaulii:  IMX) 
auch  «olcher  Objecte  vor,  deren  Positionen  von  seiner  Schwester 
gerechnet  sind  und  denen  sein  Sohn  später  noch  etwa  dOO  bei- 
fiigte.  Auf  der  südlichen  Heraispbftre  begründete  Dunlop  in 
Paramatta  nach  Brisbane'«  Abgang  von  New- South- Wales  mit 
aehr  geringen,  tum  Theil  von  ihm  selbst  verfertigten  Mitteln  die- 
aen  Tbeil  der  Aalrognoaie  durch  Entdeckung  Ton  .beiliufig  flOO 
aolcher  Gestiniej  deren  nur  etwa  50  bereit»  von  Laeatlle  beob- 
achtet waren.  8ir  John  H ersehe!«  Caprei«e  atelgerte  diese 
Zahl  auf  1708  und  verbreitete  über  eine  Menge  wichtiger,  Mer 
•ehr  unvollatändig  bekannter  GegenatHude  wie  die  Capwolhei, 
den  Kohlenaaek,  den  groaaen  Nebel  bei  fi  Argua^«  den  Lauf  der 
llilebatraaae,  die  Sternhaufen  1»  Centauri  und  %  Crucia  ete.  ichm 
Lieht.  Den  beiden  Heracbel  reihen  sich  neneater  Zeit  «rdr^g 
an:  W.  H.  Smyth  mit  einer  ebenso  gediegenen  als  anaieheadw 
Beachreibung  von  170 Nebein  und  Bavfent  W«  L aas  eil  hei  aeliMi 
Aufenthalte  auf  Malta  mit  Untersuchungen  des  Orionnebels  vd 
Ähnlicher  GegenstSnde.  Eine  neue  Epoche  aber  durch  Asf- 
schiiesRung  buchst  überraschender  Details,  die  in  Hinsicht  toT 
den  Bau  die^^er  Himmelskörper  alles  Vorani^ebende  eben  nur 
AnHinge  erscheinen  lassen,  begründete  Lurd  Rosse  mit  seinen 
riesigen  Instrumenten  in  Parsonstou r).  Dass  unsere  heutigen 
Vorstellungen  von  den  F'ixsternüi),  diesen  eigentlichen  BSrgern 
des  \\  eltalls,  eioigermassen  hinanreichen  an  die  für  uns  nie  gani 
7Ai  ergrürMlende  Herrli«  likeit  <Ier  Schöpfung,  verdanken  w  ir  in  erster 
Heihe  den  beiden  Her.scfM  I  und  Lord  Rosse;  denn  wenn  jene 
uns  v<in  ihren  HifnrTH»l?«;ii  hungen  berichteten,  dass  sie  durch  das 
kaum  eine  halbe  \  ulluioiHlshrrite  niessemlü  l'cld  ihres  Fernrohre'» 
während  einer  Viertelstunde  llti.OüO  Sonnen  ziehen  sahen,  Ja  dass 
sie  mit  ihren  Teleskopen*)  auf  dem  ganzen  Himmel  zum  Heilig* 
aten  gegen  sechs  Millionen  Sterne  ausnehmen  konnten,  so  zerftllte 
Unwieder  Lord  Rosse  in  tausend  und  aber  tausend  Mittelpunkte 
von  Planetensystemen  Nebelflecke»  denen  gegenüber  jene  Werk- 
aeuge  der  beiden  Herschel  ebenso  unzureichend siod  wie  das  freie 
Auge  für  die  Milchstrasse.  Lord  Rottse  lehrte  uns  die  aaiallcwi 


*)  Vuo  20  Font  Urciiiiweilc*. 
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itgmMMmdbm  BÜdongen,  die  wir  %tolier  an  dfemn  KOrpcn  «h 
nkaran,  ab  TluaaliQngeo  keiiiicii»  die  von  mm  an  weniger  regel- 
Miaaigcn ,  aber  darum  mm  nn  ao  atannengwe  rt  Keren  Gestahonge« 
weieken  nfiaaen  und  ^eli  an  dienen  verhalten  wie  die  gerundete 
Sage  aar  YerbOrgten  Geschiebte. 

Ich  l^oDote  Ihnen  noch  Proben  die  HfiUe  nnd  Fülle  bringen 
TOP  dem  Antheile,  den  Liebhaher  der  Aatrononiie  an  deren  F8r* 
demng  hatten.  Icdnnte  daran  erinnern,  daa»  die  geanmaite  heutige 
Nainrforaehung  auf  den  tichtvollen  Ideen  eines  Lord  Kanzlern  von 
BogiaBd  heruht,  daaa  Fon  den  52  wohlverdienten  Anaseiehnnngen» 
din  Ton  der  R*  Aatronomical  Soelety  aeit  1823  bin  hente  Terliehen 
Warden»  nicht  wepiiger  ala  19  anf  Private  fielen ;  konnte  Ihnen  in*a 
€iediehtniaa  mfen,  daaa  xwei  der  wichtigaten  ßntdeeknngen,  die 
der  Aherration  dea  Lichten  und  der  Nntation  von  Bradtey  mit 
ftftfanitteln  gemacht  wurden«  die  Dilettanten:  Molynenx  in  Kew 
nnd  Earl  Maccleafield  In  Shi rhnrn * Caatle,  ihm  an  Gebote  stell- 
ten; kSnnte  anfiihren,  daaa  wir  die  merlcwürdige  Erscheinung  der 
ätomschnoppen  nSher  an  erlbraehen,  doreh  astronomlaehe  Lieh- 
haber: Benaenberg»  den  nomadislrenden  Akustiker  Chladnl 
etc  zuerst  veranlaaat  wurden,  dass  ein  Dilettant,  George  Lynn 
in  8outbwick,  uns  schon  im  Anfange  des  vorigen  Jahrhunderts 
lehrte,  diese  fliichtio:»ten  aller  ilininielsphiinomene  zur  Fixuuug 
der  gegCfKseitigen  Lage  von  Punkten  der  I^rdoberdäche  zu  be- 
nutzen; k'irnite  erwähnen,  dass  J 09 nah  (Miildrey,  Pfarrer  zu 
Upway,  uns  1661  iier  Lrbte  mit  dein  Zoiliakallichte  bekannt  machte 
etc.;  aber  ich  will  Ihre  Geduld  nicht  über  Gebuhr  in  Ausbruch 
nehmen,  und  micli  begnücen,  Ihr  Auffenmerk  nur  noch  auf  ein  Ge- 
biet zu  richten,  das  einerseits  zu  \\iLhtig,  auf  dem  andcrerseit?! 
die  Leistunfren  von  Volontären  der  Wisäenschaft  zu  bedeutend 
•iady  als  dass  ich  e«  hier  mit  6tillschH  eigen  übergeben  durfte. 

sprachen  bisher  uiir  von  eigentlichen  Forschniii^en  und 
lies.sen  die  dazu  oöthigen  Hüfsniittel :  Instrumente  und  ^jteriuvar- 
ten  an  sich  ausser  Acht,  und  doch  ist  die  ThSti*»keit.  welche 
üoiche  liiHsiiiiüel  schafft,  noch  wichtiger  als  ihre  uinuittelbare 
Anwendune .  denn  sie  sptzt  nicht  den  Einzelnen,  sondern  die 
Menschheit  ttn  Grossen  und  Ganzen  in  den  Stand»  an  dem  ge* 
maiBaamen  Werke  der  Bildung  sich  zu  betbeilen. 

Was  zuerst  die  Instrumente  betrifft,  so  haben  wir  an  einem 
Prtvatmanne  Jaco b  Melius  in  Alkmaar  einen  der  unabhängi«^en 
Ertitider  de«  Fernrohres  zu  verehren,  der  sich  aus  l^iebbaberei 
mit  (  ntistructioii  von  Spiegeln  untl  Urenni^lHsern  besciiäftigte,  und 
so  dabin  gelangte,  unser  Auge  in. das  eines  Seraphs  zu  verwaa- 
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Mn.  Es  war  ein  junger  Mann  ohne  Amt  nnd  WOftoi»  WittUm 
Gattcoigne  in  Bliddleton»  der  das  Telesicop  anerst  ala  Meeswerk- 
seug  verwendete,  der  in  dleaer  Beiiehang  aneral  den  groesen 
Vorsug  den  Kepler^aclien  Ocnlarea  vor  dem  Gdilei'achen  erkiwite, 
der  das  Mikremeter  erfand  und  neben  am  dln  Mitte  den 
sechzehnten  Jahrhunderts  Resultate  damit  erzielte,  die  sich  selbjit 
mit  heufieren  Bestimmungen  vergleichen  lasften.    Wir  danken  ei- 
nem Manne,  der  als  armer  Hauernknabe  am  Pfluge  seine  mathe- 
matischen Studien  begann,  später  in  der  Ubrniacherkunöt  seinen 
Erwerb  suchte,  David  Ritte nhouse  in  Pbtladelphia,  die  licht- 
volle, in  ihrem  seitherigen  Nnt/rii  kaum  hoch  genug  zu  schSt^end? 
Idee,  ilurth  znei  mit  dni         (  liveii  einander  gegenüber  crestelitc 
Fernrtflire  eine  lixe  optische  Linie  zu  be/t'ichnen,  so  ^vie  auch 
Ritten  Ii  ouse    uns    («4leichzeitl:^    mit   Altbato   F.  Fontann)  die 
wichtigen  V'orthcile  zeiiite,  die  der  Mpinnenfaden  vor  allen  kunsit- 
liehen  Erzeugnissen  voraus  hat,  wenn  es  gilt,  gewisse  Punkte 
des  Sehfeldes  festzuhalten.    Thomas  Godfrey,  ein  Glaser  ir. 
Philadelplila,  erdachte  unabhängig  von  J.  Newton  den  Spiegel- 
aeztanten^  nnd  brachte  durch  Hadley  dieses  Instrum'ent  zu  allge* 
meiner  Anwendung,  das  für  die  nautische  Astronomie  el»en  se 
wlclitig  ist  wie  die  Bussole.    Die  eigentliche  Einfabntng  einer 
der  nfltaliclisten  Vorrichtungen,  des  Kreismikromeiers»  verdanken 
wir  Olber^   Die  Uhrmacher  Dent  und  B  lex  am  ersannen  elae 
bocbst  einfache  .Vorrichtung  an  der  wichtigen  Bestimmung  der 
Durcligangsaeit  eines  Gestirnes  durch  einen  bestimmten  Vertiml* 
Captain  Kater  brachte  das  durch  ihn  nnabbXngig  von  dem  firttte- 
ren  Erfinder  Bobnenberger  erdachte  Reversionspendel  in  die  Pnii« 
und  leistete  dadurch  den  Pendelbeobachtungen  wesentlich  Vor- 
schub.   Ein  Liebhaber  der  WisaenschafI,  der  erst  in  spitsa 
Jahren  in  Öffentliche  Stellungen  trat,  Abbd  Rochen»  lehrte  usa  j 
doppelt  brechende  Krystalle  au  Mikrometern  benlitsen.  Pearsoa» 
dem  wir  das  voilatfindigste  Werk  «her  astronomische  Instromente 
verdanken,  erfand  ein  astronomisches  Ocular  von  verSnderfiebtf 
Starke,  das  für  gewisse  Fälle  von  grossem  Nutzen  ist    Oawei  ' 
gab  uns  eine  Vorrichtung,  mit  der  eine  tiefere  Einsicht  in  die 
Sonnenfleckeo,  wie  Airy  sagt,  im  geometrischen,  nit  lit  im  me- 
taphorischen Sinne  des  Wortes  gewonnen  wurde.    Von  F.  Baily  i 
erhielten  wir  eine  gründliche  Behandlniii:  des  Mercurialpendds. 
Das  Spiegelteleskop  gelangte  in  tlm  ll.iruien  der  beiden  Hör- 
schel, von  Oberamtmann   Schröter,  \\ .  Lassei  umi  lionl 
Ko8se  zu  einer  M.'ichtigkeit,  die  da«  dioptrische  Fernrohr  histier 
nicht  erreichen  konnte.    I^assel  und   Üawes  fanden  zuerst  (li<^ 
Mittel,  knto))trische  Instrumente  parallaktisch  zu  montiren,  ond 
erb&hteo  dadurch  sehr  die  Anwendbarkeit  dieser  Werkmge. 
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Sheepsbanks  brachte  eine  nichtige  Verbesserung  an  den  Be* 
iregungsobren  der  Aeqnatoriale  an,  etc. 

Von  Privatsternwarten  haben  wir,  durch  lie*iumlere  von  »^oichen 
Anstalten  aus<5ej»an«('np  Lei^tunj^en  veranlasst,  bereits  viele  ge- 
nannt; die  Hedeufuns^  derselben  aher  liegt  nicht  allein  in  hervor- 
ragenden, der  Wisseiisclialt  erwiesenen  Diensten,  sondern  ist 
ein«  selbststnndi^e :  sie  bilden  an  sich  mehr  oder  weniger  dauernde 
Stätten  der  iirnnittelharen  Förderung;  unseres  Faches,  die  durch 
fortlautetiHe  l>pi)l):5rhtin)^en  der  verschiedensten  Art  überall  in  die 
astronomischen  ßeütrebur»f;en  ihrer  Zeit  eintreten,  und  bieten  über- 
dies  Talenten,  die  auf  diesem  Weqe  olt  i^anz  der  Astronomie 
erhalten  werden,  Gelegenheit  sich  zu  entfalten,  geben  endlich 
biiiOg  zu  bletbendeiia  Gewinne  der  Wissenschatlt  in  Landesinsti- 
tvte  tfber.  Erlauben  Sie  mir  den  Belegen  hieffir,  die  sich  aus 
hm  eben  Cfesproehenen  von  8<»lb6t  ergeben«  noch  einige  That- 
sacben  anznroihen»  die  bisher  keine  £rw&hnnng  fanden. 

Die  Aii^^rnstmii;  dtr  f^ilien thaler  Sternwarte  kam  durch 
Kauf  von  Seite  der  engiischeu  Hegierung  an  das  k.  Observatorium 
so  Gdttingen. 

In  oleicber  Weise  bildeten  die  Instraniente  des  Grafen  von 

Uuhn  zu  lieniplin  die  erste  Ausstattung  der  Konigsberger  Stern* 
warte. 

GrafMorita  von  Brühl,  cbursächsischer  Gesandter  am  eng* 
liseben  Hofe,  hatte  au  Ende  des  vorigen  Jahrhunderts  zwei  troff* 
lieb  ausgerüstete  und  mannigfaltig  thStige  Sternwarten,  die  eine 
in  London,  die  andere  an  Harfield.  Bibliothek  sowohl  als  Instra* 
mente  fegten  spllter  durch  Schenkung  an  die  UnlversitSt  Leipzig 
den  Grund  com  dortigen  Observatorium. 

Die  Bilker  Sternwarte  wurde  1846  von  ihrem  Erbauer  Ben- 
zeuberg  der  Stadt  Düsseldorf  vermacht,  welche  sie  fortan  un* 
terbielt.  Brünnow  und  Luther  leisteten  au  dieser  Anstalt  dea 
WUaeoschafl  wichtige  Dienste. 

Karl  Na2:v  sammcite  in  einem  von  ihm  zn  Birske  hei  Pesth 
errichteten  Gehäude  einen  prächtigen  InstruTneritenpai k,  der  nun, 
durch  Schenkung  in  üflfentlichen  Belitz  ubergegangen,  grossen 
Notzen  su  stiften  nicht  verfebiea  wird; 

.ftie  Observatorien  des  Herrn  PrSlaten  von  CJnkrechtsberg 
an  Oiailts  und  von  Baron  Parish  zu  Senfteuberg  wetteiferten 
nbie  geraume  Zeit  hindurch  mit  öffentlichen  Instituten  in  aatro* 
aAeben  Arbeiten ;  an  joner  konnte  Jalins  Schmid  t,  jetst  k.  Astro* 
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nom  zu  Athen,  an  ^ÜeserTh.  Brorsen  sicfj  dem  Fache  widmen. 
Die  Ausn'istungcn  beider  Anstalten  kamco  bei  iiereii  Auflumg 
grusstentheils  ständigen  Sternwarten  zu. 

1)1^  Slerawrurfen  d«s  Kammorberrn  t.  Reedtz  »n  Palagwd,  | 
Prof.  Ui^blcht«  zumt  za  Berobarff»  dann' zu  Gotb«,  iibr- 
t^n  zit  wiederboUen  Malen  wertbyolle  Beobachtungen, 

Colonel  Mark  Beaufoy's  f ns^nimcnte  fingen  dorcfa  Lagat  i 
an  die  k.  astronomische  Geaeilacbaft  in  London  über  und  haAtm  \ 
dort  treffliche  Verwendung.   Dieselbe  Geseliscbaft  fiberltaai  dareb 
X^egatelne  grosse  Anzahl  von  icostbaren  lostmnenten«  die  Sfceeps- 
tanlcs  mit  seltenem  Kennerblicke  gesammelt  hatte. 

Die  scböiie  Auarustuns^  Ton  Sniytb's  blernuarte  ia  liediord 
tat  jetzt  im  Besitze  eines  anderen  ausgezeichneten  Freundes  dei 
4atronomie»  Doctor  Lee  in  UartweU,  wo  E^p|^a,  PogS9B  a.i* 
regelmässig  Beobachtangen  ansteUteo. 

Aus  Lord  lirishane's  Sternuarle  In  i*;iramatta  entstand  das 
erste  Staats«  O User vatoriuiQ  auf  neuhoiläudischeiu  üodeii. 

RearwAdmiral  S  b  i  r  e  ff  in  Gibraltar«  dessgleicben  J  o  b  n  i>f e» 
ii^  Sontiiamptoa,  Rev.  U.     Jones  in  Mancbestev  errieblelM 
anf  ihre  Kesten  in  den  genannten  Häfen  Sternwarten  zur  Ragt« 
llmng  der  Scbiflschronometer,  und  wirkten  so  bOchst  wobltbili|  | 
fttr  die  Nantik. 

Anne  Jean  Doc-la-Cbapelle  gründete  zu  Mentaabsa 
-im  Jahre  J792  mitten  unter  den  Schrecken  der  Revolqtion  efai« 
i$t«mvarte«  der  wir  eine  Reihe  schöner  Bestimmungen  verdanken, 
und  an  welcher  Piene  Bernler,  der  Schiffsastronom.  bei  Baa- 
dln*s  Weihtmseglong,  sich  ausbildete. 

Darquier  de  Peilepoix  beobachtete  nahe  um  dieselbe  Zeit 
durch  mehrere  Uecennien  an  einem  von  ihm  in  Toulouse  erbau* 
ten  Observatorium,  aus  dem  später  die  jetzt  dort  bestebaida  i 

Regierungsanstalt  hervorging.  I 

i 

De  la  Nux,  das  gelehrte  Mitglied  des  Conseil  sup^rieur  aul  ! 
Isle  de  Bourbon,  de  (iari{iu\    in  Toulouse,  J.  P.  Loys  de  | 
Cb^seaux  auf  seinem  Gute  i^lcicben  INameiis,  entwickolteo  Jahr- 
zebnde  lang  eine  sehr  erspriessUche  Tbätigkeit  aj«  Beobacbtsr» 

In  den  vereinigten  Staaten  von  Nordamerika  rlaf  de?  Wnnscb» 
aufib  in  aatronomiscber  Beziehung  nnabbUngig  von  Europa  zu  «e^ 

den,  von  1836  bis  1854,  also  In  achtzehn  Jahren,  nicht  weniger 
al&  vierundzwanzig  grusstentheils   sehr  bedeutende  Sturu Harten 
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in  «  Leben,  imter  denen  wieder  nicht  weniger  als  sieben  von  Piir 
vateri  (John  Jacksoo  in  i^haron  bei  Üarby^  Lewis  Gibbes  in 
€harlesh>n,  \  an  Arsdaie  in  Ne^ark,  W.  vanDuzee  in  Btfffalo, 
Campbcii  und  L.  IM.  Rutborford  in  New-York,  Friend  in 
Philadelphia)  gegründet  wurden.  Wäre  mir  hier  gestattet»  daa 
Mäcenataatbmn ,  welches  oben  nur  materiellen  Vorschub  leistet» 
obn*  sich  M  der  Arbeit  selbst  2u  betheUea»  in  de«  Aürele  malliM 
Bemerk  uneben  in  ziehen^  eo  mfisste  ich  neno  weiterar  nordameri* 
kaoischer  Observatori»  «rirlfanen ,  die  l|ir  Eftteteheo  e«a  askhtf 
(MI*  luirleitM. 

Die  \Varme  aber,  mit  der  gerade  ich  mich  des  astronouii- 
!<chen  Liebhabertbumes  im  ei«;entiichen  Sinne  des  Wortes  an- 
nehme, mögen  Sie  mir  zugute  halten;  denn  die  er^te  Sternwarte 
in  Wien  wurde  zu  Anfange  des  vorigen  Jahrhunderts  von  einem 
Privatmanne,  dem  vielseitig  gelehrten  ndiucsiwchen  Patricier  J.  J, 
Marinoni  gegründet.  Sie  diente  lieni  Observatorium  zum  Muster 
ojid  zur  Hüfp,  das  bald  darauf  in  den  Häunien,  wo  wir  jetzt  den 
groffsten  Theii  utis(  rer  (  o!I(  uien  halten,  errichtet  u  urdp,  und  ihre 
reiche  Au.'^rii^tnng  ging  nach  dem  Tode  des  Besitzers  als  ächeo- 
kaitd  der  uia  das  Jahr  1753  ecbauteo  3taatsaustalt  zu.  / 

Decb  lob  will  nun  SehkiaM  niten. 

So  weit  entfernt  das,  was  ich  ei)rri  sprach,  von  allem  An- 
sprüche auf  Vollständigkeit  ist,  80  tiki;;  es  doch  hier  immerhin 
jtMuj^en,  und  Sie  erlauben  mir  nur  noch  eini^ge  lietracbtungen 
daran  zo  knflpfen. 

Wir  ferfnbm  bifllier  ganz  4f  g«treae  Uftooniant r  mdodiv^ 
iadein  wir  ans  der  *^ffiibrpng  pacfcwIese.Q,  welche  «usu^rwdeolU- 
eben  Dienste  das  LMhabertlinin  «neerer  WlMtneclinll.  enriiMi 

hat  und  eiien  daran  waren  den  Schluss  zu  ziehen,  daes  man  fort 
uaii  lort  von  dieser  Seite  wichtige  Forderungen  der  Astranomie 

errrarteTi  durl.  Man  .föngt  nachgerade  an^  uns  Naturforschern, 
wen  €beu  diese  InducUon  betrifft,  eii»e  gewLsge  Einseitigkeit  vor* 
zMwerfeu  vielleiQht  nicht  mit  Unrecht;  denn  es  liegt  in  der 
lueiij^chlichen  INatur,  dem  Pendel  gleirh  keine  Ruhe  in  der  rieh- 
tlzeti  Mitte  zu  finden,  und  dann  «M>t  sieb  zu  be;>iiinen  utui  an 
UjOlkebr  zu  denki^n,  ^venu  man  in  (lle.ser  odt^r  j^ner  HtcljdiuLc  9\\ 
iveit  gegangen.  Den  Pbilo^^opb&n  zu  Gefällen  altio  ^^ollcd  wir 
jelM  auch  noch  in  aller  Kurze  den  deductiven  Weg  betreten  und 
ODS  nach  den  inneren  Gninderi  frac^et)  ,  die  dem  Licbbaberthmue 
ie  diesen  JF#c|ie  sulcb«^  iii^di&^o  uuvl  ^<4dbe  Üedevtiiiig  ver* 

M  Mges  In  dienern  Fncbe,  detm  'leb  bin  der  boiendleb 
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iiielit  irriijen  Moiiiiin^,  dass  keine  andere  Natiir\vi88eu8chaft  «ich 
solrhpr  or^iebiqen  Unlerstutzung  von  Seite  der  Laien  ♦»rfreiit.  Füfch-  = 
ten  ^>ie  nicht,  dass  ifh  damit  zu  einer  Schildcruni;  der  oft  bf«' 
sprochenen  Erhabenheit  des  (jegenstandes  aushole,  mit  uelchem 
die  Himmclskiinde  sich  befasst;  denn  diejenigen,  die  in  astrono« 
mischen  Beschäftigungen  nur  das  Vergnügen  suchen  sich  ao  der! 
Sebunbeit  einer  sternhellen  Nacht  zu  weiden,  sind  nicht  die  Mmh 
ner,  denen  die  Wissenschaft  ein  dankbares  Andenken  vieibt;  nur; 
die  mühevolle  Vertiefung  in  Cinzelnheiten  nützt,  bringt  Rubn  vadl' 
Ehre«  im  Detail  aber  ist  die  Natur  nach  jeder  Hichtmig  bevran* 
deroii{(8w0rdig  und  fesselt  flberaU  den  sie  Verstebeodeo.  OvM'si 
•ScbOne  Worte: 

Os  boniini  sublime  dedit,  coclumque  tueri 
>  Ju66it,  et  erectos  ad  sidera  tollere  vultus 

haben  ihren  bildJichen  Sinn  nahezu  Terloren,  seit  das  MIkroelcop  ; 
uns  die' Wunder  der  Schöpfung      gut  erschiieftst  wie  das  FeriK  | 
rohr.  Ich  finde  vielmehr  die  Ursache  der  Erfolge  des  Liehbabe^ 
fhumes  der  Astronomie  zunSchst  in  der  Zugänglichicelt  df«eff 
Wissenschaft.    Welche  andere  Doctrin  kann  sich  einer  gleicheo  i 
Anzahl  trefflicher  pnpulärer  Schriften  rühmen?    von  Fontfrielie.  | 
Lambert  und   Laplaee   bis  auf  nnsere  Tace   bilden    dieseiiiei.  | 
nachgerade  eine  selhsi ^fiirulisc  Literatur,  inni  eü  uürde  «chwer  1 
halten,  irgend  eiaea  i»ekannteren  Namen  unter  den  Astronomen 
des  eben  alji^elnnfenen  Jalirbunderts  anzuführen,  der  i>ich  in  die- 
ser Richtimt;  nicht  anrb  %•  rsucht  hat.     Glauben   Sie  ja  nicht, 
dass  diese  Häiifijrkoit        ln;r  nichts  ^vrnii;er  als  leichten,  jiemein- 
fassltchen  Darstelluni^en  von  einer  besonderen  Liebenswärdi!;keit 
der  Astronomen  rührt;  die  Männer  des  Berufes  sind  überall  ^ 
neigt,  der  ionungsstolzen  und  bequemen  Maxime:  „arcere  vnigus" 
au  huldigen  und  dieselbe  so  zu  deuten,  dass  im*  Allgemeinen 
eben  nur  u  er  zur  Gilde  gehurt,  zu  den  ihrigen  sSblt.    £s  ist  biir  I 
die  Wesenheit  des  Faches »  welche  den  Gelehrten  gestattet  us^ 
eben  desshalb  sie  zwingt,  aus  ihrer  Stodirstube  herausautieleii  ' 
und  den  Kern  der  Wahrheiten,  die  sie  oder  Andere  gefbadsi,  ; 
niüglichst  enticleidet  vom  Nimbus  der  Knnsfspradie,  dem  Ues 
mitsutbeilen;  ihren  AbsperrangsgelOsfen  frShnen  hiesse  sichehM» 
der  schGnsten  Vorrechte  ihrer  Wissenschaft  hegebeuj  das  diessAe 
an  einem  Hebel  höherer  Bildung  mach^  das  Ihrer  Forderung  Hm-  : 
derte  Ton  helfenden  Hfinden  gewinnt   Solchen  jedem  GeMMttsi  : 
verstlndlicben  Behandlungen  fögen  sich  oimlleh  bloss  jene  Wis- 
senschaften, die  sich  eines  obersten  Grundsatzes  erfreuen,  nnd  i 
daher  in  ihrem  eigentlichen  Gerippe  eben  nur  eine  unnnterbrocbene  ' 
Kette  von  jSchlüssen  biklcu.    Die  Astronomie  rühmt  ^ich  dieser  ■ 
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ß«>chnffenLeit  seit  Jalii  lutnilci  (en  :  dadurch  hat  ^ie  in  jener  Be- 
ziehung 80  grossen  \  ort»|>iuiif4;  vor  den  arideren  Naturuijiserischaf- 
!on  «e^vonnen ,  die  neuester  Zeit  in  demselben  Maassc  ähnliche« 
üuebeij  nach  gemein las^lichen  Darsteliun^en  zu  äussern  beginnen, 
in  Helchem  sie  der  Periode  des  Mystischen  oder  der  blossen  An- 
häufung von  ThaUacben  sieh  entwinden.    Derselben  Richtung  des 
Popularistirens  begegnen  wir  in  anderer  Weise  auf  streng  wissen- 
Kcbaftlicbem  Gebiete:  der  Astronom  hal  so  viele  mechanische 
' Operationen  im  Rechnen  wie  im  Beobachten  auszuführen,  boYor 
er  sa  Resultaten  gelangt,  dass  er  von  jeher  darauf  bedacht  trar, 
4ofcfa  Kanetgriffe  aller  Art  jene  Vorarbeiten  abznkfirzen;  er  bat 
iherdies  fiir  Praktiker  im  eigentlichen  Sinne  des  Wortes:  fiSr 
den  Naatiker,  den  Feldmesser,  den  Geographen  so  sorgen >  die 
fieh  nicht  damit  begnügen,  wenn  man  ihrer  Wirksamkeit  Uber- 
liapt  neoe  1f\'ege  zeigt;  dieselben  müssen  so  bequem  ab  müg« 
M  seio»  sollen  sie  iberbanpt  beschritten  werdend.  So  kommt  es, 
dais  an  sich  sehr  verwickelte  Arbeiten  in  einer  Weise  verein- 
fittbt  «Verden,  die  nichts  zu  wünschen  übrig  lässt,  dass  Instrumente 
2ijm  (iel)raiH  fie  einladende  Formen  annehmen,  auch  den  uenisjcr 
Bemittelten  n rt  ir fifiar  werden.    Unsere  iMethaden,  unsere  Fpbe- 
rneriden  und  i  alelii  iiiliren  die  meisten  Aufgaben  auf  elementare  . 
arithnieti^cbe  Verfahren  znrfick.    Eine  heitere  ^itunde  gibt  heute 
tlie  geouraphisehe  Läse  eines  Ortes  mit  ^^().sspre^  I^racision  als 
Irühpf   IVffinnte   ianp;   lorfi^esetzte  Bcol)achtun«en.    An  die  Steile 
'^r  uuhehilt  liehen  asf  i  'Mionnschen    Werkzeuge,   die    z.  W.  noch 
Karstens  Niehuhr  auf  Kameelen  fortschaffen  rousste,  sind  kleine, 
den  Reisenden   kaum    beirrende   Instrumente  getreten,  ohne 
<^er  Genaui{^keit  irgend  Eintrag  au  thnn,  ja  mit  bedeutendem  Ge- 
wipne  für  dieselbe.   Die  Errichtung  einer  Sternwarte  fordert  nicht 
n«hr  wie  ehemals  nothwendigerweise  einen  dem  Einzelnen  nur 
settea  muglichen  Aufwand,  die  Anstalt  ist  also  auch  nicht  mehr 
«I  db  Scholle  gebunden,  wo  sie  eben  entstand:  als  Lassei I 
TOS  Starieid  bei  Liverpool  durch  den  Kohlendampf  vertrieben 
wmde^  wanderte  er  mit  seinem  Observatorium  swei  Mellen  weiter 
■Kh  llfoadstones;  Dawes  wohnte  xuerst  in  Ormskirk,  dann  au 
Ciinbiook»  spftter  zu  Wateringbury,  endlich  zu  Haddenham,  aber 
teall  hin  tiegleitete  ihn  seine  Sternwarte;  ja  man  kann  heote 
Mgar  nn  portative  Observatorien  denken,  wie  denn  Thomas 
Dsll  ein  solches  von  sehr  zweckmässiger  Einrichtung  ersonnen 
tut  Ein  gutes  Fernrohr  und  eine  verlässige  Uhr  in  freier  ruhiger 
l^ag«  können  richtij;  !:i,cl>raucht  oft  zu  den  schönsten  Fr^ehnisseti 
f&hren.    Kein  Fach  ferner  gewährt   vielleiciit  so  seiu   wie  das 
nnsrige  die  Befriedigung,  die  im  Fordern,  im  Erzielen  von  Erfol 
gen  liegt;  kein  Fach  bietet  so  oft  wie  dieses  die  Erfrischung  der 
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Qfihestreitbareu  Bestätigung  uitsorer  Ansichten;  kein  Faeh  (&si$(| 
ivie  iliiü  unsrige  die  Natnr  fast  immer  selbst  und  im  Grossen  ex^ 
perimeDtireti ,  erspart  uns  heinahe  ganz  die  störenden  IMuhseliir-i 
keiten,  welch <  imentliche  Versuche  ünauswcichru  h  iK-ülelleii:  cJid 
Astronomie  lordert  von  ihren  Jü*ni»erri  nicht,  da.sü  sie  ein  uns  aa- 
t^eliomes  (Jrr\iui  vor  Leichen  übenvinden,  tfasR  s'ie  abenteuerltchel 
Freisen  untcrnelinu  n ,  ditss  8ie  lebensgefährliche  Expcriru«  n!e  an- 
steiien.    Vor  Altem  aber  hat  die  Astrunoiaie  eintn  Vortheii 
^(Miüher  den  übrigen  Naturuissenscbaften,  der  hier  von  gro#sei| 
Bedentuog  Ut :  die  völlige  Freiheit  von  der  Calamttat  d«r  Teri 
tiiiliol»gi«Q  und  ClaMificationeti.    Während  andere  Naturforscbei; 
unter  der  Wucht  dieses,  ich  mOdite  sagen,  administrativen  TbtiU 
Ihrer  Tbitigkeit  beinahe  erliegen  and  eben  desebelb  bäofig  tu  der^ 
e«l4en  nnfgehen»  ist  dem  Aetronemen  diese  deprimiiende  Aa%lbfli 
gaus  ntid  gar  abgenonunen.  Her  Begriffe:  Claeee»  Ordneng«  Fi* 
niilie»  Gatteng,  Art  und  wie  di«  anaihllgen  Abtheilnngea  äUa 
heiaeeii,  deren  andere  F&cber  ffir  die  laetandbaltmig  Ibrea  wlaNi' 
eebaftlidwe  Hauabaltee  bedflrfea»  kann  der  Aetrenom  sieh  vMg 
entechlagen.   Die  Sorglosigkeit  den  Aatronomen  in  Feelttcihng 
genetUelMr  Uoterachlede,  ja  der  Knnstaeadrficlce  fiberbaupt»  ^ 
ergOtalicbe  Verwirmag,  weltlM  in  dieaer  Beaieban|r  In  aüwar 
Wisseni^chaft  mitunter  herraobt,  zeigen^  wie  wenig  dem  A^«* 
jueji  an  diesen  Dingen  liegt    Wenn   heute  Jemand  behanptto 
wollte,  die  äternachnuppeii  ile;^  August  und  iNovL'niber  seien  Ko- 
meten, oder  Kometen  seien  Meteore,  so  werden  wir  uns  kainn 
die  Mühe  geben,  die  (iründe  für  und  wider  erst  sehr  Ebenau  ab 
auWügenv    Delambre  nennt  irgendwo  die  Kometen  Platitleii  eiw 
beslonderen  Art.   er   hätte   eben  so  gut  die  Planeten  «inp 
a«ndere  (jlattut)^  von  Kometen  nennen  können,  ohne  weifor  Wi- 
derspruch KU  üuden.    Wir  kennen  selhstleuchtende  FJaneten  >^^'' 
haben  alle  Uraache,  die  Existehz  dttnlüer,  stillstehender  Centrai 
k&rper  «aaenehaien.   Für  den  Astroneoian  hat  nicht  die  Gattun|!» 
aottdem  nur  das  IfidividuemBedentling»  Dieses  aber  kennteicb- 
aet  er  dnrch  den  Ort,  an  welcheoi  er  ee  zu  einer  bestimnteai^ 
Imf,  Er  hat  ein  grosses  Fachirerk  aagelegti  daa  ihm  das  g^Bz« 
ttnetmesaiicfae  Uimaielagewilhe  reprisentirt,  in  welcheni  Jc^ 
h«olMicbtele  Object  aeCnen  beaenderen  Plate  erhSit,  den  es 

IkauVe  der  Jahre  indert«  aber  Mob  beetlaiinten»  nae  gtn"* 
McawKien  Cleaetaen«  ao  daaa  nie  Unerdnwig  entetebt.  Der 
mom  bedarf  alee  anteb  der  Myriaden  yen  Namen  nicht,  die 
WlaMiiadiaflen  au  ihren  Plagen  aihlen.  Wem  wir  eü  ^ 
l^etsend  Cleetirae  aiit  heaendeten  Titele  «beehren,  ao  lat  daa  «b^ 
ein  Herkommen,  das  m\t  sohneil  verlasdea  werden,  wenae**' 
«etna  durch  die  Zahl  dic&er   liiaimeUlhUipci    unbequem  ner^ 
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MÜ»,  wie  wir  llngiit  nabnü  Alle  Bcheftfiniigeiii  welche  die  Atten 
de*  Sternea  g^eben»  der  Geeellichte  aberanlvrerteteo,  aeitdem 
aa  eben  galt,  TAaaende  und  aber  Taasende  van  Geatimen  an 
laafen.  IHeaer  wie  inir  acheiat  vricbtiga  Cnteraebiad  der  Aatio* 
aattite  van  anderen  natnrhialaifiacben  Pftehern  begröadet  niebt  etwa 
ätaell  geribgeren  Umranj;  der  Auneabe,  welcbe  ibr  rarliegt,  denn  . 
genMle  dadarcb,  daea  aia  die  Individoen  kennen  an  lernen  bat,  * 
«ffd  thr  Gebiet  ganz  eigentlicb  nnfiberaehbar,  and  wir  kOnnen 
ait  SIcberbelt  einer  niebt  eliett  fernen  Zukanll  entgegeneeben,  wa 
fhie  ZabI  foa  Himnielaabjecten  in  den  Bereieb  der  Untersachung 
gezo<;en  aeht  wird»  wetebe  weit  Ober  die  der  bekannten  Arten  Teil 
Tbieren,  Pflanzen  n.  8.  \v. ,  so  riesig  diese  letztlich  aneh  ange« 
wacbsen  ist,  hinausgehen  wird;  aber  dieses  Kennenlernen  der 
Individuen  ist  ein  den  Geist  anregendes,  unmittelbares  Beschär* 
tigen  mit  der  Natur;  wir  Astronomen  wimmeln  so  zu  fsaijcn  nur 
«nd  kümmern  uns  um  das  ermiidende  Nomeiiklireii  uiciit.  Die 
Freude,  diü  dtr  Botaniker,  der  Z(H)iü£»e  etc.  hat,  wenn  er  endlich 
nach  langwierigen  Bestinirnun^en  den  Namen  seines  Objectes  er* 
lahrt,  geht  bei  uns  ganz  idier  in  die  Freude  zu  wissen,  wo  dat* 
Ubject  an>  Himmel  aui^ü^uciien  ist.  Jeiie^  Be8timmen  aber  setzt 
immer  ein  Eingehen  in  die  Natur  der  Din^e  voraus«,  das  dem 
Menschen  nur  in  sehr  geringem  iVIaassR  i»estattet,  dessen  der 
Astrononi  im  Allgen)einen  ganz  enthoben  ist.  Dlesi*  trage  nach 
den  letzten  liründen  durchzieht  Oberhaupt  dan  lianae  Gewebe  an- 
derer Naturwi-sstMischaften  und  erlaubt  dort  niclif  wie  in  der  Astro- 
nomie einzelne  Theile  des  Faches  vCdli?  abgesondert  von  andern 
tu  behandeln.  Desshnlb  stehen  denn  auch  jene  trockenen,  kei- 
neswegs anzichencien  EiideituiiL^eTi  in  <las  Studium  anderer  Zweige 
der  Naturforscbung  überdies  auf  schwankendem  Boden,  während 
die  analoge  Beschäftigung  des  Astronomen  aut  nnf  erbrü'chlichen,  für 
inner  feststehenden  Normen  fusst,  und  so  heisst  es  im  Gc^en* 
«fttie  zu  sonstigen  Aussprüchen  hier:  „die  Gattung  vergeht,  das 
bitividauni  besteht''  —  eine  iSeite  unseres  Facbes,  die'u'ieder 
tUtH  a^eaig  dazu  beitragen  muss,  ibm  Liebhaber  znznfilbren;  deun 
nirgends  sonst  ist  die  Palme  der  Unsterblichkeit  so  sieber  und 
■it  verbültniMMaissig  so  lelehter  Mühe  zu  gewinnen.  Das  dank- 
btre  Feld  der  Entdeckungen  ist  das  eigentticbe  Gebiet  dea  Di- 
lellMitlBnnia«'  Der  Aatronoai  von  Profession  soll  nur,  wenn  er 
keeondare  Gründe  dasa  bat,  aicb  aufs  Entdecken  im  engsten 
9bifie  dea  Wertes  legen,  denn  es  sind  ihm  Helfer  and  Mittel  aar 
IMigong  geatetitt  die  ibm  schwierigere  Aafgaben  anweisen.  Der 
BHeltanl  kana  naeb  Laat  and  Liebe  den  Gegenatand  aeiaea  Stre- 
bm  wiilea;  welcbea  Ziel  er  Immer  mit  Aaadaaer  ▼erfalgt*  wir 
<ei|iiea  die  Frücbte  aeiner  Milben  willkammen  beisaea.  Eine  an 


Digitized  by  Google 


272  ^»  LiUro^:  PripaÜeistungen  auf  aslrotiomiicAem  Gebiete, 


sich  sehr  wün.schensvN  erthe  Uehervva«  liiing  des  ganzen  Hiinniels 
z.B.  nach  alU'ni.  was  Neues  uuil  Unerwartetes  sicli  zei^t. 
sie  vordem  Hovel  und  in  unseren  Tagen   Biela  durchs4e(ühri, 
ist  die  Sache  des  Liehbahors ,  der  allein  dazu  die  nöthice  ■Mujs.'je 
hat,  ^fihrend  der  Fachgelehrte  seine  Zeit  nicht  auf;«  Gerathewohl 
verwenden  darf,  sondern  völlig  bestimmte  Zwecke  sich  vorateckeo 
muss.    Das  Corps  der  Dilettanten  hat  wie  alle  Freicorps  iMbr 
Schwung  als  die  MäoDer  des  Berufes.    Dieser  hringt  einen  ge- 
M-issen  Scbematismus  mit  sieb  im  Verhalten  der  Gelehrten,  wie 
im  Reglement  des  Militärs,  einen  SchematismnB»  der  tiotliweodig 
und  die  Grundlage  des  ganzen  Wesens  ist,  von  dessen  ScbatUn- 
Seiten  freier  au  sein  der  Volontär  aber  Immerhin  sich .  rfihMs 
kann.   In  dieser  Ungebundenhelt  liegt  indessen  auch  die  Gelabr 
der  Zugellosigkeit,  die  dort,  wo  sie  ungehindert  wuchert,  des 
Dilettanten  zur  Qual  der  Astronooieu  macht.   Das  Heer  derer, 
die  da»  wie  Sir  John  Herschel  steh  einmal  sehr  treffend  aas* 
drückte,  jede  Wissenschaft,  weldie  sie  nicht  kennen,  fOr  «ae 
neue,  eben  entstehende  halten  und  sich  z.  B.  sofort  ansebicicea 
den  Grundliau  der  Astronomie  durch  vnn  ihnen  erdachte  Welt- 
systeme  zu   legen,   die  da  glaulien ,  astronomische  Wahrheiten 
liessen  sich  eben  auch  ohne  alle  \  orkenntnisse  errat!ien,  das 
Heer  dieser  Freiwillijien  hat  es  zu  verantworten,  wenn  manche 
Leute  vom  Handwerk  du»  Berührung  mit  Dilettanten  scheuen.  \V(» 
aber  viel  K«)rn  geerntet  wird,  niuss  es  auch  viel  Sjireu  ge^en. 
und  in  der  That  verleitet  die  Astronomie,  obschon  gerade  sie  di«' 
erste  unter  ihren  Schwestern  den  richtigen  W'eg  der  Forschung 
betrat,  mehr  als  irgend  eine  andere  W^issenscball  die  Geister  zu 
eitlen  Träumen,  zu  aristotelischen  Anticipationen ,  —  ein  Wegt 
den  heute  zu  betreten  geistig  noch  eben  so  bedenklich  ist,  als  e§ 
einst  auch  leiblich  geffthrlich  war  davon  abzutveicben.    Die  Be- 
strebungen der  Dilettanten  sind  der  grossen  Mehrzahl  nach  rie- 
selnden GewSssern  zu  vergleichen,  die  nicht  beachtet  und  sieb 
selbst  fiberlasiien  im  Sande  verrinnen,  ja  Schaden  hriogen  oii<l 
das  Land  versumpfen,  gesammelt  und  geregelt  den  berechtigteti 
Strömen  an  Nutzen  um  nichts  nachstehen.    Daraus  ergibt  «ieb 
von  selbst  die  Richtschnur  des  gegenseitigen  Verhaltens  zwlsebea 
Profession  und  Liebhaberthum,  das  unter  günstigen  VerhSItnissee 
wie  in  England  ganz  eigentlich  zur  Pflanzschule  für  jene  werdeo 
kann.    W^ofern  dem  Dilettanten  Ernst  und  Beharflichkeit  nicht 
fehlen,  soll  und  darf  ihm  die  Hille  dus  INJaiines  vom  Berufe  üitbt 
entgehen.    Erfüllt  er  diese  1  <»r<lerung,  so  kann  er  auch  des  Er- 
folges gewiss  sein,  denn  die  Schachte,  die  es  hier  zu  bearbeiten 
gilt,  sind  unerschüpflich ,   und  der  aufmerksame  Forscher  kam» 
immer  auf  das,  was  wir  Glück   nennen,  zahlen ;  hätte  kepie^ 
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aicb  nicht  sunillSg  an  Man»  gehalten,  deeaen  Uogleicbheiten  auch 
den  damaligen  Beobachtangamtttelti  schon  zugänglich  warenf  hStte 
William  Herachel  Dranita  eilf  Tage  früher  erblickt,  vre'  diese« 
tfeatirn  atationfir  und  folglieh  kaum  als  Planet  au  erkennen  war, 
bitten  Le  'Verrier*a  Arbeiten  ihr  Ziel  nicht  gerade  um  das  Jahr 
1846«  wo  die  Ton  ihm  »upponirte  Bahn  Neptuna  mit  der  wirkli- 
eben  aseammentraf,  erreicht,  ao  würden  die  glänzenden  Entdeekun- 
gee,  Welche  eich  an  diese  Namen  knOpfen,  wahrscheinlich  auf 
Iftnge  Zeit  Terschoben  worden  sein;  Bradley  und  W.  Berschel 
boiDühten  »ich  umson^üt  die  Parallaxe  der  Fixsterne  zu  finden, 
allein  die  grossen  Arbeiten,  welche  sie  zu  diesem  Zwecke  unter- 
uoiuuien,  wurden  gekrönt  durch  die  unerwarteten  Entdeckungen 
der  Aberration  des  Lichtes  ujid  jdanctarischer  Soititeii.  Wem 
aber  ein  astronouii^cher  Fund  von  auch  nur  einiger  Erheblichkeit 
i^plantr,  der  mag  sich  der  sorglichsten  Theilnahme  versichert  hal- 
ten und  dari  das  Unbeachtetbleiben  nicht  lurchten,  da»  ihm  viel- 
leicht in  andoron  Wissenschaften  droht;  denn  nirgend  sonst  ist 
die  ijeraeinsanikeit  aller  Leute  vom  Fache  an  Arbpiten  jeder  Art 
80  ein!?ebQrgert.  Die  (»elahr  im  \  erzuge  aut  der  einen,  ilie  Mög- 
lichkeit,  dasselbe  Ohject  von  tausend  Orten  zugleicli  zu  nnter- 
suchen.  nnf  der  anderen  Seite,  setzen  in  der  Astronomie  imroep 
eise  Hemisphäre  auf  die  Fährte  alles  Meuen. 

Zum  Schlüsse  dieser  Darlegoni^en  sei  mir  gestattet  den  Wuaeeli. 
aaszusprechen,  dass,  wenn  dermaleiost  mein  heutiges  Thema  wie* 

der  aufgenomnien  werden  sollte,  man  nicht  wie  jetxt  nur  engllaebe 
Namen  in  überwiegender  Zahl  zu  nennen,  dass  man  insbesondere 

aui  österreichischem  Boden  statt  der  schönen,  vor  kurzem  leider 
sämmtlicb  eingegangenen  Privat.sternwarten  zu  Olniütz,  Senften- 
berg  und  Bicske  reichen  Ersatz  anznlühren  habe.  Wenden  Sie 
nicht  ein,  dass  die  Zeit  zu  eru>i  liir  solchen  Mahnruf  sei.  Die 
NVissenscbalt  ist  eine  Zufluchtsstätte,  in  der  die  Geister  sich  er- 
holen, erstarken  können  zum  Kampfe  des  Lebens;  gerade  die 
6turm  und  Drangperioden  weisen  oft  die  wichtigsten  Ermngeo- 
achafteo  meoschlicher  Erkenntoiss  auf. 
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XOi. 

Neuer  Voröchlag  zur  Aufsuchung  des  Luftwiderstaads- 

gesetzes. 

Ton 

Herrn  B rentier ^ 

IrthraMto-OMilMatoii  für  liöbere  Mathematik  nnd  MfldiMik  M  TotC« 
.  iiigen  Ud  Kiiiiicraieli  W6rtaail>«tg. 


Es  löt  bell eimleiid,  dass,  in  Betracht  der  gieichiurniigen  Ver- 
theiluri!^  der  atniosidiarischen  Luft  in  einer  so  kleinen  Region 
und  in  der  kurzen  Zeit,  wie  sie  unsere  geworfenen  Projektile  in 
Anspruch  nehmen,  bis  jetzt  noch  nicbl  das  wahre  Luftwider- 
staodsgesetz  hat  entdeckt  werden  können.  Bei  der  Wichtigkeit 
der  Sache  hat  es  an  Tielflütigen  Versuchen  zur  Aalfiodttog  diaiM 
Gesetzes  allerditig«  nicht  gefehlt;  «Utin  nU«  BeaOhwigM  waien 
bi«  fmchtlo«. 

Diese  Versuche  aber  thcllcn  sich  von  seihst  in  zwei  Cittiin 
gen,  nämlich  in  rein  analytische  und  empirische.  Die  erstero 
jjohen  zwar  wohl  davon  aus,  dat»s  dem  Pmjeklil  unaufhörlich 
eine  Masse  —  die  hud  —  im  Weije  stellt;  allein  es  wird  hier 
üfter  nicht  einmal  die  Elasticität  der  Luit  in  Betrachtung  gezo- 
gen» oder  nicht  die  Art  und  Weise,  wie  die  ausweichende  Luftaut 
die  vorwärts  und  seitwärts  liegenden  Luftschichten  einen  Druck 
ausübt,  wovon  offenbar  der  Gegendruck  auf  das  Projektil  abhängt. 
Wohl  wird  auch  eiuf  verdichtete  Loftmasse  vor  dem  Projektil 
und  eine  ▼erdflottte  hinter  demselben  «angenommen^  wobei  es  sich 
darum  handelt,  auf  welche  Weise,  oder  In  welcher  Gradation  Mi 
diese  Verdichtung  und  Verddnnung  vertbellt»  wie  weit  sieh  die- 
selbe erstreckt  etc.  Diese,  offenbar  richtigefe  Behandlung  der 
Sache  hat  aber  Ihie  bedeutenden  Schwierigkeiteii  und  hat  dm- 

• 
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WBgtu  gleiobfalt^  nicht  zum  »ewünachten  Ziele  geführt.  Aus  die- 
sem Grande  ^iud  daher  auch  zahlreiche  empiri.sche  We^e  einge* 
•dblagen  ivordeii.  Alle  jedocli  leideit  au  dtiin  Ccbclstaude«  da»» 
dü8  rrnjekti^  ^ttiU  mit  einer  Maschinerie  oder  überhaupt  mit  an- 
dern festen  Korpern  in  Verhindung  steht»  wodurch  bei  dieser 
subtilen  Frage  die  Üewegiingen  so  alterirt  uerdeo,  dass  das  ge- 
suclite  Gesetz  nicht  zu  Tage  treten  kann.  Gleichwohl  scheint 
der  eniptrij^che  Wvy;  der  sieberste  zu  «ein,  und  der  einzig  richtige 
ist  nur  der.  wo  das  Projektil  in  seiner  Beweiiunt^  gänzlich  unab- 
hängig bleibt  von  der  BeriitjriHJL;  mit  festen  Körpern,  und  so  iver« 
den  irir  entweder  aul  den  Wurt  oder  auf  den  Ireien  Fall  geführt. 
Der  Wurf  aber  ist  Kohon  darum  Terwerflich,  weil  hiebet  der  erste 
liupu)««!  des^eti  L^enaue  Bestiiumung  sehr  unsicher  ist,  in  Hecb-p 
nunp,  gezogen  werdeü  muss.  iSoaui  bleibt  aus  nur  noch  deir  frai^ 
Fall  übrig. 

Kein  in  freier  Bewegung  befindlicbdr  KOrper  ISsst  Üt  Lage 
seiner  Oberflfiche  liegen  die  Bewegttngsrichtung  gänzlich  onm- 
Inderty  und  diese  im  Voraus  nicht  genau  zu  bestimmende  Rotation 
modificirt  die  Widerstandskraft  der  Luft  im  Allgemeinen  wesent- 
lich. Hievon  macht  allein  die  KulicI  eine  Ausnahme,  und  so  sind 
wir  gezwungen,  unsere  Untersuchungen  rein  auf  die  Kui;el  zu 
beschränken.  Doch  ist  es  ein  Trost,  <lass  gerade  dieser  spe- 
cieile  Fall  der  wichtigste  und  derjenige  ist,  der  in  der  Uaiiistik 
zum  Vorschein  kommt. 

D«r  taftiridMtaiid  ist  elM  FduküoD  dflr  GtsebirindiglMit  4m 
IVojektils;  allein  die  Beobacbtung  der  Gescbwiodig^t  latt  we 
nicht  geradezu  unmöglich,  doch  jeden  falls  sehr  anaicber.  Hinge- 

gen  sind  Zeit  und  Raum,  aus  denen  eicli  KrafI  und  Geachvrindig- 

kelt  ableiten  lassen,  einer  sehr  scharfen  Be86mmung  föhig,  und 
es  handelt  sich  jetzt  nur  darum,  wie  die  erforderlichen  Experi- 
mente am  zweckmässigsten  veranstaltet  werden. 

Bei  dem  Umefande,  das«  der  Luflwideratand  bei  geringer 
Fallhobe  und  bei  bedentender  INebfigkelt  des  Projektils  sieniieh 
oder  'doch  so  gering  ist,  dass  die  Sicherheit  des  Resnitates  da- 
durch gefilbrdet  Ist,  kennen  wir,  da  vrir  nie  Aber  grosse  FallhfiboD 
gebieten  kßnnen,  bloss  die  IMchtlgfc^t  TmiiDdero,  und  am  besten 
ist  es  wohl,  eine  sehr  genaue  Unhlkugel  von  dCInnem  Blech  und 
entsprechender  Grosse  anzufertigen,  sie  von  verschiedenen  Huben, 
Iis  zu  ansehulithcr  Thurmhöiie,  fallen  zu  lassen,  und  sowohl  Fall- 
zeit als  Fallhohe  genau  zu  beobachten  und  aufzuzeichnen.  Jede 
Beobachtung  werde  mehrmals  wiederholt  und  bei  etwa  8idi  er- 
gebenden Differenzen  das  Mittel  genommen.  Die  Faliz^it  miisste 
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durch  zwei  irenaue,  verinittelöt  der  EfektricitSt  voflkommeo  gleich 
le^ulirte  (.  hroiioiDeter,  die  in  der  iNähe  dt?*»  Al>i^arii;s*  und  Auf* 
(allfMinktes  fuifV.ustellen  waren,  beobacfitet  werden;  und  würde  der 
Zt'itpunkt  des  Auffallens  zwi.'^rhen  die  zwei  Grenzpimkft;  liuer 
•Sekunde  fallen,  so  könnte  man  den  Fallraum  so  larii^e  vemitnderD 
oder  vergrüssern,  bis  ein  Klappen  auf  einen  Grenzpunkt  der  Zeit 
erfolgte.  Die  Kui^e!  selbst  werde  vermittelst  eines  Failnetzes  von 
Dratb  mit  möglichst  weiten  Litzen  oder  Vierecken  aufgefaogeo, 
iim  nicht  beecbädigt  so  werden.  Zu  genauer  Herbeifübrung  dee 
Znaammentreffens  des  Abgangepnnkte«  mit  einem  Seknndenan- 
fang  kSnnfe  folgender  Apparat  dienen.  AB  (Taf.  II.  Fig.  L)  ist 
ein  auf  einem  ansuacbmul>enden  Fusa  stehender  vertilcaier  StSa- 
dnr  mit  einem  Schütz  am  Ende  B.  In  diesen  Schütz  paaat  ein 
Triger  C6%  durch  welchen  sammt  den  Schenkeln  den  Schlities 
•In  elserner  Bolzen  geht,  um  welchen  der  Tr&ger  drehbar  ist.  la 
das  Ende  G  des  Trägers  ist  ein  etwas  starker  Dratb  GD  ge- 
steckt» der  einen  Drathkreis  />  trägt.  Vermittelst  der  Feder  F 
wird  der  Träger  in  horizontaler  Richtung  gehalten.  Auf  den  Dratb* 
ring  D  aber  wird  die  I  allkiigel  E  gelegt.  Indem  mau  nun  den 
Sekundenzeim  r  Chrcirioiiieters  beobachtet,  übe  man  sich,  im 

Moment  eines  .Sekundenanfanss  den  Träger  durch  einen  unter  C 
nach  aufwärts  geführten  Hammerschlag  plötzlich  nfu  Ii  iiDten  za 
bringen,  so  dass  der  Drathring  />  schnell  unter  der  Kugel  ^^e.: 
geht,  ohne  den  Anfan;^  drs  Ireien  Falles  im  iniri(1(st)  ii  zu  alUri- 
ren.  Dpr  Hpohnchter  am  Falltuch  ^ird  sich  elienlalls  einüben 
müssen,  um  den  Momeut  des  AuffaUeiis  der  Kugel  genau  besttm- 
men  au  können. 

Setzen  wir  nun  den  Fallraum  =«  und  die  Zeit  in  Sekundea 
=  /,  so  können  wir  uui6 teilen 

f = af + 6«» + c<* + dl« . 

Jede  Beobachtung  gibt  einen  Fallranm 

*!•  Ht  H* 

mit  der  zugehörigen  Zelt 

wodurclk  si(  Ii  die  (  oiKstanten  u,  6,  c,  d,  «»...  bestimmen.  Dabei 
ist  zu  veniinthen,  dass  diese  ('oellicienten  rasch  abnehmeo»  worauf 
sieb  eilte  Methode  zu  ihrer  Bestimmung  grOudeo  lässt. 

Setzen  wir  nun  die  Geschwindigkeit  =p»  die  retardirende 
ivraft  =9  und  die  Gravitation  der  Erde  so  ist 
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^  —  9,  =  ~  =  2^  +  6c/  +  I2dt-  f  20e/>  +  .... 

Wir  müssen  aanehMii^  dass  r  mit  <  Xttgleich  gleic  h  Null  ist,  und 
üo  ist  nsO  2tt  «etxen.  Da  «vir  ferner  wissen,  dass  im  Anfang 
der  Bewegung»  von  wo  an  wir  die  Zeit  I  ajlblen«  qt=sO  mi,  ao  iat 

^  SS  2fr    und  6=:|. 
Didurcb  verwrandeln  sich  unsere  drei  Gleichungen  in 

»ofGr  wir  aber  nunmehr  annehmen: 

« 

2)  r  =     +  3a<«  +  iht^  +  5c<*  f  edf^  +  

3)  98  — «Ol  -  i26<2  -  20c|3 — dOc^t«  -^ . . . . 

Will  man  non  die  Kraft  9  als  eine  Funktion  von  ü  darstellen» 
M  eliminire  man  t  zwischen  2)  und  3)»  oder  besser»  man  setze; 

ersetze  hier  9>  und  r  diircli  ihre  Werths  an^  2)  und  3)»  setze»  da 
alsdann  eine  identische  Gleichung  zum  Vorschein  kommen  ranas» 
alle  Coefficienten  der  verschiedenen  Potenzen  von  t  gleich  0»  wo» 
dareh  sich        B,  C»  bestimmen,   ^iachdem  daher  die 

Beohaebtnngen  gemacht  nnd  notirt  sind»  so  theilt  sich  das  6e- 
sehXft  des  Galcnls  in  die  Bestimmung  der  Coefficienten 

a»    b,   c,    df    e..**  und  der  Coefiicicoten 
il»  i9»  £••••» 

womit  «ich  noch  Hin  Vorinntlinr>e:  der  elivaii^en  geschlossenen  Form 
der  Funktion  des  Lutltvidc  ri^tandes  verhiaden  mag»  nebst  einigen 
praktischen  Scblussbemerkungeo. 
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1.   Bestimmung  der  Coefficienteti  e,  d...« 

Indem  wir  unserer  oben  ati^^tx^  sprochenen  Temutbung  Raum 
gebeOf  so  ffihren  frlr  uosem  Caicul  in  der  Hypothese»  dass  Ae 
Coefficienten  a,  eine  lallende  Reibe  bilden.  IRetet 

bierauf  dieser  Caicel  keine  Widerspriiebe  der,  so  ist  die  Hjps- 
tbese  richtig,  im  eatgegengesetsten  Falle  aber  anriebtig. 

Noch  nie  i^t  es  beobachtet  worden,  dass  ein  kürper,  cfer 
schwerer  ist,  als  die  atniosphöriscbe  Luft,  bei  Wiiulstille  nach 
einigem  Fallen  wieder  gestiegen  wäre.  Daraus  Tolgf,  dass  h  stets 
nur  positiv  sein  Icann  und  auch  nie  durch  Null  gehen  wird.  Glei* 
cherweise  icann  aocb  9  nur  positiv  sein.  Oa  jedoch  das  Zeichen 
▼on  9  vom  Zeichen  von  e  atibängt,  so  ist  ersicbtlich,  dass  c  nor 
negativ  sein  wird.  Im  Uebrigen  mtkbte  der  beste  Weg  sor  Be- 
stimmung der  GoeDGcienten  o,  6»  e»         der  folgende  sein. 

Man  richte  die  Beobachtungen  so  ein,  dass  die  erste  t;ilt  für 
£i  =  1  Sekunde;  die  zweite  fiir  t^=z  2  Selcundeo  u,s.  w.  AlsdauD 
bat  man  aus  1)  folgende  Gleichungen: 

* 

^)        «1— =5:11 -tii +  ..,., 

S)  %-2^s:8a+l^  +  32e-l-64il-f  

7)  *4 -  8-^  =  64«  +  25G6  +1024c  +  mm  + . ... 


Bricht  man  nun  die  Reihen  der  re(  hten  Seiten  gerade  so  ab,  wie 
sie  stehen,  und  midtiplicirt  die  Gleichung  4)  nach  einander  mit  8» 
27,  64,  so  bat  man: 

Zieht  man  jetzt  diei>e  letzteren  Gleichungen  nach  einander  von  5) 
6}  und  7)  ab,  so  ergibt  sich: 

j,  -  27j,  +  9^ = Ö4Ä -f  216c + 702iC , 
s«— 64^  -f  24^  =  1926  -f  ÖWe ^ 4032c£; 
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woraus  man  6,  c  und  d  nach  den  bekannten  allgenifliDen  FomMbi 

für  drei  Lnbekaunte  bestimmen  fvird.  Zuletzt  ergilit  sieb  dann 
a  leicht  aus  4).    Ihre  Werthe  seien  «, ,  6j,  C|,  di. 

Üm  sodann  eine  wettf  re  (anstaute  e  zu  bestimmen  und  lüe 
erst  erhaltenen  zu  corri<»iren,  so  denken  wir  uns,  ,  6i ,  r|  und  rf, 
Cffaaltea  die  Zuwachse  a,  d  und  zieiien  hierauf  von  den  auf 

<1en  rechten  jSeiten  auf  fünf  Glieder  gebrachten  Gleichungep  i), 
5),  6)  und  7)  der  Ordnung  liacb  je  diejenigen  ab,  die  nur  vier 
Glieder  haben  und  in  denen  wir  uns  c  und  d  die  Werthe 

6i,  €i  tmd  dl  hatieDd  denken.  Hiednrch  erhalten  wir  dann : 

a    80-1-  16j)    32]f  -1-64^  -f  128e, 

0  =  27«  +  81  j3  +  243/  +  7  2 Je)  +  2 187<?, 

0  =  64«  +  256/}  -t*  1 024y  +  4096d  + 16384«. 

«  & 

Dhldireii  wir  jede  durch  e»  setzen  —  ss«!,   -=^4  u.e.i%-.  nnd 

e  e 

vereinfachen  noch,  so  erhalten  vrir: 

0 = «1  -f  4A  +  I6y,  +  64dl  +  256, 

T^efche  sehr  leicht  aufgelöst  werden  können.  Denn  man  ziehe 
jede  vorhergehende  Ton  der  nachfolgenden  ab,  wodurch  sich  drei 
ISIeichnngen  mit  drei  Unbekannten  ergeben.  Von  diesen  drei 
GIdehmigen  sieh'e  man  wieder  Je  die  vorhergehende  ?on  der  naeh- 
fe^Benden  ab  und  hat  «lann  swei  Gleichungen  mit  zwei  DnbeluinD* 
tm.  Die  onelnsletzte  aber  siehe  man- endlich  von  der  letzten  ab» 
wodareh  sich  d|  ergibt,  und  rflckwgrts  gehend  anch  ,  ßi  und  yg, 
Alf  Solde  Weise  findet  sich: 

>  und  sodann 
n=35     (  r=:35e, 

dit=  — 10  ;  d=lüe. 

BIdeo  wir  nun  die  nBchste  Gleichurig: 

- 121^ =5'«  f  5*^+ 5»c + Ö^i/ f  5'«, 

•»hahehwir,  a=ai-\-a,  6ss6|  +  p:,  u,  a  w.  setzeid. 
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welch«»  gibt: 

Ziiin  Hehuf  der  Besfinimuiii;  den  CoeOicieiite«  /  und  der  Cor- 
rcktioii  der  voraiiüef^an^eiien  CoustatJteu ,  schlagen  %vir  durchau» 
dati^elbe  Verfahren  ein  und  linden,  wenn  wir  die  ueueo  ik>rrektio> 
nen  durch  a,  ß,  y,  6  und  e  bezeichnen: 

ß    1  ^H. 

f=— 120A 

woraus  sich  durch  Uehergang  zur  nächsten  Gleichung  ergibt: 

'  —  ^».96165 

wofera  wir  die  durch  die  erste  Correktioo  erbalteoeti  Werthe  von 
a»  6»  c —  aufs  ^eue  durch  a|,  6|>  C| ....  bezeichnen.  Auf 
gleiche  Wei«e  föhrt  man  fort,  die  nächeteo  CoeAicieiiten  A....  end 
die  Correictioneu  der  voraogegangenen  CoefficieoteD  xii  beetimmen« 

Anstalt  diese  Coeliicienten  je  durch  die  vorangegangener) 
genäherten  Werthe  fr^ ,  ^i,  r,  n.  s.  vv.  darzustellen,  könnten  wir 
dieselben  auch  rein  in  Funktion  von  den  verschiedenen  Werthen 

jr  und  von  ff  darstijlien.  Allein  die  anseinandtiut  sf-t/te  Me- 
thode scheint  zwecknijlssiger  iw  sein,  ueil  hier  immer  die  Cor- 
rektioncn  a.  ß,  y....  zum  Vorschein  kommen»  welche  endlich  die 
Grenze  anzeigeo,  bei  der  mau  abbrecbea  icaoD. 

♦ 

2.  Beetimmiing  der  CoefficienteD  A,  B,  C  !>.... 

Nachdem  aut  solche  Weise  die  Constanten  o,  b,  d,»" 
bestimmt  sind,  so  finden  sich  die  CoenScieoteo  A,  JS^  C» 
dadurch,  daaa  man  in  die  Gleichung 

6«^  +  mfl  +  20ct^  H  60dl*  +  42e<*+ .... 

etatt  e  den  Werth  3a(« +4Al*  +  5cl* +  6<e/»-f  ....  einsetil, 
und  die  Coefficienten  der  verschiedenen  Potenzen  von  I  gleich 
Null  bniii.   Dadurch  erhält  man: 
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iroriB«  0ich  ergibt: 

/>=  ^ 


3.  dypotbesen  über  die  geschlossene  Form  der  Fonk- 
tion  des  Luftiriderstaodes. 

flrirf  uoM  nunehineii,  (laws  es  bei  den  Betra(!itur)<j.(;fi 
über  den  Liirivvitlerstand  einerlei  ist,  o()  sich  die  Luft  ccucn  einen 
festen  und  ruhigen  Gegenstand,  oder  ob  sieb  der  leste  Körper 
in  der  ruhigen  hud  bewegt.  Nun  kann  man  häufig  die  Beobach- 
taog  machen ,  dass  ein  selbst  glcichmhssiger  Windsag  Baoniäste, 
Zweige,  Blätter  in  eine  Art  von  vibrirender  Bewegung  versetzt. 
Seibit  das  unelastische  fliesseode  Wasser  bringt  einhängende 
ikintweige  in  eine  solche  Bewegung.  Dieselbe  Bemerkung  kann 
nao  nachen , .  wenn  man  den  Widerstand  des  ruhigen  Wassers 
asf  eioe  bewegte  Kugel  bestimmen  will.  Ueberhaupt  sind  vibri* 
nsde  Bewegungen  weit  hfinfiger»  als  man  es  gewubniich  dafür 
hit  Aofaefksame  Artilleristen  behaupten  sogar«  dass  eine  suf 
cinrn  ebenen,  bäum-  und  biuserlosen  Terrain  al^eschossene 
Kintoenkugej  grosseren  Kalibers  snISnglieb  dne  Art  ungleich- 
raWigen  Geräusches «  ähnlich  einem  rollenden  Donner,  hervor* 

ThflU  XXXIV.     ^  1» 
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»  < 

bringe,  ein  Donner,  der  von  dem  ersten  Knall  ganz  tinabfa&iigig 
ist.  Dieüä  lässt  auf  einen  abweclihelnd  stärker  und  scln^ächer 
werdenden  Lulhviderstand  8chlies«ten,  so  dass  die  Vermnthiini»' 
nahe  liegt,  der  Luitu  iderstand  niüchte  vibrirend  sein.  Ohne  Zwei- 
fel aber  bleibt  der  Haupftheil  des  Ijnftwiderstafules  das  I*n»iiuki 
einer  Constante  n>it  dem  Quadrat  der  Ciescbnindigkeit,  und  ßo 
lie8«e  sich  vieüeicbt  setzen: 

(p  =  «tu*  -|-  ff  ftin  ^{t) 

oder 
oder 

^  =  m» + t*(m  +  >i  sin  ^(f)) 
u.  w. 

wo 

^(p)  =  p  f     H-  re^-t-     +  «.  ».  wr. 

Die  Bemerkung:,  das8  bei  p;erin^erer  (Geschwindigkeit sich  nichts 
TOD  vibrireiidein  VViderstaud  zeigt«  widersprich.t  diesen  Formeln 
nicht.  Denn  gesetzt«  es  sei  it  etil  sehr  kleiner  Co^flicieot,  so 
können  die  Glieder 

7isini^(c)  und  naiuciulitl»  WDsin^(r),  «r*'^siiii/^(r) 

bei  geringerer  Geschwindigkeit  unmerklich  eein,  bei  grOseercit 
jedoch  sieb  fBhlbar  machen. 

Es  wäre  müglichy  schuti  nach  geringer  Mühe.,  vielleicht  aber 
auch  erst  bei  grosser  Anstrengung  eine  geschlossene  Form  aal- 
zufinden.  Eine  ^[later  folgende  tieuierkung  möchte  einige  Erleich- 
terung verschaffen. 

4.  8c1ilusebemerkiingen. 

a)  Da  der  absolute  Luftwiderstand   unter  andern)  auch  von 
der  Luftdichtiiikeit  abhängt,  so  isf  es  nuthvvemüi:.  die  Beobach- 
tungen  bei   niö^ilulist   «»leicheni  liaronieter-  und  Thernionietcr 
istand,  also  in  nM»i;iicbst  kurzer  Zeit  ab7:usc!diessen,  und  sie  dabei 
etwa  zur  Herbstzeit  bei  trockener  Witterung  Nachts  von 

Uhr  vorzunehmen. 

b)  Indem  jeder  Luftzug  abzuhalten  ist,  so  wihle  man  als 
Ort  der  Beobachtung  einen  derartig  hohlen  und  jedeoGills  mog 
liehst  hohen  Thurm »  das«  man  in  demaelben  einen  Körper  frei 
fallen  lassen  kann,  wobei  nat0rlich  alle  Oeffnungen  tm  verschliß 
sen  sind.    Um  die  Fallhöhen  in  möglichst  kurzer  Zeit  abzuroe** 
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MO,  kann  man  schoi»  vor  Beginn  der  Experimente  die  Thuniuvand 
mit  Theilstrichen  von  fünf  zu  fünf  Fuss  versehen,  so  dass  man 
mit  eiruMii  .Massstab  von  fünf  Fuje»^  die  je\i eilige  Faiihühe  voiieods 
scbneil  ubiue^ÄLMi  kann. 

c)  Besser  möchte  es  sein,  an  der  Wandung  des  Thurmes 
einen  etiia  vier  Zoll  starken  Rabnischenkel  die  ganze  Uuhe  hin* 
darch  sa  befestigen,  den  man  von  Fuss  zu  Fuss  mit  Theilstrichen 
verseben  konnte.  In  diesem  Falle  wäre  der  Sünder  AB  entbehr-  ■ 
Heb,  und  konnte  mittelst  einer  Stellschraube  —  wie  bei  Nftbkls- 
ten  —  eine  Vorrichtung  an  den  Rabmscbenkel  befestigt  werden» 
^  denselben  Arm  CD  triige.  Eine  Leiter,  die  mnn  auf  den  vor- 
bsndenen  BOden  oder  Rubebftnken  aufstellte  und  an  der  man  auf» 
nd  absteigen  kCnnte,  vrOrde  dasu  dienen«  die  Vorriehtung  an 
die  verscbfedensten  Stellen  des  Rahusebenkels  binxubringen» 
öeberhaupt  aber  trird  die  Oertlicbkeit  dlesee  Verfahren  immer- 
hin nodificiretu 

d)  Heweute  s\v\\  die  Kiiijel  zu  nahe  an  einer  Wand,  welche 
der  ii)  Bewein riL:  ti;e8etzten  Luttniasse  theilweise  ein  Hindernis» 
in  df»n  We»  zu  le-on  im  Stande  uäre,  so  musste  dicRer  Umst  and 
ein  gutes  llei>ultat  in  Frage  stellen.  Am  schSdüchstea  aher 
müsste  der  Durchlas?«  durch  einen  üodcF»  wirken,  wenn  die  Rän« 
der  diese»  Durchlasses  nicht  weit  u;enug  zurückträten.  Ueber- 
baopt  ist  ein  nach  unten  sich  erweiternder  und  in  seiner  Ahgren* 
zuag  muglicbst  glatter  Raum  am  günstigsten.  £s  fragt  sich  nun 
Hins5i,  ob  es  der  Kosten  nicht  werth  wäre,  eine  zweihundert  Fuss 
hohe  hrdzerne  mit  Brettern  beschaalte  Pyramide  oder  Kegel  in 
der  Nähe  eines  Thurmes  oder  zivischen  hoben  Gebäuden  aufzu* 
RriireD,  und  seine  Befestigung  durch  Verkettung  an  die  hohe  Um- 
Scbsng  zu  bewerkstelligen!  Das  Auf-  und  Niedersteigen  könnte 
veimittelat  Leitern  an  der  Aussenseite  geschehen  und  die  Ver- 
biodmig  mit  dem  Innern  durch  angebrachte  Oeffnungen  berbeige* 
fttbrt  werden. 

e)  Ohne  Zweifel  verbSlt  sich  der  Widerstand,  den  eine  Ku- 
«el  erfahrt,  direkt  wie  das  Quadrat  Ihres  Durchmessers  und  um- 
gekehrt wie  die  IVl  usse  oder  da«*  Gewicht,  wie  diess  alle  Physiker 
beweisen.  Um  jedoch  auch  diesen  Satz  empirisch  zu  I>cst:itiL:cii 
und  überhaupt  über  eine  grössere  Anzahl  von  Beohacliimi^cn  j^e- 
bifteri  zu  köfinen,  ist  es  gut,  die  Experimente  mit  zwei  Kuucin 
vorzunehmen,  und  zuletzt  die  CoelTicienten  des  Widerstandes  mit 
eifiaoder  zu  vergleichen.  Gesetzt,  die  CoellK  if-Titen  der  zweiten 
Kn^el  seien  ^| ,  B^,  Ci,....,  welche  den  i  oeflicienteu  vi,  B,  C... 
rier  ersten  entsprechen,  die  enttiprechenden  Durchmesser  aber 
i>i  und  Ü,  die  Geivichte  Oi  und  6\  so  müsst«  sein : 
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Bß--  Dt** 

CG  CjGi 


woran»  noch  folgt 

wofern  die  Beobacbtangen  onter  übrigen»  gleichen  Umntlodei)» 
und  also  namentlich  bei  gteiebem  Barometfv-  und  Tbermometer- 
stand  gemacht  worden  sind. 

Die  ProportionalitSt  rlor  oltiLTtMi  (  ix^rfirientcn  wird  zugl«*irh  di*» 
Schärfe  der  beobacbtiiiii^eii  coutroliren.  Zriircn  sich  aber  Aiüvti 
choTigen  von  solcher  Grösse,  daf^s  man  ainn  liiiicn  darf,  sie  tnlleß 
ausserhalb  der  geu  öhrdicheii  Beobachtungj»tehler ,  so  ist  zu  ver- 
muthen,  dass  sich  die  Kugeln  ia  ihrem  Falle  zu  nahe  der  be- 
treffenden Wandungen  befanden.  Ist  ea  daher  nicht  nioglicfa, 
diese  Entfernung  su  vergrussern,  oder  eine  besondere  l'yranide 
zu  erbaoen,  so  suche  man  eine  andere  Oertlichkeit  auf,  oder  Te^ 
kleinere  man  die  Kugeln,  so  dass  die  in  Bewegung  geselitfo 
Luftmaasen  die  Wandungen  nicht  mehr  berfihren. 

Die  Gleichungen 

AG  Gl 

mochten  Im  Stande  sein,  die  Aufsuchung  der  vielleicht  geachlw* 
senen  Form  der  gesuchten  Funktion  zu  erleichtern.  Denn  ' daran« 
folgt,  dass  das  Geseta  des  Lullwiderstandes  noch  dasselbe  blei- 
ben muss,  wenn  man  statt 


setat: 


oder 


oder 


B       C  1} 


oder 
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0  Dm  ScJrtvierigfite  mSchte  die  Anfertigung  «ehr  genauer 
Kugeln  sein.  Dabei  ist  jedoch  sn  bemerken,  dass  es  oicht  als 
lotlitrendig  erscheint,  dass  Schwerpunkt  und  geometrischer  Mit- 
tefponkt  ▼ollkonimen  genau  zusammentreffen.  Durch  Sch^imraen- 
bssen  der  Kugeln  im  Wasser  könnte  man  leicht  auf  der  Ober- 
iäche  einen  Punkt  bezeichnen,  welcher  nnt  dem  Mittelpunkt  und 
Schwerpunkt  in  einer  geraden  I^inie  liegt,  bringt  «mn  hierauf 
den  bezeichneten  Punkt  der  OberflficJie  stet«  oben  hin,  so  ist 
man  versichert,  (j.i«s  der  JSchvver|uinkt  am  tiefsten  liegt  und  dass 
beim  Fall  k'  ine  Drehung  vorkoiinnen  kann.  Und  gesetzt  sogar, 
iiic  Kugel  drehte  sich  und  würde  dadtirch  von  ihrer  Hicbtung 
etwas  abgelenkt,  so  wurde  solche  Aldenkun*;  die  Fallzeit  und 
lallbühe  um  eine  (ii«>s8e  andern,  die  man  mit  dem  VVachstbum 
des  (\)sinus  eines  sehr  kleinen  W  inkels  ver^^leichen  konnte,  wo- 
i^rn  (Ii«  ser  kleine  Winkel  selbst  um  eine  sehr  kleine  Urüsse  ge- 
iracbsen  wäre. 

g)  Anlangend  die  Dimensionen  und  das  Gewicht  der  Kugeln, 
90  iässt  sich  hier  nichts  Bestimmtes  aufstellen.  Jedenfalls  soll«  . 
ten  sich  die  Durchmesser  in  dem  Rahmen  von  Va  bis  1  Schuh 
benregen  und  das  Getricht  derartig  sein,  dass  durch  den  Luft- 
widerstand in  der  ersten  Secunde  eine  Retardation  von  1  bis  2 
Schab  herbeigefiihrt  wfirde,  so  dass  statt  15 Vs  Par.  F.  nnr  deren 
13  oder  14  durchlaufen  irfirden.  Allein,  bevor  man  kostspielige 
Proben  anstellt,  kSnnte  man  etwa  durch  einen  Kupferschmied  eine 
angellbre,  getriebene  Knpferkugel  anfertigen  lassen,  versehen  mit 
einer  Ideinen  verschliessbaren  OelTnung.  Vermittelst  verschie- 
dener Gemchte,  die  man  durch  die  Oeffnung  in  die  Kugel  ein- 
legte, konnte  man  endlich  das  richtige  Gewicht  erfahren,  um  nach 
denselben  die  Faltkugel  anfertigen  zu  lassen.  Gesetzt,  es  sei 
^Keses  Gewicht  s  G  Pfunde  und  es  wiege  ein  Cubikzoll  des  an- 
lawendenden  Metalls  g  Pfunde;  ferner  sei  der  äussere  Halbmes« 
ser  der  Kugel  ssr  Zolle  und  der  innere  =sx,  so  ist 

woraas  folgt  i 


h)  Man  könnte  vielleicht  die  Probe  machen  wollen,  vermittelst 
elftes  am  Hebel  CG  angt"f>rachten  Drathzuges  den  Gebrauch 
/\H'ier  Chronometer  auf  den  eines  einzigen  zu  reducireu.  Allein 
hierauf  ist  nichts  zu  haltfD,  da  der  Anzug  des  Drathes  —  zumal 
HeoD  er  lang  ist  —  kein  präcises  Ahkonunen  der  Kiiijpl  herbei- 
fiibreu  kann.  Besser  ist  ein  Hammerschlag  an  C  aufwärts,  am 
beeten  aber  ein  solcher  über  F  oder  G  abwärts. 
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Lehrsatz  über  den  Flächeninhalt  eines  geraden  Cylm- 
dermantels,  welcher  von  einem  andern  senkeecht  ge- 
schnitten wird« 

Von 

Herrn  'Eugen  Lommei 
in  Uanniieiui. 


Wenn  die  Axcn  zweier  ungleichen  geraden  Kreiscy linder  --^Hf. 
rechtwinklig  durchschneiden,  so  ist  der  im  dickeren  Cylinder  eir»- 
geschlossene  Theil  der  Mantelfläche  des  dünneren  Cylinders  gteicli 
der  Alanteifläche  eines  schiefen  CyliuUers,  welcher  den  kreisftir- 
migen  Querschnitt  des  diintieren  Cylinders  zur  Basis,  den  Durch 
messer  des  dickeren  Cylinders  zur  Seitenlänge»  und  sur  Hube  die 
Katbete  eines  recbtninktigen  Dreiecks  hat,  dessen  andere  lUtbete 
und  Hypotenuse  beziehlich  die  Durchmesser  des  dänneren 
dickeren  Cylinders  sind. 

Beweis.  Legt  man  durch  jede  der  iieiden  in  O  (Tai. II. Fig. 2' 
sich  rechtwinklig  durchkreuzenden  Cylinderaxen  OZ  und  OX  eine 
Ehene  senkrecht  zur  andern,  so  werden  dieselben  eich  in  der  z" 
OZ  und  OÄ  senkrechten  Geraden  OYV  durchschneiden  und  (ii^^^ 
kreisförmigen  Querschnitte  ZV  und  A'F  des  dickeren  und  de» 
dünneren  Cylinders  enthalten.  Durch  einen  beliebigen  Punkt  ^ 
des  Kreises  X¥  siehe  man  MP  parallel  und  gleich  dem  UaI^' 
messer  QX,  lege  durch  Ihren  Endpunkt  PM*  parallel  m  OZ  i^^^ 
senkrecht  tur  Ehene  XOV)  und  mache  MM'^OZss  demHalb^ 
messer  des  dickeren  Cylinders,  se  ist  PM'  die  Hohe  md  MM' 
eine  Seitenlinie  des  oben  erwihnten  schielen  Cylinders,  wibf«*^ 
der  bis  sur  Kreislinie  ZV  ▼erläogcrte  Dnrchscbflltt  der 
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M'MP  mit  der  Ebene  ZOV ,  d.  h.  die  Gerade  NL,  der  Seiten- 
Uale  des  dünneren  Cylinders  gleieb  ist,  «reiche  sich  im  Punkte  M 
seines  Querschnitts  bis  zur  Oberfläche  des  dickeren  Cylinders 
erbebt.  Da  die  ans  P  auf  die  Tangente  MK  geOillte  Senkrechte 
dem  Radius  OM  parallel,  und  dcssuegen  Winkel  MPK  gleich 
Winkel  OiMIS  iKf,  so  sind  die  bei  K  und  iV  recbtwinkligeii  Drei- 
ecke MKPyim\  OA i1/ ciDaoder  consrruent.  Folglich  ist  MKr=  Oy 
und  Dreieck  MKM'  congroent  Dreieck  OAL^  weil  ihre  Winkel 
bei  K  und  N  Hechte,  ihre  Hypotenusen  M;V'  und  OL,  und  ihre 
Katheten  IHK  und  ON  einander  gleich  sind;  also  ist  auch  KM' 
^NL*  Ist  aber  M  der  Mittelpunkt  eines  Bogens,  dor  klein  genug 
Ist,  um  als  geradlinig  betrachtet  werden  zu  können  (d.  h.  eines 
»snemllicb  kleinen"  Bogens)  und  zieht  man  von  seinen  Endpunk- 
tes parallel  OZ  zwei  Seitenlinien  des  ddnneren  Cylinders  bis  sur 
OberflScbe  des  dickeren,  so  enthalten  diese  zwischen  sieb  einen 
schmalen  trapezförmigen  Streifen  der  MantelflSche,  dessen  Inhalt 
gleich  ist  demjenigen  eines  Rechtecks  ans  dem  kleinen  Bogen 
und  der  Mittellinie  NL  des  Trapezes;  zieht  man  femer  durch 
die  Endpunkte  desselben  kleinen  Bogens  parallel  und  gleich  MM* 
tirel  Seitenlinien  des  schiefen  Cylinders,  so  ist  das  zwischen  Ihnen 
eothaltene schmale  Parallelogramm,  welches  M'K=sNL  zur  Hobe 
und  den  kleineu  Bogen  sur  Grundlinie  hat,  dem  Ober  demselben 
Bogen  stehenden  Streifen  des  geraden  Cylinders  an  Inhalt  gleich. 
Dann  ist  aber  auch  die  Summe  aller  Streifen  des  geraden  Cylin- 
ders, welche  einem  beliebig  grossen  Bogen  des  Kreises  X¥  tat" 
2eh<"ireii,  d.  h.  das  auf  diesem  Bogen  stehende  Stück  der  geraden 
Mailtelfläche,  «lein  entsprechenden  Stucke  der  schiefen  Cylirider- 
fläche  gleich;  foli^lich  auch  der  vom  ganzen  Kreis  XY  bis  zur 
Oberfläche  des  dickeren  ryirnders  emporreichende  gerade  Cylin- 
derroantel  sjleich  der  schu  lru.  über  demselben  Kreis  sich  erhe- 
benden Cylinderfläche.  Da  min  die  beiden  eben  genannten  Cylin- 
(lenii  intel  die  Haltten  derjenigen  «»ind,  von  uelchcn  der  Lehrsatz 
bandelt«  so  ist  die  Behauptung  desselben  vollkommen  erwiesen. 

Der  eben  bewiesene  Lehrsatz  gilt  auch  dann  noch ,^  wenn  die 
biideD  sifeb  durchdringenden  CyRuder  einandeT  gleich  sind.  Der 
idMelb  Cyflnder  fllllt  jetzt  mit  seinen  beiden  kreisförmigen  End- 
Heben  und  allen  seinen  Seitenlinien  in  die  Eivene  XOT,  und 
Mbe  Mantelliefae  besiebt  jetzt  aus  zwei  ebenen,  von  geraden 
Lbien  und  Halbkreisen  begrenzten  Figuren ,  deren  jede  dem  Qua- 
drate des  üorehmessers  an  lohalt  gleich  ist 

Wendet  man  auf  den  schiefen  Tv  linder  unseres  Lehrsatzes  ein 
vtn  Brinkley  (Irtsb  transact.  IX.  1803.  A  tbeorem  for  fin- 
dlng  tbe  sorface  of  an  oblique  eylinder)  angestelltes  und 
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leicht  zo  beweisendes  Theorem^  an,  wodurch  die  Mantelfläche  eine» 
schiefeD  CyiiViders  mit  kreisfurmiger  Basis  aaf  die  Mantelfläche 
eines  geraden  Cylinders  zurü'ckgefährt  wird,  welcher  den  Dnrcb* 
measer  jene»  Kreises  zur  Hfthe,  and  dessen  elliptlsehe  Basis  die 
SeitenlSnge  und  die  Holie  des  schiefen  Cyilnders  an  Axen  hat; 
so  ericennt  man  nnmittelbar  die  Wahrheit  des  folgenden 

Zusatzes.  Wenn  die  Axen  zweier  angleichen  geraden  krei*»- 
rylinder  s'w.h  recht^^ iiiklig  durchschneiden,  so  ist  der  im  dickeren 
('yllTider  eingeschlossene  Theil  der  IVIantelfläche  des  duiinerefj  (  \  lit 
ilers  ük'ich  der  Mantelf1;iche  eines  geraden  (Zylinders,  dt  r  (h  fi 
Durchmesser  des  dünneren  Cylinders  zur  Uühe,  und  dessen  elii{>- 
tische  Basis  den  iiadius  des  dickeren  Cylinders  zur  grossen  Ualbaxe 
und  den  Radius  des  dfinneren  Cylinders  zur  Excentricitftt  bat 


Herr  Baurath  Dr.  Scheffier  hat  die  Algebra  unter  anderm 
um  eine  eihtache  Formel  bereichert**),  vermittelst  der  man,  weun 
eine  Wurzel  einer  Gleichunc^  vom  dritten  Grade  gefunden»  sofort 
auch  die  beiden  andern  erhalten  kann. 

'  Heisst  nftmlicb  die  Glelchnng,  deren  eine  Wnrael  r  gelundenf 


*)  Mil  seioem  Beweite  nitgethellt  tos  oilr  im  Arebiv«  Theil  X. 
Seite  922.  6. 

*')  Die  Anfldaong  der  elgebraischen  oad  transaeadestto 
GleichttDgen  eCc^  Yen  Dr.  Hermaen  Scheffier.  Brannechweif 
1869.   Siebe  peg,  ta.  and  98. 


XV. 


Zur  Theorie  der  Gleichungen. 


Von 


Herrn  Johann  Karl  Becker, 
Privallefarer  in  Zürich. 


L 
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+ a^x* + a^x  -\  t/5  —  0 ,  (1) 


19  hat  mao  fiir  die  beiden  andern:. 


— 


Da  diese  Formel  sowohl  von  praktischem  \\ert)ie.  iiuleiu  sie 
«hneiler  zum  Zif  le  lührt,  als  die  Divinion  durch  .r  — r  nach  der 
gewöhnlichen  Methode,  als  auch  von  wis^enschaftlicbeni  Interess^eist, 
60  mochte  auch  die  folgende  höchst  eiofache  Herleitun«;  derselben 
eiuiger  Beachtung  werth  «ein,  uro  so  mehr,  da  Herr  Dr.  .Scheff- 
1er  »ie  auf  s^ossem  Umwege  gefunden  bat»  w&breod  der  n&her- 
liegende»  viel  fcflrzere  Weg  ihm  entgangen  zu  «ein  scheint 

Wird  a;'-f  Qix'^  +  «.2  ^  +  "3  durch  x — r  divldirf,  eo  erbBlt  man 

einen  Quotienten  von  der  Form:  x^-{-px-\-q,  in  welchem  p  und 
zu  bestimmen  sind.    Da  nun  — p  die  Summe  und  (j  dat»  Pro- 
dnct  der  Wurzeln  der  Gleichung  x^  +  px  -\-  q  —      aUo  der  2U 
suchenden  der  Gleichung  (1),  so  hat  man  unmittelbar: 

flfrss  — Hg; 
Sedt  man  diese  Warthe  in  die  Gleichung 

em,  sc»  erhält  man  als  deren  Auflösung  die  Formel  (2),  so  dass 
(iieseibe  nun ,  ohne  zu  weit  zu  iübren»  in  die  Klemeate  der  Alge- 
bra aafgenommen  werden  kann. 

II. 

Wenn  mau  von  der  Gleichung  vom  4ten  Grade 

d:*-|-iiiiB*-f  ai^*f%«-f  a«=0  ....  (3) 

iwei  Wurzeln  Ti  und  rj,  die  entweder  reelle  oder  conjugirte  com- 
pl«xe  Wurzeln  sein  können»  kennt»  so  ergeben  sich  die  beiden 
sadtm  aus  der  Formel: 
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Zur  Bet^timmung  der  Coefricienteii  ;>  mal  ^  der  Gleichung 

deren  Wurzeln  die  Formel  (4)  darstellt»  gibt  oäniÜch  nieder  die 
Theorie  der  Gleicbungen ; 

—  4i|  +  Ti  +  r,^ 

also : 

paaj -fr, -fr«. 


Man  kuiii)  leicht  nfmliche  Formeln  fiir  die  fjeliJeii  lelzfenWor« 
zeln  jeder  beliebigen  (iU  ichung  höheren  Grades  herleiten,  ih  r-M» 
übrige  Wurzeln  bekannt  sind.  Wenn  r|  ,  r^,  r3>>*..r».a  die  be- 
kaoDten  VX  urzeht  der  Gleichung  vom  itten  Grade 

a:»  +  Ol«"-»  +  a^-^  -f- ....     a»  =  0  (5} 

sind«  so  erhält  man  die  beiden  andern  aus  der  Formel: 

*=  m 

2  »   \  2  /  Tir%rg».-.r^% 

\  on  dem  doppelten  Zeichen  inf»erhalb  dos  Wurzelausdruck* 
gilt  das  obere  oder  das  untere,  je  nachdem  n  ungerade  oder  gerade. 


/ 
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I 


Lieber  mitiiere  Zahluagstermine  mit  einfachen  Zinsen. 


Herro  Doctor  Stkleekier, 

Ii*lHnMr  Mi  OjMMtwnt  «la  BraelKsi* 


kt  man  ein  Kapital  von  f1.  nach  n  Jahren  anTersinslich  zu 
lablen  «cbuldig  und  es  wird  die  jährliche  VergOtapg  für*«  Haii> 
dert  tu  p  Plroceot  und  der  gegenwärtige  Werth  in  »  aogenom- 
nen»  ao  iet  k  su  lerechlagen  in  den  baareo«  gegenwärtigen  Werth 
%  ittd  den  Abzug,  Rabatt,  DIaeonto  D;  aomit  Ist  Assn-f  i>.  D 
dfäckt  nnn  offenbar  die  Benntanng  des  Kapitals  n  zu  |»  Prooent 

lur  Ii  Jahre  aus,  so  dass  dann  ^  =  JQ^  gesetzt  werden  Itano. 
Hierana  folgt:  ^ 

MBit 

^.     _  100* 

iöik  .  —  fl*  werden  mm  Zinsfnaa  p  in  it  Jahren  an  k  fl.  wieder 
aawachaen.  Der  Diaconto  ^ alao 

Sind  foiglieb  ki^  k^,  k^,..**  kr  nach  a,  6,  c,....  Jaliren  nnTeraina- 
Reh  zu  enirlehten»  ae  lat  Ihr  gegenwärtiger  Werth  Wi 

A^    nr^-Mb^  ^  .  lOOAr 
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te  Dteeonto: 

Wird  nun  die  Aufgabe  so  gestellt,  das«  die  Kapitalien  k^,  ....kr, 
welche  man  nach  a,  b,  t/  Jahren  unv  cr/inslich  schuldig  ist, 

ao  einem  und  demselben  Tage  Iji zahlt  \\ erden  .sollen,  so  ^trd 
also  der  «Schuldner  bei  baarer  Zahlung  aller  Kapitalien  den  Werth 

100+ «;» +  lÜO + +  ••••  ^100+91» 

entrichten;  der  Minderbetrag,  Diseonto,  D  wäre: 

Es  muss  daher  dem  Schuldner  der  Werth  W  so  lange  in  Hfa- 
den  gelassen  werden,  bis  darch  Versinsung  desselben  zu  p  Pro- 
ccnt  der  Disconto  Ü  erzielt  worden  ist.  Nennt  man  dtc^e  Zeit 
Xt  so  \»{ : 

100 


oder 


•Im  nach  6)  aiid  7): 


I  ifwt  1        T  ••••  T 


10}  •  100  +  6p ^'"^^  100 -t-yji 

100  +  ap  ^  iÜO  +  6p  ^  •       100  +  fp 

Oder,  was  offenbar  daaaetbe  iet,  der  haare  Werth  W  und  der 
Zins  aoe  W  aam  Zioefaese  p  mnea  gleich  sein  der  Suninie  der 
in  den  einseioen  Terminen  an  anblenden  Kapitalien.  Somit: 

woraMS  man  für  x  den  Werth  in  Cilcichunsj  10)  erhSit.  Fs  katifi 
sonii  dieser  Auflüsungsweise  die  Richtigkeit  nicht  abgesprüchen 
werden,  um  so  mehr»  wenn  mau  sieb  uberzeugt,  dass,  wenn  der 
Werth  vuü  X  aus  10)  in  11)  eingesetzt  wird, 

^1 +^  +  ^ +  ••••  +  *'  =  *l +  + 

8ir!i  ♦»r^iht.  Schafft  man  in  Gleichmif;  J();  die  Nenner  alfer  Bruche 
im  Zahler  und  Nenner  weg,  und  lührt  die  dann  aogeseigteaMntt^ 


mii  einfachen  Zinsen,  , 

cationen  aus,  so  erhält  der  Nenner  und  Zähler  Posten  mit  und  ohne 
den  Factor  |9,  sodass  :r=^^.  ^       gesetzt  werden  kann.  FOfart  man 
der  rechten  »Seite  der  Gietcbuog  die  Division  aus,  so  erhält  man : 

B  '* 


Bei  iJetraclitunp  dieser  Gleichung  wird  in  die  Augen  iaiien ,  dass 
die  Zeit  j-  von  p  in  der  Weise  abhängt,  daiss,  wenn  p  abnimmt, 
di«  2&eit  jc  zunimmt  und  nmgeltehrt.  p=0  gesetzt  gibt: 

13)  — *  -f  w..  ^  ykr  ^ 

+  X-j  f  .... -f  Arr 

den  grüPstmCglichsteo  Werth  für  j:.  p=(X>  genommen,  gibt  den 
Idtiosteii : 

Die  j^enifinschaftliche  V'erfallzeit  aller  Kapitalien  wird  also  um 
80  früh<'r  lallen,  je  grösser  der  Zinsliiss  genoninnMi  wird,  und  um- 
gekehrt. Man  erkennt  also  aus  dieser  Enfnickelung,  daiss  der 
mittlere  Zahiungsteruiin  nii  ht  allein  von  der  Zeit,  nach  weicher 
die  Kapitalien  zu  entrichten  sind,  und  von  ihrer  Grosse,  sondern 
udi  vom  ZinsFuss  abhängt.  Die  gestellte  Aufgabe  ist  daher  so 
lange  eine  völlig  unbestimmte,  so  lange  nicht  der  Werth  p  gege- 
ben und  dorch  Vereinbarung  festgestellt  ist  Die  Richtiglceit  die- 
ser Oebauptong  kann  onmOgiich  bestritten  werden.  Gegen  diese 
Wahrheit  werden  Verstösse  gemaeht  in  allen  mir  bierfiber  bekann- 
ten Schriften.   (Meier  Hirsch»  Oettittger  n.'s.  w.) 

Es  sott  nun  der  innrn  (inind,  wie  man  zu  dieser  falschen  Auf- 
«.ibfn^teilunc:;  und  natürlich  dauii  auch  zur  falschen  Lüsuog  kam, 
liih^t  erläutert  werden« 

Wn  stellen  wa  diesen  Behnfe  die  Aufgabe,  wie  sie  gewShn* 
lid  gestellt  nnd  gelöst  wird : '  . 

Man  habe  A'i .  A'2:,>"*A>  fl.  nach  a,  ö,  c,....^  Jalirert  unver* 
zinsiicb  zu  bezahlen;  welches  ist  die  mittlere  Verfallzeit 

AnflOsnng  l.  Zahlt  der  Schuldner  alle  Kapitalien  statt  nach 
leben  mgeschriebenen  Terminen  haar  nnd  man  nimmt  im  Allge* 
minen  an»  die  Verzinsung  der  Kapitalien  könne  nach  dem  Zins- 
(■Up  stattfinden*  so  sind  die  Verluste  des  Schuldners: 

J4>.  gß^  löjj 
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Die  KapitnÜMi  ki,  k%,,.**kr  flUlsM  dM  jSch«ldii«r  m  bige 
gelaascD  fi'erdeB»  bi«  er  xum  Zinsliieee  p  deo  DiecoDto  />  geiroe- 
nen  bat.   Ee  iat  also: 

16)   j^g  ^=-:  m   ' 

•  Aurio8iiDg2.  Entrichtet  der  Natznieeser  diese  Kapitalien 
baar,  so  verliert  er  die  Beiiutzunc;  von  a  Jahre,  aUo  voa 
aki  1  Jahr;  ebenso  von  6^2,  von  ük^  u.  8.  vv.  1  Jahr. 

Es  iDüesen  ihm  also  eEnimtliche  Kapitalien  ee  lange  gelaaseo 
werden,  bi»  er  die  Benutzung  von  (e^g -f  ^it« -f . ...  ykr)  ßlr 
I  Jahr  genonaen  hat.   Nennen  wir  diese  Zeit      so  ist 

Es  iüt  ali»o  ftuch  diesen  Auilu^ungen  der  mittlere  Zahltag 
vom  ZiDsfusse  unabhängig. 


Schon  darin  liegt  offenbar  ein  Widerspruch,  daes  man  eil 
Zinefuss  an  nimmt  >  durch  die  Art  und  Weise  der  Anflosung  der 
Aufgabe  aber  erkennt,  dass  er  gar  nicht  in  Anschlag  gebracht 
werden  kann.  Diess  tritt  noch  klarer  berror«  wenn  man  in  Gtei- 
cbung  10)  f7r=0  setzt»  d.h.  gar  keine  Nntsnlessung  fSr's  Hon* 
dcrt,  al80  auch  für  alle  Kapitalien  nimmt.  Zugleich  wird  klar 
sa\\\,  dafss  auf  diese  Weise  die  Zeit  immer  die  gross tmügUcbste 
und  der  iNutiinieseer  immer  im  Vortbeil  ist. 

Es  soll  die  Unrichtigkeit  «ooh  mehr  beleuchtet  werden.  Der 
auf  diese  Welse  berechnete  Disconte  betrSgt 

18)  i>=  jjg  2— » 

daher  der  haare  Werth   W  aller  kapitalien  : 

19)    H  =  A,  +  i&.  +  ....  +  A>-^^£^l±^^^ 

ao)  iF=Äi(i - +  ^2(1-  jQ^) + ....  +  ^>(1-^. 

Da  aber  a,  0,  c,...,y  und  p  alle  möglichen  positiven  WerUie  anneh- 
men können,  so  viird,  nenn  o/>— 100,  Ap  =  100,  u.  s.  w.,  y^=100 
gesetzt  wird. 
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21)  >F=0. 

Der  Schaldner  oder  Nutzniesser  hat  also  gar  kein  Kapital  mehr 
in  Händen,  um  seinen  Verlust  durch  Umsetzung  zu  decken.  Dass 
der  Schuldner  aus  den  Kapitalien  ki ,  A^,  k^^  ....  kr  den  Verlast 
in  zu  bestimmender  Zeit  nieder  gewinne»  ist  eine  beliebige  An- 
nahme and  entbehrt  Jeden  Grundes,  da  die  Alt/.rigc  heschaf- 
fes  sein  mOssen,  dass  die  Reste,  die  baareu  Werthe  der  Kapi-  • 
lalteii,  xvr  Versinsnag  ao^^eüehen,  aar  ursfirSiiglicheD  Somnie 
wieder  anwaefaaeo  mtoSD.  Es  misste 

seit),  was  unmöglich  i>t.  i)ies©  Lo>uii£isvveise  i«t  durch  die 
l*inckar<l  hche  oder  Carp  ?  n\  '^rlie  Berechnung  deslnteriiseriums 
henorgcrufen  worden,  uthI  Uettinger  sai»t  mit  Recht  8eite  III. 
sfMiier  politisj'hen  Arithmetik,  dass  dit^ser  Methode  schon 
langst  koin  Üetikender  mehr  beipflichte.  Er  selltst  löst  zwar 
lerbarer  Weise  die  Aiilgafjen  iiljer  mittlere  Zabluiigsterniine 
t'lieiiho,  währenddem  der  Herr  Verfasser  Seite  13.  den  Wider- 
{ipruch  der  GleicbuD!:  iH))  nachzuweisen  sucht  und  mit  Anwendung 
der  Ziosesziiisen  gauz  analog  vertlibrt. 


Eiatges  über  Trisection  des  Winkels. 

Von 

Herrn  Prmn%  ff^aller, 

Ciriatdcr  k.L.  Genie-Trui>pe  im  Wlitär-geugiaphiMhen  lottflutc  i«  Wien. 


»ei  (Tnt.  Ii.  Fig.  3.)  AU  einr  bekannte  Gerade,  T  deren 
Mittelpunkt  und  G//  seiikrtt  hf  aul  \fi.  lJ(\'<cljreibt  man  aiii» 
cintui  beliebigen,  in  der  67/  liegenden  l^unkte  Ü  den  Bogen 
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ßEFA  mit  dem  ifaHmiesser  DBzsDA,  tbellt  df«Mi  Bogen  M 
F  und  E  in  drei  gleiche  Theite,  und  verfahrt  ebenso  mit  mehre- 
ren, aus  den  in  der  GU  liegenden  Mittelpunkten  />',  D"  u.s.  »f. 
beschriebenen  Böi;cn,  so  liegen  alle,  auf  der  einen  Seile  befind- 
lichen Theilungspunkte  E' ,  E,  L"  u.  s.  \v.,  dann/"*,  F^  F"  u.  s.  vt. 
in  einer  krummen  Linie,  deren  nähere  Untersuchung  unsere  Auf- 
gabe sein  soll, 

Nimmt  man  den  Anfangspunkt  der  Ceordinatwn  in  O,  weDQ 
OC=\AC,  dieAbaciMenaxeiR  AOJi:%  dieOrdinaleuaxeio  YOr 
parallel  an  GH»  verbindet  man  ferner  die  Punkte  B  nnd  £»  £ 
und  F9  siebt  JE  aenkrecht  anf  AB,  ond  bezeichnet  endlick  die 
Linge  CB  mit  a,  ao  ist: 

OJ:=x,  EJ=z^,  FE^Eß, 
JB^-^JE^siBE^ssF&i 

da  nnn 


ist,  so  ist 


und 

JB=.OB^OJ:2^^a-^x 

wird  dieae  Gleichong  geordnet»  ao  bat  man: 

\a^^^^y^  (1) 

ala  den  geometriaclien  Ort  des  Punktes  £•  In  dleaer  Gieicboag 

Sa 

erkennt  man  eine  Hyperbel,  deren  halbe  groaae  Aza  =^  ^ 


2a 


deren  halbe  kleine  Aze  =yg  leicht  aa  bestimmen  sind,  i*  eroer 
findet  man  die  Dorehschnitte  der  Hyperbel  mit  der  Abaciaaenaiit 

d.i.  deren  »Scheitel,  inL  ond  A,  weil  ^0=OXrssy.     Es  enl- 

spricht  demnach  die  Curve,  welche  F" ,  F,  1'  u.  s.  w.  verbind«lf 
nicht  der  (ileichnn?  (1),  sondern  einer  anderen  Hyperbel,  deren 
Dimensionen  zwar  dieselben  sind,  deren  i^cheitel  sich  jedoch  in 
O  uod  B  betinden. 
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I>ie  Gleichunf?  (1)  enthSit  lerner  nur  die  Constante  AB^2a, 
die  Hyperbel  wird  demnach  blos  durch  diese  Grosse,  die  Sehne 
des  getheilton  Bogen«,  bestimmt,  und  ist  von  dem  Bogen  selbst 
ean«  unabhSngi^.  Aus  der  Natur  der  Ahleitunfr  £^eht  ferner  die 
Gilti!;keit  der  Gleichung  fOr  die  TheilttDgspuDkte  aller  über  AB 
beschriebenen  liügen  hervor. 

Auf  diese  Betracbtung  gestOtst  l&wC  sich  ein  InstrameAt  von 
der  in  TnfJi.Fig.4.  dargeetditen  Fonn  constniiren,  mit  treiehem 
muk  jeden  Winkel  in  drei  gleiehe  Theil«  iheilen  kann. 

Es  ist  nämlich  Aß  die  Sehne  des  zu  theilenden  Bogens,  Cff 
senkrecht  auf  AR,  AC  =  CB  und  LC=\CB,  ferner  iE  ein 
Tbeil  eines  Astes  der  durch  die  Gleichung  (1)  bestimmten  Hyperbel, 
in  der  man  a=CB  setzt.  Die  Punkte  A  und  B  sind  dnreli 
einen  Strich  auf  den  Kanten  Ln  und  Cm  markirt 

Ist  nun  JHJSO  (Taf.  II.  Fig.  5.)  der  zu  llieilende  Winkel,  t^o 
Ie?t  man  das  Instrument  dergestalt  aul  denselben,  das«  die  Punkte 
A  mal  JJ  in  seinen  Schenkeln  liefen  und  die  Kante  CH  durch 
!»einen  Scheitel  geht.  Wird  nun  das  Hyperbelatück  LE  auf  das 
Papier  übertragen,  ferner  der  Punkt  B  auf  I\  0  markirt  und  nach 
Wegnahme  des  lostrumentes  der  I>ol;cii  /WA  aus  dem  Mittel« 
punkte  N  beschrieben ^  so  ist  der  Durchschnitt  R  dieses  Hoyrens 
mit  dem  Hvperbelslücke  der  cesnchte  Theiluncspunkt  desscll^etj, 
daher  ^ßjSH  =  \^MNO.  Die  Kichri^keit  des  V  urganges  erbeilet 
aus  der  Vergleicbuug  der  Figuren  5.  uud  3*  auf  Taf.  H. 

Der  ^enatten  Auedlhrurig  dieser  l^heilungy  weieiie  im  Allge- 
ndneo  keinem  Anstände  unterliegt,  treten  in  einseinen  Fällen 
Sekwierigkeiten  entgegen.  Bei  Winkeln  nimliek  nake  an  180'^ 
trefm  die  Kanten  Im  nnd  Cm  die  Sehenkel  des  Winkels  in  sehr 
adiiefer  Richtung,  es  wird  daher  die  Beurtheilung,  ob  die  Punkte 
A  oud  B  in  diesen  Schenkeln  liegen,  und  die  Bestimmung  des 
Punktes  B  aüf  ISO  sehr  unsicher,  daher  das  licsultat  mit  einem 
bedeutenden  Fehler  behaftet  sein,  —  der  grüsste  mit  Sicherheit 
zu  theiionde  Winkel  dürfte  140"  nicht  ubersteigen,  ist  der  zu 
theilendo  W  inkel  sehr  spitz,  so  ist  das  Instrument  ebenfalls  nicht 
mU  Vortheil  anzuwenden,  denn  je  spitzer  der  Winkel  uird .  desto 
erfigger  werden  dessen  Schenkel  und  der  Theil  Cll  des  Instru- 
nieiites « (bei  eieicher  Sehne  AB),  so  das»  diese  Stücke  bei  nur 
mässtg  kleinen  Winkeln  schon  Diniensionen  annehmen .  welche 
•lieGrenzen  gewühnlirher  ZoiciiendiicluMi  überschreiten,  wenn  nicht 
>thon  urspriincHcl)  die  Sphne  Aß  sebr  klein  izt  inacht  worden 
ij^t*  «as  aber  wiLder  bei  grösseren  Winkeln  der  Genauigkeit 
Eiotrag  tbon  wurde.    Ls  ist.  aas  diesem  Grunde  der  Winkel  von 
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90*  ftto  dct  kloiMtIo  ni  tli^Mid0  Wliiisl  AUimttaMBt  -Mi  fviiil> 
eben  Fall  CHrz^AB  genügt    Ebenso  Ut  es  för  den  grdsslet 

zu  theilenden  Wiiikei  \oii  140  hinreichend,  vrenn  daa  Hyperbel- 
stGck  LE  00  lang  gemacht  wird,  dass  die  Entfernung  BE^CB 
Ist.  Sind  \\  iiikel  zu  theilen,  welche  140"  überschreiten  oder  W 
nicht  erreichen ,  so  vollrührt  man  die  Theiinng  an  dem  bälbt  n 
oder  doppelten,  überhaupt  an  einem,  in  liiitacher  Beziehun«:  /  . 
dem  gegebenen  stehenden  und  innerhall)  ilcr  (re<;ebenen  drefucü 
liegenden  Winkel^  von  dem  sich  dann  leicht  die  Tbeiloog  aul 
den  nraprünglichen  Winkel  übertragen  läset 

II. 

Das  Stock  des  Hyperbelastes,  frelcbes  zar  Tbeilung  der  Wii* 
kel  bsDOtat  wird^  Ifisst  sieb  annfthernd  durch  einen  Kretsbogci 
•rsstxen«  and  es  soll  hier  antersucht  werden,  inwiefern  dies  ge* 
stattet  sein  kann. 

Za  diesem  Ende  besieht  man  die  flir  den  Anfangspunkt  0 

giltige  Gleichung  der  Hyperbel  Zx'^ — 4-^=^^  aut  deren  Sciiei- 
tel  A,  und  man'erbftit  als  neae  Gleiebang: 

y«=:3a:«  +  4aa:.  fl) 

Nnn  bsscbreibt  man  aus  dem  beliebig  In  der  Absdssenaxe  gewIH* 
ten  Punkte  B  (Taf.  IL  Fig.  6.)  mit  dem  Halbmesser  BA  den  Krah- 

bogen  ACD*),  bezeichnet  das  Stück  AB  mit  /,  verbindet  femer 
einen  beliebigen  Puükt  der  Hyperbel  E  mit  ß  und  bezeichnet  die 
Gerade  K/J  durch  /j. 

Es  ist  nun  der  Unterschied  zwiseben  /|  und  /  so  finden,  treoi 
E  innerhalb  der  angedeuteten  Grensen  liegt,  zu  welchem  Zarecke 
bemerkt  wird,  dass  für  den  gansen  Lauf  dieser Unterssehwi 
nur  der  halbe  Hyperbelast  von  A  anfwXrts  in  Hechnimg  gssegei^ 
mitbin  die  untere  Hllfte  desselben  und  der  andere  Ast  nicht  bt- 
rticksiehtigt  wird. 

Es  ist  EB^=£F^-i^  FB9  oder  /i*^  =  und  nach 

Gleichung  (I): 

/^a  =  |i  -  26? -f.  4ar*  +  Ö) 


*)  E«  iat  In  der  Fignr  sowohl  dieser  Bogen,  als  soch  die  Hjperi»el 
etwas  asseiArlicb  geseiehttel,  cm  ihres  Unlertchlsd  deiitlicbcr  bfrvtr' 
trctesd  %»  niacbea- 
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utid  neoii  mau  hier  ^"^-^^x — ^Ix^m  seUt: 

Es  wii  d  fler  ruterschieri  rwificheh  /j  und  /  bloi  von  m  abhängen» 
§0  da  SS  1^  für  ein  positives  m  grusser  als  /,  für  ein  negatives  m 
kleiner  als  /  ist,  and  für  m=0  die  Geraden  /  und  /|  einander  gleich 
werden ;  in  diesem  letzteren  Feile  wird  der  Krel^lüigeo  die  Hyper- 
M  eeboeideii. 

in  wird  aber  positW,  weoo' 

et  Hird  negativ,  wenn 

ood  =0,  wenn 
fs  dasf» 

/-2a 


iIm  Abeciese  des  Durclisciinittspunktee  iet« 

Das  Zeichen  von  m  wird  für  jedes  x  dasselbe  bleiben ,  wird 
»cb  aber  für  verschiedene  Wertbe  von  l  Ändern,  {»i  niimWch 
l<s'ia,  z.  B.  =2a  — r,  so  wird  m  nie  negativ  werden  kiinnef»,  den?i 
es  kaon  nicht  2j:<  — r,  sondern  nur  — c,  daher  m  positiv 
s^ein.  Far  f=2a  wird  m  entweder  positiv  oder  =0,  aber  nie 
ut|»ttVf  und  nur  für  />2a  kCnnen  alle  drei  Fälle  eintreten. 

« 

Vasst  man  die  erhaltenen  Resultate  aiisaninien ,  so  siebt  man, 
diii  wenn  die  Entfeninng  des  Mittelpunktes  des  Begens  veoi 
SMtel  der  Hyperbel  grosser  ist  als  2a,  so  wird  der  Bogen 
der  Hyperbel  Ms  sn  ihrem  Dttivhsehnlttspaiihte  fbrtlsufen, 
'sbeff  Innerhalb  derselben  bleiben. 


Wenn  die  fintfemung  des  Mittelpunktes  vom  Scheitel  ^2a 
irt»  SS  Hegt  der  fMtae  Krals  1»  Innern  der  HypeibeL 

Hieraus  Ifisst  sich  leicht  schiiessen,  daas  im  ersten  FallOj 
^renn  n&mlich  der  Bof;eo  mit  der  Uyperiiel  swei  Punkte  gemein 
hat,  die  grusste  Differenz  zwischen  Ii  und  /  jedenfalls  kleiner 
anafallen  wird«  als  im  zweiten  Falle,  da  der  Kreisbogen  nahe  der 
^Hierbei  bis  tum  Durchschnitte  mit  derselben  fortlSnft,  wlibrend 
«rsieb  im  sweiten  Falle  sogleich  von  ihr  entfernt 

Es  wird  aber  die  grösste  Differenz  zwischen  /|  und  /  offen* 
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bar  dann  eintreten,  wenn  fi  ein  l\Iinimum  wird;  um  nun  diese?» 
Miiiiiuum  2U  bestimmen,  i'Oüi  man  die  Gleichung  (2)  nach  x  auf: 

,    ,  2a-/ 

_  /-2<i  ±  ST ik^-^W^  V  4a*  -  40/ 
Man  sieht,  dasa     unmöglich  kleiner  werden  kann  als 


V 


31* -I- 4a/— 4a* 


da  sonst  der  Ausdruck  unter  dem  Wurzelzeichen  negativ,  mithin 
X  ima^in&r  werden  wOrde.  Bezeichnet  man  den  kleinstmOglicbes 
Werth  700  Ii  mit  4»  ^ 

l^^iSf  WVi^i^^ = ;  V(3/-.2a)(/-f2ii). 
Für  diesen  Fall  wird  der  Ansdmelc  in  (4)  unter  dem  Woreebei» 
eben  =:0  vnd  xsz^~^^ s^.  ^"^^^  d.  h.  die  Absdsse  daffisi' 

gen  Punktes,  für  welchen  /|  ein  Miniimnn  wird,  ist  gleich  der 
halben  Ahscisse  des  DurchRehnitt.<punktes  der  Hyperbel  mit  dem 
Kreisbogen.   [Vergl.  Gleich.  (3)  u.  (4).] 

Will  man  das  HyperbelstQck  AC  dnrch  einen  Kreisbogen  er 
setzen,  so  ist,  wenn  derselbe  dureh  C  gehen  soll»  dessen Radwi 
ABs=2a-^2AG,  die  grusste  Abweichung  von  der  Hypetbcl 

—  /_  ^  V" (3/— 2o) (/+  '2a).  und  die  Ahscisse  fSr  den  Paokl  der 
grOssten  Abweichung  At  —  \AG, 

Da  SS  lilr  sieb  einleuchtend  Ist,  dass,  je  grOsser  also  j« 
grosser  das  Uyperbelsttfck,  aoeb  die  Abwdcbung  des  so  gefss- 
danen  Kreisbogens  grösser  sein  wird«  so  wird  man  desto  aonSbsm- 
der  das  ByperbelstOck  ersetzen  fcOnnen,  je  kleiner  dasselbs  ist 
Nimmt  man  das  Hyperbelstäek;  welches  zor  Theihing  von  Win- 
keln bis  an  180^  ansretcbt,  so  erhält  man  die  Abweichung  =0;006'^ 
eine  GrSsse,  welche  sehr  fühlbar  und  flir  die  wirkliche  AosfiA* 
rung  zu  bedeutend  ist.  Dagegen  erhSIt  man  einen,  Air  dlsees 
Zweck  vollkommen  tanclichen  Bogen»  wenn  man  als  Grenze  dir 
zu  theilenden  Winkel  PO"  anninnnt. 

Es  wird  für  diesen  Fall: 

a.=  rsio  15**  —  \a. 
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wton  JHs=:t  ist.   Da  aber  r^UJ=^aV^,  &o  ist 
Ä  SS  a  (V2 .  «n  lÖ» —033) = 0,0326920 .  a, 

/  =^2.0053840.0, 

/;=  i  V  0^  -  2a)  (/ +"2i) 

=  I V  4 .  J  961520  X  470653840 
s2.0651I5.li» 

mithin 

/— ii  =  0.000269.ii. 

Da  die  Uoterscblede  zwischen  /  nod  ^  jedenfatli  kleiner  eind 
ilii  die  enteprecb enden  Unterschiede  swieeben  den,  durch  den 
Kretsbegen  und  dnrch  die  Hyperbel  abgeechnlttenen  BOgen,  eo 
iiKt  der  grSesle  Fehler,  den  man  begeben  kann,  0.0002. a. 

N'mimt  man  als  die,  im  Sfünstigsten  f  iillc  zu  orreicheiide 
Strichdicke  0.001  W  r.  Zoll,  so  wird  man  für  n  —  i  Zoll,  d.  i.  die 
i^:\nze  Sehne  =8  Zoll,  hoch.stens  tun  die  Dicke  des  leinsten  Striches 
fehle»  können,  nnd  es  »vird  dieser  Fehler  eintreten,  wenn  der  im 
theilende  NVinkei  85'  53'....  betragt,  da  für  diesen  Fall  Ii  ein 
lAiaimoai  wird. 

Die  folgende  Constmction  ist  hierauf  gestfltzt 

M  ürOJy  (Taf.  II.  Fig.  7.)  der  an  theilende  Winkel,  so  be- 
man  den  Bogen  üfFiV  mit  einem  beliebigen  Halbmeeser, 
zieht  die  Sehne  MIS  und  macht  AIS  =z  \MN.    Theilt  man' nun 

ÄMON  durch  die  (ierade  in  zwei  gleiche  Theilc,  macht 

Ci]  -  TiV,  beschreibt  aus  E  den  Bogen  MBN  und  trägt 
chmA}iß  =  EM  auf,  80  ist  arc /iiV= » arc  iViV,  da  ZiW^iVrzQO" 
ist  Zieht  man  nun  BD  I  MN,  träcrt  DG—CN^a  und  CH^GA 
aof,  so  w  ird  der  aus  //  best  lirieliene  Bogen  AB  den  Bugen  MJS 
in  F  schneiden  und  dieser  Punkt  der  Theilungspttokt  sein. 

Ist  ein  stumpfer  Winkel  MOQ  zu  theilen,  so  theilt  man 
MON  bei  F  und  trägt  cbord  FiC  =: cbord  J^Irs  OiV  auf,  so  wird 
MVi^\9xeMQ  nein. 

Oa  dieae  Cenatmction  fiir  den  gewübntichen  Gebranch  viel 
«  — itlndlich  ist,  ao  wird  man  atatt  den  Halbmesaera  AH  den 
Whiuasiir  2a  nehmen  kennen  nnd  hiebe!,  besonders  wenn  CN 
aldblsebr  gross  und  j^MON  spitz  ist,  keinen  bedeutenden  Feh- 
let begehen,  da  für  J7OiV=90%  l-^l^=0,mOa  wird,  und  sich 
dieser  Fehler  desto  mehr  verringert,  je  kleiner  ^JUON  ist. 
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Beitrag  im  Theorie  der  Tangepteo  an  die  kranneii 

Irdoien  der  zweiten  Ordnung. 

Von 

Herrn  Proftsaer  Dr.     K.  Sie^zkpwtki 

m  der  IMvwvilÜ  m  Cffafiaa, 


Atts  «nen«  MMerhalb  muw  KegeiscWnlHs  gegebnem  fmäk 
eine  Tangente  an  diesen  KegeUcbnitt  lu  sieben«  sind  iwar  dUt 
nnd  *gans  elnfaehe  Melboden  beicaont,  docb  will  ich  hier  usb  ' 
eine  nicht  minder  einfaebe  zeigen,  welche  wievrobl  schon  lli^ 

jedoch  nicht  allgemein  bekannt  sein  dürfte,  weil  ich  sie  bis  jetit 

In  iceiner  analytischen  Geometrie  angetroffen  habe ;  ich  erinnere  mi^ 
nur,  dass  mein  seliger  Professor  Franz  8a|»al«ki  in  der  descrfp»  j 
tiven  Geometrie  un»  diese  Methode  für  die  Ellipse  als  eine  eiu  ' 
fache  und  praktische»  aber  ohne  Beweis  gezeigt  bat. 

Daa  Wesen  dieser  Methode  beruht  auf  Folgendem*  Niaat 
maa  den  Kreis  als  Beispiel  vor,  dessen  Mittelpnnbt  S  (TsUa 
Fig.  8.).  Sei  ausserhalb  dieses  Kreises  der  gegebene  PmÜdP» 
ans  welcheni  wir  die  Tangente  sieben  irotlen.    Man  siehe  ass  | 
diesem  gegebenen  Punkte  P  wie  Immer  drei  Sekanten »  weicfce  | 
die  Peripherie  des  Kreises  in  den  Punkten  A,  B,  C,  D,  Et 
schneiden  sollen.    Verbindet  man  kreuzweise  die  Durchschnitt!» 
punkte  der  Sekanten  mit  der  I^eripherie  mit  Geraden  JiC,  AD, 
DEf  CF,  so  schneiden  sich  diese  Geraden  in  zwei  Punkten  0 
und  O',  durch  welche  die  Gerade  gezogen  und  bis  an  die  Peri- 
pherie verlan!>ert,  uns  die  Berührungspunkte  T  und  7*  der  z»fe' 
aus  dein  Punkte  P  an  den  Kreis  gezogenen  Tangenten  anzeigt 
wird.    l>a*<KeIhe  gilt  auch  für  die  anderen  Kegelschnitte.  Um  abef 
diese  Methode  zu  begründen,  muss  vorerst  bewiesen  werden, 


j 
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tedie  Punkte  Daad  (y  «Ich  wirklleli»af  dvrdle  BerPhrungspwikl« 
fwbilKtocideii  G«radeoT7*  befiqdep.  Diese»  Kai  Tucquet  io  8«- 
«r  ,»Synop«U  «^etlononi  conicarum,  Veottila  MPCCLXir' 
sytthetiaeh  liewieatn,  alcb  auf  den  Sata  atiltaand,  daaa  bei 
jedem  Kegekclinittt,  waan  naa  aoa  einem  aaaaerlialb  liagendaa 
Paairte  eine  Sekante  diaaaa  Kegelachaittaaieht»  dieselbe  in  zwei 
PealcteD,  wo  nie  den  Kegelschnitt^  nnd  im  dritten  Punkte»  wo 
si«  die  Gerade,  «reiche  die  ßerührangspunlcte  zweier  aus  dem- 
selben an  den  Kegelschnitt  gezoqeiten  Tangenten  verbindet,  schnei' 
det,  in  einer  harnionischen  Profiortion  getheiJt  wird.  Diese  zwei 
Sätze  habe  ich  in  i<einem  der  jetzii^en  Lehrbücher  geJunden,  dcs- 
w^en  «verde  ich  ihre  Uegründuug  hier  folgen  lassen,  indem  ich 
mit  dem  z«veiten  beginne. 

Fär  den  Kreis  ist  dieser  Satz  Huaaerst  leicht  zu  bewetaen. 
Seiea  nemlich  aus  dem  Punkte  P  (Taf.  II.  Pig.  9.)  zwei  Tangenten 
gesogen  und  die,  die  ßen'ihrungspunkte  verbindende  Gerade  TT* ,  so 
wie  die  Sekante  PB,  «reiche  die  Peripherie  des  Kreises  in  den 
Punkten  A  und  B  und  die  Iserade  TT  im  Paakte  C  aekaeidet 
Za  beweisen  Ist»  daaa 

P/J:PAz=BC.AC. 

Ovch  die  Punkte  A  und  B  zieht  man  die  Geraden  FD  und  GE 
parallel  zu  TT\  bis  sie  eich  mit  der  Peripherie  und  der  einen 
der  Tangenten  schneiden»  wie  hier  in  F»  Cr  nnd  D,  E.  Ana  einem 

bdtasnten  Satze  der  elementaren  Geometrie  bnt  man  Df^FD.AD 

vaAET^ssEG.EB;  ziebt  man  nocb  darcb  den  Mitteipnnkt  den 
Kiefaea  die  Gerade  PQ,  welcbe  die  Gerade  TT  und  folglich  aaeh 
die  ihr  parallelen  FA  und  CB  balbiren  wird  •  ao  iat 

QEiODssQßiOA  oder  Q&'.Qj^^SSl^i^, 
usd  daraaa: 

oder 

{Q£^QB)(QE-QB):iOD^OA)(OD^  OA)  =  QE^ :  Ö& . 
eder,  da  QBs^QG  nnd  OAssOFt 

EG.  BE  i  BF,  DA  =  QE^;  OS^. 

SftUi  man  hier  die  obigen  Werthe  für  die  Rechtecke»  so  erhal- 
tsn  wir: 

QjB*jÖB*=sff5*:BT»  oder  QE:OD  =  ET:DT. 
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Da  aber  QEiODsi  PExPD,  to  fat  FEtPD^ETiDT,  d.h. 
die  Tangente  PE  Tat  io  den  Punkten  P,  D,  T,  E  \n  einer  hv- 
moniecben  Proportion  getbeilt,  deswei^en  ist  derstlbe  FaJI  nrit 
der  Sekante  PB ,  dass  sie  in  den  Punkten  P,  A,  C,  B  durcii 
die  Parallelen  in  der  nemlichen  Proportion  getheilt  wird,  d.  b.  es 
wird  Pß:  PA  =  BCi  AC  sein,  wie  behauptet  wurde. 

Um  di'eaeo  Satz  lElr  andere  f(.egel«ohniÜe  tu  bewetaen,  Htnlt 
ich  nur  d|e  Ellipae  vornebnien;'  allea  aber,  waa  ich  iSrdieifeba' 
weisen  werde,  wird  filr  die  zwei  anderen  Kegelschnitte,  d.  b*  Hyp>^ 
bei  pod  Parabel,  gelten.  Ich  nehme  die  allgemeipe  GldiAng 
der  Kegelschnitte  vor: 

in  welcher  ich  x  und  y  als  schiefwinklicbte  Coordinaten  ansehe, 
deren  Äiiiangspunkt  O  \»t  (Taf.  II.  Fi?.  TO.),  und  setze  forasi» 
dass  diese  Gleichung  die  Ellipse  bedeutet 

Ordne  ieh  diese  Glelcbueg  nach  y,  so  wird 

«ein.  Wird  hier  x~OP  f^esetzt,  so  «rhalt  man  xvvei  Wuriclu 
für  y,  nemlicb  PI^  und  fiV.    Da  aber  nach  der.  Theorie  der 

fjleichiingen  — das  Prodoct  4l««er  Wursehi  ist»  seilt 

Diese  Wprz^ln  huuneii  aber  entweder  beide  reell»  beide  iraagiaif 
oder  bdde  gleich  sein.  Je  nachdem  die  zwei  Wurzeln  der  Glti- 

e  f 

chuDg      \  -X    -        reell,  imaginär  oder  unter  einander  gleicb 

sind.  Lassen  wir  die  hnaglniren  Wuraeln  ausser  Acht  IVfad 
in  der  ursprunglichen.  Gleichung  gesetzt,  so  erhaltea  wir 

die  Abscissen  der  Punkte,  in  welchen  die  Ellipse  die  Abscisisi* 

aze  schneidet,  d«  h.  wir  erhalten  OA  and  OB,  P6r  diesen  FW! 
haben  wir: 

x'^\\x-^t;=iix-OA){x--Oß) 

oder 
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tier  imgenun  an  die  krummen  Unteu  äer  wHieu  Ordmmg, 
Ik  wir  aber  vorher  x=QP  gesetzt  haben,  ao  wird  aucb: 
^^±P±£^  OA)  (OP-  OB)  =  -.  PA.PB, 

d.b.iiach  dem  Obiger.  PIH,PN=-.PA  PB,  woraus  = 

Ana  dieser  Gleicbiiog  lesm  nir  die  Wahrheit^  daaa  das  Verbfilt* 
■isa  der  Rechtecke  PM,  PN  und  PA.PB  fllr  Jedeo  Kegelaebnltt 
eeiiataiit  ist.  Setst  man  also  j?=  OP',  ao  werden  wir  auf  dem 

oemiicben  Wege   /»^ , jy/^  =  ;  ioigiich 

PN.  PM  _  P  N'  PM* 

PB  :pä  ~~  'P^BTPA 

•Hbalten»  d»  b*  swei  Selcanten  aaa  dem  nerolieben  Punkte  P  ge> 
sogen  geben  daaselbe  Terh&ltniaa  der  Rechtecke  aus  den  ganzen 
Seikanteo  in  ihre  Tbeile  aosserbalh  des  Kegelschnitts,  wie  zwei 
andere  den  ersten  parallele  Sekanten  aus  einem  antiereo  Punkte 
88  densellien  Kegelschnitt  gezogen. 

Nehmen  wir  jetzt  die  Abseiaaenaze  <yjP  aar  Tangente  an, 
oder,  was  daaaelbe  iat,  aetxen  wir  Terana,  daaa  awei  Warsein 

e  f 

der  Gleichung      \  'X  \  unter  einander  gleich  sind,  ao 

kanmien  die  Punkte  A  and  B  in  einen  Punkt  D  suaaromen,  d.  h. 
es  wird  PB^PA=QD,  ao  wie  P'B^P^A^Q'D;  deswegen 
erkalten  ^ir  ans  dem  nemtiehen  Grunde: 

qN.  QM    Q'N'  .Q'M'  QN.QM 

d.  h.  wenn  man  aus  zwei  vergchiedenea  Punkten  anaaerhalb  etnea 
Kegelschnitts  zwei  parallele  Sekanten  und  Tani^enten  an  den 
Bsadichen  Kegelschnitt  zieht,  se  Terhalten  sich  die  ßechteekeaua 
den  Sekanten  in  ihre  Tbeile  anaaerhalb  des  Kegelschnitts,  wie 
die  Quadrate  der  Tangenten. 

Auf  diese  Eigenschaft  der  Kegelschnitte  gestützt,  kunneo  wir 
jetzt  beweisen,  dass  die  Sekante  PB  eines  Kegelschnitts,  geao* 
gen  aus  dem  Punkte  P,  wo  die  beiden  Tansjenten  zusammen- 
kommen, in  den  Punkten  B,  wo  sie  den  KegeUchnitt,  und 
im  Punkte  C,  wo  sie  die,  die  Berühnintrspunkte  der  zwei  ans 
deiiKselbei»  Punkte  P  gezogenen  Tangenten  verbindende  Gerade 
schneidet,  in  einer  harmonischen  Proportion  getheilt  wird.  Wir 
wollen  nemlicb  l>eweisen,  dasa 
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PBxPA^BCtAC  I 

i 

iNt  (Taf.  II.  Fig.  IJ.).  In  dieser  Absicht  zieht  man  durch  P  und 
den  Mittelpunkt  der  Ellipse  die  Gerade  PQ,  und  dann  durcli  die 

Punkte  A  und  B,  wo  die  Sekante  die  Ellipse  schneidet,  Paral*  i 

Mlinieii  vn  TT'.  Us  fie  sisk  mit  der  EllipM  neduufo  wd  wt  j 

der  Tangente  PT  in  den  Punkten  F,      Dt  E  sdioeidee.  I 

Ich  halte  es  nicht  iür  nothlg,  zu  heweisen,  dass  die  Gerade 
PQ  die  T7^  im  Punkte  /,  also  auch  die  ihr  parallelen  Sehnen 
und  BG  in  den  Punkten  Ü  und  Q  halhirt.   Wenn  ich  also  die-  I 
ses  voraussetze,  so  ist  nach  dem  Vorhergebenden:  j 

m\  DAiEG.  EB  =zDf*i  ET*. 
Im  Dreiecke  QPE  haben  wir: 

QEi  OD^PQiPOsz  QBi  Ü4, 

d.  b. 

QE^.QB^^OD^iOA^, 

woraus 
oder 

(QE  +  QB)(QE  -QB)  :{ODi^  OA){OD—  OA)  =  QE^i  ODß. 
Da  aber  QBzaQG  und  OAstOF»  so  Ist 

'  EG.BEiDF.DAs^QE^iOlP. 

Setzen  wir  hier  für  das  VerhSitnjss  der  Rechtecke  das  obige  ilim 
gleiche  der  Quadrate,  so  erhalten  wir: 

QS«:ÖB*=S5r»:Bt«  oder  QE:QD  =  ET:DT. 

Aber  CiS:0/>=  P£:PZ>,  folglich  PE:PD-ETiBTtd.k.ä$ 
Tangente  PE  bt  In  den  Punktep  P,  D»  T,  E  ka  elfter  kma- 
nlscben  Proportion  getkellt,  deswegen  wird  aiiek  die  Sekaiate  PM 
durch  die  ParalleHinlen  in  den  Punkten  Pp  A,  C,  B  in  einer  bv- 
moniedien  Proportien  getkeltt,  nemlick  ee  wird 

PBiPA^BCiAC 

sein,  iras  zu  beweisen  irar. 

Dan  Letste,  was  eae  ac  be^tlnden  bleibt»  die  anf  der  ei9i»n 
Flgar  fSr  einen  Kreis  geseigte  Metbode,  mlttelat  dreier  *Tfdnwrtn 
die  Tangeote  einen  Kegelachnitlea  a«  aleken»  an  recArtfertigePt  Ist 
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der  Beweis,  dass  die  Geraden  AD,  BC  (Taf.  II.  Fig.  l'i.)  sich  auf 
der  die  Berührung5J|>unkte  verbiodendcn  (it  radet»  TT'  schiieideu. 
Dieseu  Bewei«  werde  ich  fa^t  mit  Tacquets  Worten  fübreo. 

Es  ««ieii  PT  und  FT'  iirci  avt  dem  Paukte  P  an  «Ine  Blli|we 
geiogeM  TaDgeoteD  und  TT*  die,  die  BerabrongapoDlito  TtrliiB- 
deade  Garade;  dann  aelea  PB  and  PD  die  iwei  aua  denaelliaii 
Paolite  getogeaea  SetiaataDt  weleba  dieEHipse  ia  deaPualilea  B, 
C,  D  and  die  Gerade  TV  iu  E  aad  Facliaeideu.  Die  Gerade  AD 
idiaeidedie  Linie  77*  im  Paalcte  O;  durch  Pnnd  O  sieben  wir  wieder 
eiae  Gerade »  and  durcb  die  Panltte  B  and  CParallelliniea  su  AD^ 
bia  aie  aicb  mit  der  TT  nad  der  verlängerten  PO  in  den  Pank- 
im  ff,  K  und  G,  i  aebneidea ;  snietst  aleben  wir  BO  and  CO. 
In  dem  Dreiecke  DOP  haben  wir  DOiCiszPDtPC.   Da  aber 
nach   dem  Vorhergehenden    PD:PC=  DF:CF,    no  ist  auch 
DOiCi=DF:CF,   Die  Dreiecke  DOF  und  F6rC  sind  ähnlich, 
deswegen  DF:  CF=  DO:  GC\  folglich  DO:C/=DO:GC,  also 
Cl=  GC.    Ebenso  hat  man  im  Dreiecke  BPh  die  i'roportion 
BK'.AO-PB.PA.    Da  aber  PB:PA  =  BEiAE,       ist  auch 
BK:AO=:BE:AE,   Die  Dreiecke  BEB  und  AEO  i^'md  wieder 
ähnlich.  als»o  BE:AE  =  BH:AO,  folglich  BK: AO  =z  BIIiAO, 
worauf*  BK^BU,    Endlich  sind  die  Dreierko  BUK  und  lOG 
ähnlich,  haben  liberdies  die  Seiten  //A  und  67(»arallel,  die  zwei 
anderen  Seiten  des  eineu  ^iiid  Verlängerungen  der  Seiten  des 
anderen  Dreiecks;   \^eiin  also  die  Gerade  HO  die  eine  der  paral- 
lelen Seiten  HK  in  B  halbirt,  so  inuss  sie  verliinnort  die  andere, 
d.h.  6'/,«aH(h  halhiren,  oder  sie  nuLss  auf  den  Punkt  C  tretfeo ; 
mit  anderen  Worten,  die  drei  Punkte  B»  O,  C  luüaaea  in  etaer 
uod  derselben  Geraden  liegen. 

Auf  dieab  Art  haben  wir  bewiesen ,  daaa  die  Geraden  AD, 
BC  sich  auf  der  Oeraden  TT*  darcbaehnelden.  Da  man  aber 
lieine  besondere  Lage  fOr  die  iwei  Sekanten  angenommen  hat, 
so  gilt  der  Satz  ftlr  je  zwei  aus  dem  nenilichen  Punkte  P  ge- 
zogene. Zieht  man  also  drei  solche  Sekanten,  so  ^verden  ivir 
zwei  l)iir<  hschnittspunkte  erh.dtLMi,  welche  uü£>  die  lUchtung  der 
Geraden  7  und  die^e  Gerade  die  Berübruogs|Minkte  T  and  1* 
bestimmen  werden. 


I 
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Ueber  elliptische  Coordinaten. 

(Man  Bebe  die  frühere  Abbandlang  in  diesem  Theilc:  ..üeber 
kraromlinige  Coordinaten/'  ^ir«  V.  8.  !26.) 

Von 

Herrn  Doctor  ütio  Böhlen 

XII  Suis  a.  K.  iiD  KunigrcicJi  Wurteinliürf?. 


Aus  den  Gleichungen  des  Eilipsoida  (9)  und  der  bomofolulr» 
Rjrperboloide  (fi)  und  (v)i 

m   1 

folgt: 

(2)  bcJL  —  QliV, 

(3)  . .  .  6  Vl?^<*.y=  V  p«-6«  V  fi'-Ä« V^S*I^i«, 

(4)  .  .  .  e  V<^*— «  =  V  p«— c«  V  €»— f»«  V  c«— 

Diese  Relationen  bilden  die  Grundlage  für  die  Theorie  der  ceo- 
trischen  homofokalen  Flächen,  oder  der  elliptischen  Coordinaten. 
Es  sei  ABCD  ein  Krfinimungslinien- Viereck  auf  (q);  Xu,  xj,  Xe$ 
sind  die  Abeciaaeo  der  Eckpunkte,  welche  dnrcb  die  elliptischen 
Coordinaten  (p,  fi^v);  (p,  fi,y');  (p,  i*',  v');  (p,  fi',  v)  beelbnvt 
I;  ao  folgt  aoo  (2): 


(5)  OTa.^re  3=  OrA.ATrf; 

ebenao  findet  mao  ana  (3)  und  (4) : 
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Die  Abscissen  der  Ecken  ein «38  Kriinnnungglinien- 
Vierecks  sind  pro j> orti onirt.  Hieraus  er«4ibt  sich  weiter, 
da«!»  die  Gegenecken  solcher  Vierecke  die  correspondirenden  Punkte 
tl^s  fvory  sind.  (Chasles,  «ur  l'attraction  des  elti|i6ui- 
des.  Institut  de  France,  toiue  iX.)«   Aus  (2)  folgt: 

Bewegt  sich  ein  Panlct  in  einer  Ebene  senkrecht 
mrx-Axe,  so  Ist  das  Produkt  der  grossen  Halbnzen 
der  drei  dnrch  ihn  gebenden  homofokalen  Flächen 
konstant. 

Wir  betrachten  ein  von  «erhs honiofokalen  Flächen  eingeschlosse- 
lios  Parallele|»i])pd.  Die  Funkte  (o,  ^,  i»)  und  {Q-{-dQ,  v-^-dv) 
sind  zivei  Gegenecken  desselben;  in  dem  ersten  dieser  Punicte 
«tossen  die  drei  Kanten  ds'  ^  dt" ^  d^  zusammen ;  dt  \sX  die  Ver- 
bioduDg^linic  beider  Punkte  oder  die  Diagonale  des  Parallelepi- 
peds.  Betrachten  wir  in  (3)^  (3)  »od  (4)  jr»  %  nnd  ^  als  vana- 
bdi  so  erhalten  wir: 


(6)  .  .   Ö€dj:  =  iivdQ, 

Q 


V     —  ö* 


man«  wenn  in  (2),  (3)  nnd  (4)      j§t  z  und  ^,  hier- 
*^*r  3f»  s  und  V  als  veränderlich  angesehen  werden : 


%  d/»=   ß~=^dv» 

Es  seien  a,  m',        a,  a,  a',  a'  die  Cosinus  der  Win- 

weiche  die  Linien  d$' ,  di" ,  d/"  mit  den  Axcn  der  x,  z 

biU«a^  so  findet  man  aus  (6)  und  (7)»  da  a=:^,  a'=:^^> 
ist: 
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g  Vp^^  Vg:^;?  V^=^ 

AiiMteb*  Wertlie  Mg ebtii  sieh  Air  4to  anderwi  Coiliiai.  Ais 

(10)  folgt: 

In  einem  K  r  Qni  m  u  n  g  8 1  i  n  i  e  n  -  V  iereck  auf  einem 
Ellipsoiil  oder  Hyperboloid  sind  die  Cosinus  der  Win- 
kel, Kelche  die  Normalen  der  Flüche  niii  eioer  der 
Azen  bilden»  proportiouirt. 

In elneid  fralMfen  Anleatse  (Uefcer  eloigeSilse  devMbe* 
renGeoBietrie,Arehiv,Thl.XXXIIL8.Ul.)babeiefaiel8«Bdet  \ 
Tbeoren  t««  Cliaele«  «ae  den  Femielo  (I)  abgeleitet  Weenmn  i 
durch  einen  Pnnkt  il  oder  (q,  n,  v)  drei  Nof  malen  der  FUeheD  (g),  (v) 
lieht  nnd  aufdenwelben  StOeke  abeohneldet  »       vnd     eo  tSmi 
^Kese  die  Helhezen  eines  Elli|lseld0  E,  welehee  die  yz-  Ebene  im  Ur- 
sprung O  berührt,  und  dessen  parallel  mit  dieser  Ebene  gelegter  Di»- 
luetraUchnitt  die  constanten  Halbaxen  b  und  c  hat.    VVeufi  sich 
nun  der  Punkt  (q,  fi ,  v)  auf  einer  Ebene  L  bewegt,  welche  mit 
den  Normalen  q,  ^  und  v  die  Winkel  /,  i' ,       bildet,  so  sind 
die  Perpendikel,  welche  von  den  Endpunkten  diei*er  iSorroaleji  | 
auf  L  herabgelasssen  werden,  gleich  gsint,  uRini',  psini^,  nod 
da  die  Quadratsnmme  der  von  den  Endpunkten  dreier  konjii{nrten 
Semidiamefer  einrs  KIlipsoids  auf  eine  Diametral -Ebene  gefällte« 
Perpendikel  konstant  ist,  so  haben  wir: 

(11)  ....  Q^»mU^(iU\n*ir^ißäkk^^i^. 

Hier  liedeiitet  die  Quadratsunime  der  von  den  'Endpunkten  der 
konjugirten  8emidiameter  OA,  b  und  c  auf  L  gefällten  Perpen 
dikel.  Be^v0gt  «ich  A  auf  L,  so  ist  «*  konstant:  kommt  der  Punkt 
A  in  ^'ine  solche  Laue,  dass  eine  der  drei  durch  ihn  gehenden 
honiorukaien  Flächen  L  tangirt,  so  verwandelt  sich  die  linke liieite 
von  (Ii)  in  das  Quadrat  der  grossen  Hathaxe  dieser  tangirendea 
Fläche,  also  ist  diese  Halbaxe  =  a.  Die  Fläche  selbst  nenacn 
wir  (a).  Wenn  in  (11)  der  Punkt  (e>  fi»  v)  als  fest  angenomiaefl 
wird  und  die  Fläche  (a)  als  gegeben,  so  ist  (11)  die  Gleicbonf^ 
des  Kegels,  dessen  Spitze  {q,  ft,  v)  ist  und  welcher  («)  taigirt 
Die  Varisbelen  sind  die  Winkel  t%  i\  ^*  Wir  betrneMnn  #e 
Normalen  der  In  (^,  fif  v)  xnsammenstessenden  Flächen  (f),  (jo 
und  (v)  als  Ceerdlnatenaiea ,  nnd  ztrar  sollen  die  Morttalen  tta 
(if),  ((*)  nnd  («0  die  Axen  der  i,  47  nnd  £  sein.  Für  irgend  eisen 
Pnnkt  (ti  fi,  0,  der  anf  der  Norroale  von  L  liegt»  ist:  , 
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OMfa  (II)  iiit: 

■ 

Dtess  x^i  die  Gl«k;hun^  des  ErgäDSUDgskegels  von  demjenigen, 
welchen  die  Ebeiieu  L  eiahüUeu;  der  Kegel  «eU>«t  bat  al«o  die 
ivleichuog ; 

(«2)  ji^+;^?  +  ^Si=0: 

die  GteicliuDgea  der  Fokal -Linien  sind: 

4a  f  9  fi  und  y  keiMtint  «lud,  «o  tblp^  liimw! 

Alle  konzentrischen  Herührungs kegel  bomofokaler 
Eltipsoide  oder  Hyperboloide  sind  bomofokal  (haben 
dieselben  Fokal •  Linien) ,  welchen  Satz  Chaaiea  (Ap€rf  u  htato- 
ri^ae)  uad  Jacobi  (Craile'a  Joaraal)  aagegebea  habeo. 

r 

Dfe  Gleichung  de«  Berahningskcgels  einer  zweiten  honiofo- 
kalen  Fläche  (ß),  dessen  S^^itze  auch  (^^  fi,  y)  ist,  beisst: 

1^  ^ 

{VI)  und  (13)  sind  die  Glelcbtingen  einer  gemeioaaaMii  Tan- 
gente der  homofokalen  Flachen  (a)  und  (ß).   Da  nun  s«rei  bomo- 
fokale  Kegel  sieb  aenkrecbt  schneiden ,  ao  folgt  biermna,  dann 
duich  die  gmeinacbaftlicbe  Tangente  swei  EbeMa  i^n 
I ,  mmmm  die  eiate  («)  baitfbrt  nnd  auf  {jfj  aenkreebt  aiehl;  die 
berflbrt  {ß)  endalebt  anf («)  aeakteebl;  «it anderen Worted: 


Die  s  r  h  e  i  n  h  a  r  e  II  Umrisse  zweier  b  u  rn  o  fo  ka  1  e  n  FlÄ - 
eben  v  erschiedener  Art  stehen  auf  einander  senkrecht, 
v«s  welchem  Pnnkt  aua  nie  auch  betrachtet  werden 
lidgen« 

fieidie  FUcben  fc^aen  alao  die  Krümmongsmittefpankte  Einer 
FiSehe  (1)  enthalten;  diese  hat  die  Eigenschaft,  dass  die 
Nfliaalen,  deren  Fusspunkte  eine  Krümniungslinie  auf  ihr  bilden, 
(oder  (ß))  in  einer  geodatii^c  fu n  Linie  berühren.  (Moniro, 
anaWse  appliqiiee  ä  la  geometrie,  5"»«  ed.,  pas^.  130.,  W .) 
Die  Berührungspunkte  derselben  Nornalen  niii       (oder  (a))  bii- 
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den  eine  andere  Linie,  deren  Natur  mit  derjenigen  der  geodäti- 
schen Linie  auf  («)  (oder  (ß))  eng  zusammenhängt,  und  die  ich 
iles^halb  konjugirte  geodätische  Linie  noTine ;  denn  ihre  kon- 
jugirten  Tangenten  sind  Taneenten  der  geodätischen  F/mie.  Die 
Gieicbuugen  heider  Arten  von  Linien  lassen  sich  aus  (11)  nninit- 
telbar  ableiten  ntit  Hülfe  der  so  eben  angeführten  Betrachtong^, 
wie  diess  Cbasles  zuerst  getban  bat  Man  findet  nänlicb: 

(14)  |**co8*i-f  v*ain*i  = 

(15)  f»»€OS«t;  +  y««m«l,=:/J«. 

(14)  ist  die  Li ouvil le*6che  Gleichung  für  geodätische  Linien 
auf  dem  Elüpsnid  {ß)y  deren  Tangenten  die  homofokale  Fläcbe  («) 
berflbren.  Im  Puokte  (ß,  ^,  v)  bildet  diese  Tangente  mit  der 
KrOmpittDgBKme  ß^eonrntf  ^ssrconet  den' Winket  i  Alle  Tie* 
genten  der  Linie  (14)  berdbren  die  boroofebale  Fll&cbe  («)  in  einer 
konjugirten  geod&tlecben  Linie»  deren  Glelcbung  in  (15)  entballea 
ist  im  Punkte  (a,  itf,  v')  auf  («)  bildet  die  konjugirte  Tangeate 
der  letzteren  Linie  mit  der  Rrammungslinie  «sseonst,  f4'=coast 
den  Winkel  i'.  Wir  können  aus  (15)  einige  Etgenscballen  koaju- 
girter  geodStlscher  Linien  ableiten. 

Wenn  jn  einem  Punkte  auf  (a)  ztvei  Linien  sueammentrefmt 
fUr  welche  ß  denselben  Werth  bat»  so  ist 

(16)  ^.  =  V 

Solche  Linien  stehen  gehurig  verlängert  anf  der  Krilmmnngslbi^ 
(Isconst  ?oo  (a)  senkrecht  Die  Formel  (16)  enthält  also  den  Sati' 

Zwei  konjugirte  geodätische  Linien  eine«  EUif« 
soids  oder  Hyperboloids»  welche  auf  Einer  KrOmmang'* 
linle  der  Fiftehe  senkrecht  etehen»  bilden  In  Ihren 
gemeinschaftlichen  Dnrchschnltt  mit  einer  swettea 
Krflmmungsllnie  gleiche  Winkel  mit  derselben. 

if  und  i'^  sind  die  Winkel,  welche  die  conjugirten  Tangenten 
beider  Linien  im  Durchschnittspunkt  mit  der  Krümmungslioie 
fi,  =  const  bilden,  und  da  diese  Winkel  nach  (16)  gleich  sind, 
sind  es  auch  die  Winkel,  welche  die  Linien  selbst  mit  dieitr 
KrammungsUnie  bilden.  Ans  (15)  folgt: 
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lo  A  MsiiiicScIeo  sieb  zwei  konjagirte  geodätische  Linien ,  deren 
koiijtigirte  Tangenten  auf  einander  senicreclil  äleheu,  also  x^i 

.        am,,  =  cos,,  oder  y  ^;^=V  ^7^«' 

(17)  ...   ,    fi,>  +  y,»«5/9*-f  ^/*=<:oiwt 

Nun  ist  der  vom  Mittelpunkt  nach  A  gezogene  Halbmesser 
=o*-|-|i,*+ v^2  — 6^^— c*,  aiso  auch  konstautj  hierauf  beruht  der 
Satz: 

Wenn  sich  in  einem  Ponkte  sirei  konjugirte  geo* 
ditUcbe  Linien  treffen,  welcke  auf  nwei  bestimmten 
KrCmmuni^s linten  senkrecbt  steben,  und  die  sieb  se 
sebneiden,  dnss  ibre  konjugirten  Tangenten  einen 
recblen  Winkel  mit  einander  bilden,  so  bewefi^t  sich 
der  Pnnkt  auf  dem  Durchschnitt  der  Fläche  mit  einer 
coDcentrischen  Kugel. 

flach  dem  Tbeerem  ven  £nier  bealebt  die  Ciieicbnng: 

■ 

Wenden  wir  dieselbe  auf  die  geodätischen  und  konjugirten  geo* 

datischen  Linien  der  centrischen  Flächen  zweiten  Grades  an. 
/'  imri  Jl'  siiiil  die  lläuptkrüuimungsbalbmesser  des  Eliipsoids  (q) 
m  dein  Punkte^  wo  es  von  den  bomofokalen  Hyperboloiden  (^) 
und  (y)  geschnitten  wird;  also: 

I  iit  der  Winkel»  welchen  die  Tangente  der  geodStlacben  Linie 
mit  der  Krummungslinle  iisconst.  maebt.  r  ist  der  Krunimungs- 
bdlmesscr  der  geodätischen  Linie  and  also  zugleich  des  durch 
die  Tangente  gehenden  Normaischnitts  der  Fläche.  Durch  Sub- 
stitution der  W  erthe  von  Ii  uud  W  in  die  obige  Gieichung  erbal- 
ten  wir: 

Da  ran  nach  dem  Satae  von  Li eu Tille  |ft*cos*l-f  i^aln^ls:  eenat 
istlfings  aUer  geedätlseben  Linien»  welche  Eme  KrOmmnngalinie 
fea  (^)  tangiren  edeic  dnreb  einen  Nabeipnnkt  der  Fliehe  geben» 
aalat  avehs 

» 


Uigiiized  by  Google 


314    '  Böhlen:  Ceker  tiUfittHke  CoordhMim. 


—  ■    ■      —  ssGOiitft  oder  — j— ^=€Oii«t 

D  und  ly  sind  die  Halbazen  desjenigen  DiameCralscbDiCti  der 
Fläche r  welcher  der  Tangential -Eliene  im  Punkt  {q,  pml- 
lei  ist.  D^iy ,n  ist  der  Inhalt  dieses  Diametralschnltts«  aanit 
haben  wir; 

LRnp^ft  ftll^r  ereodätischen  liinien  auf  einem  Ellip- 
6oid  oder  Hyperboloid,  welche  Line  Krumniungslinie 
der  Fläche  fang  Iren  oder  durch  einen  Nah  dp  unkt 
gehen,  i*<t  das  Verhältnis^  der  dritten  Potenz  des  In- 
halts von  d  c  ;ii  der  T  an  ^e  n  t  i  al -Eb  en  e  parallelen  Dia 
inetral^chnittc  zum  Krümmungsh albiuesser  der  Lioie 
konstant. 

Die  ganze  Beweis fuhrnog  läset  sich  auch  auf  die  konjogirten 
geodätischen  Linien  fibertragen»  wenn  man  in  (18)  nnter  r  deo 
Krfimmungshalbmesser  des  der  konjiigirten  Tangente  der  Linie 
entspredienden  Norroajschnitts  der  Fläche  verstdbtt  nnd  unter  i 
den  Winkel  begreift»  «reichen  diese  Tangente  mit  der  Krfffliiiaagi- 
Ii  nie  fi=:const.  bildet. 

m  und  m*  sind  die  Endpunkte  eines  Linienelements  aof  efoer 
Fläche;  mq  und  m*if  sind  die  Normalen  der  Fläche,  und  rrar 
sind  qq'  diejenigen  Punkte»  welche  die  kleinste  Entfemun;:»  zwischei 
beiden  Normalen  angeben,  aber  die  Linie  qq*  ist  »enkrerht  aaf 
jeder  Normale.  Jo.icbimsthal  nennt  mq  die  Poldistaoz  des 
Clements  mm'  und  ündet  daliir  den  Werth: 

1 


j^cosH  +     sin  H 


1  1 
g^cos^i  +  gjisin^ 

i  ist  der  Winkel  zwischen  mm'  und  der  durch  m  gehenden  Krum« 
niiiiigslinie.  Ee  mag  liier  erwähnt  werden,  dass  Poisson  zuer^J 
den  Gedarilvon  hatte,  die  kürzeste  Ktttferiiufip:  /^^ischcn  zwei  oi>' 
endlich  nahen  l  lien-Nornialen  zu  berecfinen  (Journal 
r^cole  . po l y  t  e eil  n  i  q u e,  sur  la  courbure  des  sorface^, 
cahier  21,  page  205.).  Bietzen  wir  nun  in  diese  Gleichaog  die 
oben  angegebenen  Werthe  von  H  und  H*  (]Sr  das  ElUpsoid  (f) 
ein,  so  erhalten  wir  nach  einiges  Reduktionen: 

Iii  demjenigen  INam«trat#diiiitte  rmt  (^),  weM«r  4er  Tnngeiitfrf* 
Ebene  des  Elements  nun'  parallel  ist,  siehe  man  eiiM  taddlf 


Digitized  by  Google 


Biiklen:   Veher  ellipHsihe  Cooräinaten.  315 

nieter  parallel  mm'  und  fälle  vom  Mittelpunkte  auf  die  durch  den 
Eudpankt  diese«  Semidianieters  gehende  Tangente  des  Srhnitts 
ein  Perpendikel,  80  bedeutet  in  (U))  pA'xe  Griisse  dieses Perpendilccls. 

Das  vom  Mittelpunkte  auf  die  Tangential- Ebene  gefällte  Per* 
peodikel  aei  «o  bat  man  dafür  den  W^rth  in  elliptiacbeo  Coor* 
dioafen : 

(20)  ....... 

Hierin  i^t  folgeodes  Theorem  enthalten : 

Auf  einer  centrischen  Fläche  aweiten  Grades  iet 
ein  Linieoelement  gegeben;  man  atehe  in  dem  Diaroe- 
tralachnitte  der  Flficbe,  welcher  der  durch  diese«  Ele- 
Btat  gehenden  Tangential-Ebene  parallel  ist»  einen  Se- 
aldiameter parallel  dem  Elemente,  so  lat  das  Quadrat 
des  Perpendikels,  welches  rem  Mittelpunkte  anf«die 
dnreh  den  Endpunkt  dieses  Semidiameters  gerbende 
Tasgente  des  Schnitts  gefällt  wird,  gleich  der  Pol- 
4lstana  des  Elements  multiplizirt  mit  dem  vom  Mittel- 
(laikfe  auf  die  Tangential-Ebene  herabgelassenen  Per* 
peodikel. 

Dieser  Satz  gilt  allgemein  fdr  irgend  eine  Linie  auf  der  Flache. 
Beiden  Krtimmungelinien  utrd  die  Poldistanz  gleich  dem  Haupt- 
^rümnian^s-HalhiMesser  der  Fläche»  und  ji  fällt  sniammen  mit  einer 
Halbüxe  D  oder  D'  des  der  Tangential -Ebene  parallelen  Diame- 
trjüscbnitts,  also  Ist: 

PI)  R'-^f  RiE^z^D'.iy, 

«tiebes  der  Sets  von  Dnpin  ist 

Jede  Linie  auf  einer  centriseben  Fläche  zweiten  Grades  ist 
ebarakterisirt  durch  die  Formel 

(22)  Ad.5'.sin«  =  const. 

^  Wt  der  SmidisnMrfer  der  FIMia»  weleh«r  putalfol  det  Tangente 
^Uiie  bt,  (f  der  konjugirle  Semldiametet  In  d«m  Diametral« 
sMMe»  der  parallel  der  Tangential*  Eben«  Ist;  «der  Winkel 
iüwhun  beiden.  Bei  den  geodStisebe»  Linien  ist  P.därcon«!» 
(Itaehimsthai)^  also  aiicbt 
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(23)  d'.sioa^const 

Bei  den  koujugirten  geod&tischen  Linien  ist  P.d'seMtt 
(Cha6les)t  mitbin  auch: 

(24)  '  .  ^.8inas5Con«t 

b.smu  ist  nach  der  obigeo  £rklärang  offenbar  =J9»  also  liaiie» 
wir  nach  (20) : 

(25)  ^.Psconat 

Hierin  ist  dieser  Satz  ausgedriiciit: 

LiDga  einer  conjngirten  geodätiseben  Linie  aof 
einer  centriacben  Flftcbe  sweiten  Grades  iat  das  Pro* 
dokt  der  Peldiatans  einen  Llnienelementn  und  den  vaa 
Mittelpunkte  aof  die  Tangential-Gbene  gefSlllen  Per- 
pendikeln konntant 


Interessante  Abänderung  des  Ausspruclis  des  Gesetees 
der  gewöhalicben  Lichtbrechung. 

Von 

Herrn  Dr.  fFi7A.  Matzka^ 
PrufeMor  der  Hathemalik  an  der  Uocbschule  so  Prag. 


Die  folgende  Unistaltang  des  bekannten  Lebraataen  üImt  die 

gewSbnIicbe  Brecbung  des  LIcbtea  beim  Uebergange  an»  eines  , 
Mittel  in  ein  anderes  an^renzende^<,  von  welchem  Jener  über  ifie 

Zurücku erfung  des  Lirlitts  nur  eine  Besonderheit  ist,  entsprang 
aus  meiner  (im  Januar  1857  statigefundenen)  genaueren  Ervilgong  < 
eines  in  meinen  wiederholten  Vortragen  über  die  gegenaeitig« 
Stellung  von  Geraden  und  Ebenen  im  Räume  bebaodeitea,  so  wie 


J 
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ncfc  io  MBdbe  Lelirbflcher  dvr  Geometrie  (i.  B.  in  L.  Schill s  ^ 
TOB  SttaMiiiekrs  filemente  der  reinen  Matbematllc« 
I  1  Thei  1,  Geometrie.  Wien  1836»  8. 196.)  aufgeneBinieneo  Lehr- 
«atsee  Aber  den  Zaeamroeobang  der  Winkel  einer  geraden  Linie 
nit  den  in  einer,  ron  ihr  durchstochenen  Ebene  enthaltenen  Ge* 
raden.  Sie  *lürüe  einer  weiteren  Bekanntmachung  im  Kreise  der 
iuatbeniatificben  Physiker  wohl  sicher  lilr  irürdig  erachtet  werden. 

1.  Wenn  ehi Lichtalrahi  durch  eine  Trennnngsebene  svreiet 
Nittel  bindorchgebt»  wird  er  an  ihr  gewöhnlich  dergeetalf  gebro- 
eben«  dase  daa  Y^bfiltniee  de«  Sinne  des  Einfallawinkela  c 
tvn  Sinne  den  Refractiona-  oder  Breche nge winkele  q  .¥0« 
derGHIeee  dieser  Winkel  nnabbfingig  nnd  dem  in  dieser  Hineicht 

I  bestindigen  VerhAlfnisse  ti:l  gleich  anefttlt»  wo  n  der  Brecbnngs- 
isdex  oder  Brecbnngsexpoirent  genannt  an  werden  pflegt; 
tlio  dase  eich  verhSlt 

I 

'  ein  €  sein  o  =  a:1. 

I 

2.  Man  weiss,  dass  der  Neigungswinkel  ^  einer  geraden 
Linie  a  (Taf.  III.  Fi».  1.)  cegen  jede  Normale  oder  jedes  Loth  p 
einer  Ebene  il  «ich  ihit  itirem  ^^eigunqswinkel  gegen  diese  Ebene, 
oder  eigentlich  gegen  ihre  Projection  a'  in  dieselbe  Ebene,  zu 
einem  rechten  Winkel  ergänzt,  neniiich  da^s 

A      A       A      A  _ 
a.p -f   J= a*p -1- a.  a'  s=  90^ 

Sonach  ist  der  Sinus  jenes  erslerf  ii  Winkels  der  Cosinus 
tlicFes  letzteren,  und  man  knnn  deswegen  die  Sinus  der  obigen- 
zwei  Winkel  e,  q  durch  die  Cosinus  der  Neigungswinkel  ^'  des 
eiofallenden  und  gebrochenen  Strahles  gegen  die  Trenoungseiiene 
^  ersetsen ,  so  dass  sich  auch  verhält 

cos  e' :  cos    =ii :  1. 
^  Der  Cosinns  des  Winkels  einer  in  eine  Ebene  ü 


*)  Unter  Neigungswinkel  zweier  unbegrenzter  oder  Toller  Gern- 
^  begreife  ich  iinmer  den  i(lein«teii  Winkel  der  iUehtuugen  dieter 
Mim  Geraden ;  weshalb  derselbe  sie  •Cain|if  end  Insbesondere  bei  gleich- 
IMoien  Cteradca  Knll»  bei  schiefen  Gemdcn  spitz,  bei  senkrechten 
dNr  ndit  Ist»  oder  knrt  immer  im  ersten  Wiokelqeadmnten  liegt,  ron 

bis  ee»  sieb  etstreckt. 


* 
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eiovclineideDiieii  Gtrud^n.«  mit  bIr«?  lelitliii'««  fi«« 
radeD  d  der  Eb«Be  gleicht  dem  Produete  ans  den  Co- 
sinus de«  Neigongsu  i nk eis  jener  Geraden  a  gegen  ditfte 
£ b iM) e  oder  j4  u  l; e n  ihre  P r o  j  e c t i o n  u''  in  d i e  £ b e n e  u i) d 
aus  dem  (  osinui?  tles  Winkels  dieser  Projectiou  mit 
jener  \v i 1 1  kürlicben  Geraden,  vorausgesetzt,  diis?«  jede  Ge- 
rade nach  einer  genisseo  ihrer  beiderlei  Kicbtungeo  genoauaen 
werde;  nemlicb  eiii  iät: 

A 

cos  (a .  <Q = COM  u,a',  cos  (a  . <2). 

Denn  projicirt  man  von  der  Geraden  a  irgend  eine  Strecke  OA^r 
auf  ürderat  mittdbar  auf  die  Gerade  d,  d.  i.  suerat  In  die  Ebene 

ü  nach  OA*  tind  dann  noch  diese  Projection  auf  die  beliebrirt 
Gerade  d  nach  OD;   so  bildet  dort  OA  mit  ihrer  Projection  OA 
immer  den  INeigungswiukel  der  a  mit  ihrer  i^rujectiuii    ,  folglich  i»t . 

und  dabei  eben  so  u  ie  dieser  Cosinus  jedesmal  positiv ;  hier  abet  itt 

OD^OA'.cüaA'OD. 

Nun  ist  entweder  (wie  in  Taf.  III.  Fig.  1.)  der  Winkel  (a'.d)  spitzii;. 
also  A'OD—ia'  .d),  oder  es  ist  (wie  in  Taf.  III.  Fig.  2.)  fler  Win- 
kel (a'.rf)  stumpf,  also  yl'0/>>=  180^— («'.rf).  Oort  liegt  D  und 
OD  auf  der  Halbaxe  d  selbst,  hier  aber  auf  der  ihr  eutgegeoge- 

setzten  Haibaxe  c/,  oder  die  dortige  Strecke  OI>  ist  positiv«  ^ 
hiesige  dagegen  negativ;  und  somit  findet  man: 

OD=z  ±reoBa,a'con(a\d). 

Projicirt  man  nunmehr  noch  die  Strecke  OAsatr  direet  (geradew) 
auf  die  Gerade  d  auf  OD,  se  ist  jedenfatis 

ODz=rcosAOD; 

allein  jenachdem  (a' ,d)  spitz  oder  stumpf  ist»  folglich  OD  aaf  ^ 
oder  d  fällt,  niuss  auch  der  Winkel  (a*d)  spits  oder  stampf,  di* 
her  enhveder  AODss{a.d)  oder  « 180* ->(a.il)  sein,  nad  hier- 
nach ist: 

0/)=  +  rcos  (fl.c/) ; 

folglich  gibt  die  Gleiehsteltung  der  beiden  für  OD  gefundeaeo 
Ausdrücke  die  behauptete  Gleichheit: 

A 

cos  (n.d)s:  cos  a.a' .  cos  {a' ,  d). 
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^Sollte  insbesondere  d  rnif  a'  ^eokrecht  sJlehen ,  so  i^t  die 
Projectioi.  OD  der  OA'  auf  die  d  Null,  oder  der  Punkt  IJ  lallt  • 
aut  O;  liiitiiiii  rouss,  weil  J}  oder  O  auch  die  dirccte  I^rojectioii 
des  Punktes  A  der  n  auf  die  ist,  die  a  ebeulalls  aul  d 
senkrecht  sei».  In  diesem  Falle  % er.schwinden  die  cos(n'.ä) 
und  (u>(/^/,f/)  zugleich,  also  auch  beide  Ausdrucke  der  Projection 
ODy  und  sohin  gilt  die  s^efundene  Endg!eichtin<jr  aucfi  noch  in 
diesem  ^^nrll!l'rfalIe.  —  Diese  l^leichunir  behält  endlich  ihre  üil- 
tigkeit  auch  dann  noch,  wenn  die  Gerade  a  die  Ebene  ü 
nicht  sehneidet,  sondern  zu  ihr  gleichl.inft.  I)ef)fi  da  ist  sie 
auch  /M  ihrer  Projection  a'  gieichlnufi«;,  mithin  sind  die^e  beiden 
Geraden  n  uud  a'  gegen  jede  dritte  Gerade,  also  auch  gegen  jede 
in  der  Ebene  ü  liegende  Gerade  d  gieicii  geneigt   Sonach  ist 

«.«'=0  und  («r.ff)  =  (a  .<Z),  folglich  gilt  auch  da  noch  diese  all- 
gemeioe  Gleichuntr. 

4.  Als  Winket  zneier  geraden  Linien  überhaupt, 
welche  eotiveder  in  ihrer  ganzen  unendlichen  Er^treckang  nir* 
gends  zusammentreffen,  viie  gleichlaufende  und  gekreuzte  (nicht 
io  einerlei  Ebene  gelegene)  Geraden,  oder  deren  Treffpunkt  nicht 
geradehin  vorliegt,  pflegt  man  die  Winkel  anzusehen,  nelcbe 
eine  der  beiden  Geraden  mit  einer,  durch  irgend  einen  ihrer 
Panfcte  zur  anderen  parallel  geführten  Geraden  einschliesst,  oder 
auch  welche  awei  durch  einen  beliebigeo  Punkt  au  ihnen  gleich* 
laufend  gezogene  Geraden  mit  einander  ma(*hen.  Mitbin  hann 
man  anstatt  der  so  eben  betrachteten  in  der  Ebene  M  liegenden 
and  durch  den  Einnchnitt  O  der  Geraden  a  gehenden  beliebigen 
Geraden  d  nicht  allein  jede  irgendwo  In  dieser  Ebene»  sondern 
aneb  jegliche  wo  immer  anaserhalb  derselben  Ebene  so  Ihr 
parallel  gesogene  Gerade  g,  daher  kurz  jede  zur  Ebene  ü  gleich« 
Unfende  oder  gegen  die  Normale  p  der  Ebene  senkrechte  gerade 
liale  ff  wSblep*  Für  sie  Isl  nemlich  (a,i2) = (a .g)  und  (o' . d)ss  (o \  g) , 
mithin  auch: 

cos (a *g}    cos a,a', cos (u  . g), 
U. 

Seien  nun  zivci  das  Licht  durcblassciult  Mittel  an  einer  Grenz- 
oder L'cberi^anijsstelle  durch  eino  I  Jtcne  il  von  einaiulcf  getrennt 
(Tat,  III.  Fic:.  3.),  der  ei;il  ill< nde  Lichtstrahl  a,  welcher  im  Ehi- 
fallspuokte  O  mit  dem  Liriludsh  iiie  />  den  ^jiitzigen  EinfnlK-^tvin- 
kel  t  macht,  iverde  aul  der  Kehrseite  der  Ebene  vom  zwciien 
Mittel  nach  der  Richtung  ^  gebrochen,  irelcfae  mit  dem  oeueu 
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Eiurallslotbe  p,  der  entgegengesetzten  Richtung  des  ersten,  den 
spitzen  Brechungswinkel  q  =(p.O)  bildet*).  Dano  liegt  bekannt- 
lich der  gebrochene  Strahl  b  auch  in  der  Einfallaebene  np.  «elefce, 

weil  sie  das  Elnfallsloth  pp  enthftit,  auf  der  Trennongstbeae  il 
notbwendig  senkrecht  steht  und  somit  auf  Ihren  (geraden)  Ein* 
schnitt  tt'b'  in  die  Trennnngs,ebene  den  ganzen  Strahl  projicirt; 
wobei  sugleicft  die  Projectionen  o'  und  b*  beider  StrahlbSlften  s 
und  6  gleich  gerichtet  ausfallen.  Sonach  sind  die  Neigungswin- 
kel und  der  beiden  Strahlen  gegen  die  Scbeidungsebeae 
A  A 

a»a'  und  6.6*,  und  das  Brechungsverhfiltniss  ist: 

A  A 
ii:l  =  cosa.a':co86.6'. 

Nunmehr  sei  g  eine  wo  immer  zur  Scheiduogsebene  A  der 
zwei  Mittet  gleichlaufend  oiler  auf  ihre  INormallinie  pp  senkrecht 
gefithrte  Gerade;  dann  besteben  Tür  die  Halbaxen  a  und  6,  zu* 
tölge  der  Sätze  3.  und  4.  in  I..  die  beiden  Besiebungsgleicbungeo: 

A 

cos  (« .  ^)  SS  cos  a»a\  eos  (a' .  g) , 

A 

C08(6.^)  s=  cos 6. 6' «cos (6'  .g), 

und»  weil  und  6'  einerlei  Richtung  haben». iat  (a\g)^{b'.s)* 
Demnach  ist  das  Verhültniss 

A,  A, 

cos{a.g):cos(fi.g)  zseoBa.a  :cos6.6  • 

oder  dem  Vorigen  gemSss: 

cuj»  (a .  ^) :  cüi»  (6      =  it :  I. 
Sohin  erhalten  wir  folgenden,  bisher  in  keinem  phystkatiscben 
HandbucbeTerzeichnetenp  allgemeinen  und  beachtungswerthea  Sati: 


*)  Uci  dic4icr  Mcisungsweisc  (Icm  EinfalU-  uod  Brecbungtwinlrdt 
besteht,  weil  man  beide  stets  als  spitz  darsQtteileB  bsabsichtigt,  bei 
den  Physikern  die  bekannte  Gepflogenheit,  all«  flsr  RMitongen,  d«r 
beiderlei  Einüilltlothe  and  beider  StraUhilften,  Tom  Ehifiillspnakie  ssii 
theils  ine  ertto  Mittel  nrAek,  thelli  Ina  sweite  vorw&rla,  sn  eifiMi» 
mithMi  den  elofiilleoden  Lichtstrahl  in  telner  entgegengeaeCnteaBSak* 

lang  zu  nehmen«  so  das«  der  Einfallswinkel  J7)=  180* — ifi-f) 

ist.  Eigentlich  versteht  man  naler  Biafall«-  nad  Breehnngawhir«!  ksv* 
den  Neigungswinkel  des  eiafiihmdea  ond  gebreebenenSttaUes  geget 
das  ElnlhlUloth  oder  die  Normalihde  der  Trennnngeebeae  der  Mllld. 


Digitized  by  Google 


4t9  6e$et%es  äer  gew^hniicAeH  lie/ktirecAmff,  g^l 

Bei  der  (einfachen  oder  gewüboiichen)  Brechung  des 
Lichtes  an  einer,  zwei  Mittel  scheidenden.  Ebene  ist  das 
beständige  sogenannte  Brechangsverbältniss  (des  Hre- 
cbuDgsexpnnenten  7t  zur  Eins)  aucii  gleich  dem  VerbSltnisse 
der  Cosinus  lior  \Vinkel,  welche  der  einfallende  and 
gebrochene  Lichtstrahl,  narh  der  Richtung  ihrer  Fort- 
pflanzuns^  genommen,  mit  was  immer  für  einer  zur 
Trennuiit^sebene  gleichlaufenden  oder  zu  ihrem  Lothe 
senkrechten  Hieb  tu  Dg  bildeD. 

Der  Sat2  scblleiwt  schoD  die  wichtige  Bedlogung  in  sieb» 
data  die  VerlXngerung  des  einfallendeo  Licbtstrahle  Aber  den 
EiofalispuDkt  bioaue  init  den  gebrochenen  Sirable  anf  einerlei 
Seite  de«  Einfallalotbes,  nemlicb  auf  deeeen  Rttcbeeite, 
lalle;  weil  ja  der  Bedingung  {a' ,g)  =  {b* ,g)  gemSss  die  Projee- 
tionen  jener  zwei  Richtungen  auf  die  Trennnngsebene  genau  die- 
i»elbeo  sein  müssen. 

Die  Brecbang  des  Ltcbfes  übergebt  In  Znrflckwerrnng 
(Reflexion)  9  wenn  die  Neigungswinkel  des  einfallenden  ondgebrocbe- 
asn  LIcblstrablee  gegen  das  Einfallslotb  gleich  ansfallen,  also 
fst  wird^  ohne  dass  beide  Strahlen  in  einerlei  Geraden  bleiben« 
In  diesem  Falle  bildet  nemlicb  die  Richtung  des  snrflckgewerfe- 
Ben  Strahles  b  (Taf  JIL  Fig.  4.)  mit  dem  fiinfallalethe  p  anf  dee* 
•sa  Kehrseite  einen  eben  so  grossen  spitsen  Winkel»  als  welchen 
die  entgegengesetzte  RIcbtnng  des  einfallenden  Lichtstrahls  a  mit 
demselben  Lothe  auf  dessen  Vorderseite  macht ;  jener  Refleiiens* 
wiekel  ist  siso  diesem  Einfallswinkel  gleich. 

Da  wird  demnach  der  Brechungsindex  »  =  folglich  cos(a.^) 
=  cos(6»j^)9  also  auch  der  Winkel  (a.jF)  =  (6.^)« 

Dies  ist  in  der  That  richtig»  wie  man  sich  fiberseegt»  wenn 
man  die  Richtung  a  des  einfallenden  Strahles  jenseits  der  snrflck« 

werfenden  Xhene  4  nach  a  Terlängert  und  durch  den  EinfaHsponkt 

0  nnd  die  (gerade  g  die  Ebene  legt,  welche  die  Ebene  4  in  der 

mr  fj  parallelen  geraden  Linie  schneidet.  Deiiu  wie  aa  und  6 
irctjeii  (ias  FVinfallKiotf)  p  gleich  froneii^t  sind,  eben  so  Hind  sie  auch 
gegen  die  Ebene  ü  oder  gegen  ihre  gemeioschaftiiche  Projection 

fl^'  in  diese  Ebene  gleich  geneigt,  nemlicb  es  ist  o.6'=a.6'=Ä.ft'. 
Allein  die  Reflexionsebene .  welche  dir  Geraden  oa,  p,  b  und  b* 
enthält,  eteht  auf  der  Uückstrahluogscbene  il  senkrecht;  mitbin 
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naeht  j«d»  io  Mtm  Ekm  ügoiogeMRiclitiiogir  ttitte  Uta 

Geraden ä ond 5 gleiefce Winkel ,  nemlicli ca Ist (a,d)^{a,d) :={b.d). 
Da  endlich         ist«  mosa  auch  {(i,g):={b,g)  sein. 

Weil  mao  in  den  aTialytiscben  Rechnungen  über  den  Ging 
der  Licbtatrableii  den  Winkel  q  ale  den  Winkel  den  aweiteo  ESik 

falUlotbeap  mit  dem  gebrochenen  Strahle  anaiebt,  oenlich  ^=(^.6) 
aetat,  und  weil  für  nssl  der  ein 9«=  eine  wird«  ao  kana  aiai 
entireder 

^  =  «  oder  |)=180**  — « 
aetsen.  Die  Satxnng 

findet  bei  der  Brechung  des  Lichtes  statt,  wenn  in  einer  Rsike 
aua  Paaren  ton  Mitteln  der  Index  11  der  Grenxe  1  xnatrebt  Dit 
Sataung 

dagegen  findet  erat  filr  die  Zardckwerfnag  dea  Lichtea  stitt 

Hieratis  folgt,  dasn  der  in  II.  fiir  die  Brechung  des  Lichte* 
erwiesene  Lehrsatz  auch  für  dessen  Zurürkuerfung  gilt,  weon 
man  nur  den  ßrcrhiingsexjxwienteo  nsL  und  den  BrecboBgt- 
wiokei  i^sslÖÜ^  —  e  sein  iasat. 

IV, 

Werden  die  beiden  das  Licht  durchlassenden  Mittel  dorck 
aine  krumme  FL^irhe  geschieden  oder  wird  das  Licht  in  eiaen 
und  demaelben  Mittel  von  einer  krammen  Spiegelfläche  zu- 
iflckgewerlen,  aa  kanni  weil'  der  einfallende  Lkhtatrahl  jederzeit 
einfach  voranageaetzt  wird  nad  er  somit  dieae  Treonnoga-  ailci 
Spiegelflfiehe  bloa  in  einem  einzigen  Punkte  trifft,  die  an  di^ 
aem  Einfailapankte  snr  FIftcbe  lagbare  Berahrungaebene  di« 
Fliehe  aelbat  eraetzen.  Somit  kommt  dieser  Fall  der  krvmvm 
Scbeidangaflicben  auf  jenen  der  vorhin  betrachteten  ebeneo  xo- 
rfick,  oder  man  hat  bei  ihnen  als  EinfalUloth  bloa  die  Noraule 
der  krummen  TrennungsflScbe  im  Elnikllapunkte  anznaeheo. 

Die  Haqitvortbeile  bietet  der  von  mir  aufgestellte  Aussprocb 
dea  Lichtbrechongageaetaea  bei  analytischer  Behandlung  der  a»/ 
Brecirang  oder  Zorückwerfang  des  Lichtea  Baaag  habendes  Ati^^ 
gaben  mittele  rechtwinkeliger  Coordioalen;  weil  hierbei 
die  Coafaiae  der  Winkel  gerader  Linien  a«a  ihren  Richteaatii«  1 
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berechnet  uerdert  können.  Die  Auflusutig  der  nacbColgentieo  zwei 
Aufgaben  Hird  dies  ersicbUicb  machen. 

V. 

Brsie  Anf^nhe,    Die  T renn nngs ebene  sweier 

llittel  and  der  einfallende  Lichtstrahl  seien  gei^eben, 
man  8ucbt  a.  den  gebrochenen  und  b.  den  zur ückgeivor- 
reoeu  Lichtstrabi. 

h  Zur  positiven  (oder  Vorder«)  Seite  der  TrennengeebeDCi  M 
viblen  wir  dieienige »  enf  weloher  der  Anlang  der  rechtwiekligeo 
Coeidinatenexien  der  %  liegt;  nnd  positiv  lassen  wir  dieje- 

■Ige  Richtung  ihrer  Normale  oder  des  EinCallslotfaes  sds»  welche 
TOD  der  Trennungsebene  aus  auf  die  positive  Seite  derselben  geht. 
Die  Cosinus  der  Rieht  «vi  nkel  *)  dieser  Normale  seien  u,  />,  c; 
der  (senkrechte)  Abstand  der  Trennungs-  oder  brechenden  Ebene 
ü  vom  Coordinatenanfans^e,  im  positiven  Sinne  von  jener  Ebene 
tu  diesem  Punkte  »ezahlt^  sei  d:  und  die  Coordinaten  eines  lau- 
fenden (wandeibaren)  Punktes  derselben  £bene  seien  X,  z; 
dann  ist  die  Gleichung  dieser  Ebene 

(1)  ax -{^  ex^d* 

Ueiikefi  «vir  uns  einen  Punkt  |r/^  im  Räume  auf  der  Vorder- 
i»eile  der  brechenden  Ebene  Ü,  durch  ihn  zu  dieser  Ebene  eine 
andere  piiralle!  gelui»t,  und  diese  stehe  um  ^  vom  Coordinaten- 
ufüprunge  ab,  so  ist  in  gleicherweise  dieser  (gteichfalls  von  der 
£bene  aus  zum  Punkte  hin  gezählte  oder  an  der  £hene  anfan- 
^ende)  Abstand 

(2)  dS  +  Ä^-f  c?  =  ^. 

Aaf  dass  nun  dieser  Punkt  aut  der  V  orderseite  der  Fl>ene  Ü 
lie^,  mnss  die  Entfernung  der  durch  ihn  parallel  gelegten  Uilfs* 
fhcse  von  der  ü,  nemlich  der  Unteiscfaied  d-^d»  pesMIv  mv- 

Ans  etnem  solchen  vorderen  Punkte  It;^  gehe  onn  ein  Lieht- 
«hahl  ans,  positiv  Im  Sinne  seines  Fortschrittes  gerichtet,  habe 

die  Richtcosinus  a,  ß,  y  und  einen  laufenden  von  ^t]^  um  r  ab- 
stehendeu  Punkt  u:,      x\  dann  sind  seine  Gleichungen: 


•)  Ricbtwinkfi  onin-  Geraden  heisscn  hier  die  hulileii  Winkel,  welche 
dtf  pffsiiive  Rtclititii^  (lif^srr  Geraden  mit  den  positiveu  Uiehüingen  der 
üiti  w \ii!,elrer!Uen  rnurdiiiaienaxcn  der  X,  fj,  %  bildet.  Ihre  Coninua 
ACfiae  ich  Kjiuter  kurx  die  Riclitcu«inus  jener  G^rtulco. 
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a       ß  r 

Dieser  einfallende  LIchtotralil  trefle  die  Scbeidangeebene  M  m 
einem  Pnnkte  i'^'C  (dem  ElnfalUpunkte)  im  Abstände  k  m 
so  liefern  diese  Glelcbtingen  (3)  in  Verbindung  mit  der  (I)  Äe 
Besfimmangsgleiehnngen 

(4')  +       n'=ni'ß^*  f=t+yit, 

(40  a6'  +  6i,'  +  c{'  =  rf. 

Die  entgegengesetzte  Ricbtnng  dieses  LIebtstrabls»  deren  Rkht- 
coslnos  —a,  —  /  sind»  macht  mit  dem  Elnfallslethe  (s» 4, e) 
den  (spitsigen)  Einfallswinkel  mitbin  findet  sieb  fieser  HiU»- 
winkel  ans  der  Bestimmungsgleichung 

(5)  cose=s  —  (ace  -f  bßi-ey), 

wofern  der  dem  Glerchlieitszeiehen  folgende  Ausdruck  sich  posi- 
tiv ausweist.  IVliilti[>licirt  man  nun  die  drei  orsfen  GleichunceD  (4) 
mit  a,  b,  Cf  so  gibt  ihre  Summe  nach  geringen  ümstailuogen: 

(6)  .  k='^-^. 

^  *  '  OOS« 

wonach  die  Gleichungen  (4^)  sofort  die  Coordiuaten  des 
Eiofallspanktes  vollständig  bestimmen. 

2.  Von  ibm  geht  der  gebroebene  LicbtstrabI  ans  asf  die 
negative  oder  Kehrseite  der  Trennungsebene  los  swelte  ftliitei; 
positiv  gerichtet  im  Sinne  seiner  Fortpflanzung  habe  er  die  frag- 
lichen Richtcosinus  a'ß'y*  und  mache  mit  der  ent^egent^esetstes 

Kichtnng  ( — a,  — 6,  — c)  des  EinfalUlothe«  den  8piUen  Ürechuogs* 
winke!  ^,  dann  muas  der  Ausdruck 

(7)  cos  ^= — (sa'  +  6ß'  +  ey') 


;()si 


entschieden  positiv  ausfallen.  Zur  Bestimmung  dieser  Kichtcr 
Dus  a'ß'y'  beoQtzen  wir  eine  beliebige,  auf  dem  Eiafallslotbc 
(a,  b,  c)  senkrechte  Richtung,  deren  Richtcosinns  an  den  Zahlen 
A,  ß,  C  proportionirt  sein  mOgen  und  Itir  die  demnach  die  Be- 
dingung 

ud bß -1- eC^O 

besteht.  Dann  sind  die  Cosinus  der  Winkel  dieser  Hilfsrichtun«: 
mit  den  Richtungen  (m,  ß,  y)  und  ß' ,  y')  des  einfallenden  nsd 
gebrochenen  Strahles  proportionirt  au  den  Summen 

uA^ßB^yC  und  u'A^ß'B^y'C, 


Digitized  by  Google 


än  Geseltes  der  gewöhniicMn  UßlUärecAim§.  S25 

imd  gemäss  oDseres  Aussprii eil  es  des  Rrechungsgei^etzes  (in  Art  II.) 
}br  Verhältniss  gleich  dem  ^recbungsverhaltnisse,  das  wir,  zur 
Enielung  von  Symmelrie  in  anseren  späteren  Rechnaogsformenf 

direh  - :  \  darstellen  wollen.  Sobin  ist : 

n  n 

{uA  +  iJÄ  +  jC) :  {a'A  +  ß'B  +    C)=^: j|;  ' 

md  dänadi 

(»V  -««M  -f  (n'/8'— fiftÄ-|.  («y  -ny)  CäO. 

Diese  und  die  vorige  Gleichung  können  bei  der  Wiflkör  der 
Zahlen  B,  C  nütsanimen  bekanntlich  nur  dann  bestehen,  wenn 
die  rnefticienten  dieser  Zahlen  in  einerlei  Verbaitoiss  zu  einan- 
der stehen«  also  vrenn  sich  verhält: 

~ — =6 — = — e=T 
wwn  die  Hlllitahi  m  der  Bedingong 

m«  =:  (»V — ««)«  +  (»'/S'— w/J)»  +  (n  V — «y)* 

genagt.  Wfirden  wir  selbe  bereits  kennen»  so  bitten  wir  Kir  die 
lesochten  Richtcosinos      ß^,     die  Beetimmnogsgleicbungen : 

n'ß'  =  n/J  +  m6, 
=s  ny  -|-  me. 

Erbeben  wir  diese  zur  zweiten  Potenz,  zählen  sie  zasaromen  und 
Wichten  die  Gleicbong  (ö)  mit  den  bekannlen  BesiebnngsgleU 
cbragen 

tt*  +  /s^  +  y*  =  l» 

SS  cfffolgt: 

— 2n  cos  e .  m  =  fi'* — «*, 
od  daher  die  fragliche  Hiirsiahl: 

m  SS  II cest  db  V  ii^^«*alni*« 

über  da»  Dnp|ieizeichen  zu  entficheiden,  miiltipliclrcn  wir  die 
(üeicbiingen  (8)  mit  — n,  — b,  —c,  addiren  sie  und  berflcksicb* 

tigeo  die  Ausdrucke  (5)  und  (7)»  so  erhalten  wir: 
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n*  CO«  p  =:  M  co6£  —  jn  =  ^    »'*  —  «*  sio  c*. 

Htemut  eraehM  wir  nun,  weU  n«  ab  «bwilvte  Zahle»  an- 
gesehen werden  und  cosp  poeitiv  sein  nraee,  dass  obiger  Wurzel 
das  untere  Zeichen  zugeachrieben  werden  mus8,  folglich 

(9)  m  s*  Rees  «—  V  «'»—«•sin  ^ 

za  setzen  ist.  Noch  finden  wir  eben  daraus  ganz  leicht; 

n*sin«*  =  n*^  uro 

oder,  weil  alle  vier  Potentlande  positiv  sein  mOssen,  die  Wiiriel- 
gleicbungi 

(10)  nsine  =  tt'sin^  oder  sioe:sin^=:^:^» 

welche  Pi ojioTtioii,  da  sie  uns  ohnehin  [)(  kannt  ist,  uns  hier  nur 
die  V  ersicherung  gewährt,  dass  wir  aut  der  rechten  Bahn  uns 
bewegen. 

3^  Bezüglich  der  Berechnung  der  llilfssahl  m  liesse  sich  noch 
die  Bemerkung  beifügen,  dass  man  den  positiven  eose  ans  (5)» 
und  aus  ihm  oder  nach  dem  aus  ihm  leicht  ahzuleitenden  Ausdracke 

(11)  sios»  «       <fft2  ^  (es— fly)a  +  {jB^^lm^ . 

auch  noch  den  pn>ifiveii  8ine  berechnen  und  dann  sogleich  für  ^ 
aus  obiger  Proportion  den  positiven 

9t 

(12)  sln^s-^sinc 

auffinden  könne»  mit  dessen  Hilfe  man  endlich  die  rermiUeiniie 
Zahl  m  aus  dem  in  der  Form  (9)  begründeten  Ausdrucke 

(13)  msitcos€— fi'eosi^ 

ausrechnen  kann. 

Sobald  der  Zafalwerth  von  m  bekannt  ist,  lassen  steh  sofort 
gemlss  der  Gleichungen  (8)  die  allein  noch  unbekaonten  Riebt* 
Cosinus  a'/Sy  des  gehroebeneti  Lichtstrahls  aosmitteln  und  dil- 

durch  dieser  Strahl  vollkommen  bestimmen. 

Zieht  man  es  vor«  die  Gleichungen  desselben  MisammertEit* 
stellen»  so  erhält  man,  wenn  (x'y*z')  einen  auf  ihm  wandelnden 
und  vom  Einfallspunkte  (IVi^)  positiven  FahrstrshI  ab* 

Steheoden  Punkt  bezeichnet»  selbe  in  der  Gestalts 

(M)  "ir"-Tr^-^~i 
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i\ach  KiiistelKing  der  fflr  |',  «j',  flf,  ß',  y*  e^luntlencn  Aaa- 
f^rScke  findet  man  endlich  die  Gleichungen  des  gebroche- 
nen Lichtstrahl«  in  der  Gestalt 

'  nu-\-ma        nß-^mb        ny\-mc  1?* 

worin  nur  ooch  k  und  m  durch  ihre«  gemfit«  deo  Ausdrucken  (6) 
aad  (9)  oder  (13)  so  berechoomlen  Zahlfvertho  m  erMtsen  komMB. 

4.  Der  fi'nkrochte  Af»stand  tV  der  durch  den  laufenden  Punkt 
(j'y':')  7.UT  brechenden  tbene  ü  parallel  p;eleeten  iJjf  ne  vom 
Ceordiuateourspruoge  iit,  dem  Ausdrucke  (1)  nachgebildet, 

daher  auch 

=  «(r + o'r')  +  6(V  + /5V0  +  eff+yV) 
=  d  —  r'coit^; 

mithio  Ut  die  EntfernuDg  des  Punktes  (a?V^O  gebrochenen 
liebtstrahle«  Ton  der  Trennongseheoe  ü  selbst: 

nd  sohtn»  weil  und  cosp  positiv  sind,  sicher  negativ;  zur 
BeetStigun^;,  dass  jeder  Punkt  des  gebrochenen  Licht- 
strahles auf  der  Kehrseite  der  die  beiden  Mittel  scheiden- 
deo  Ebene  A  liegt. 

'  Noch  wollen  wir  uns  die  Ccherseugang  verschaffen»  dass« 
wie  am  Schlüsse  des  Art.  IL  angeführt  wurde,  di>e  VerlSnge« 
rang  d«s  einfallenden  Lichtstrahls  (Iber  den  Einfalls'- 
ponkt' hinaus  wirklich  mit  dem  gebrochenen  Strahle» 
in  4er  fiinfailsebene,  auf  die  ROckselte  des  vollständigen 
Einrallslothes  falle. 

Der  für  die  Gleichungen  (3)  des  einlallenden  Lichtstrahles  vor- 
ausgesetzte laufende  Punkt  {x,  y,  z)  liege  über  den  Cinfallspunkt 
il'yf^)  hinaus»  also  um  die  positive  Strecke  r^A  vor  ihm,  weil 
jener  Punkt  um  r»  dieser  um  k  von  dem  Ausp^angspwnkte  die- 
ses Strahles  aftisteht.  Dann  ist  denselben  Gleichungen  entsprechend : 

Mit  dieser  Strecke  r  —  k  des  einfalleDden  Strahles  liegt  die  eben- 
falls vom  Einfallslothe  ausgehende  und  im  wandelbaren  Punkte 
(j'yV)  endende  Strecke      de^  geiirocheoen  Lichtätrableä  in  dem- 
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Mlbea  rechten  Winkel  des  zweiten  Eitifalislothes  mit  der  tiek- 
wSrtigcii  Halbecbeid  der  Einschnittslinie  der  Einfallsebeiie  in  die 
TreDniingselieiie,  da  sie  mit  dieflem  Lothe  di«  «pilten  Wifikd  t 
und  9  machen.  Ibra  Projectionen  auf  die  Trennaogtebene  jt«Dd 
aonadi  besiebungswdse 

(r — k)s,me  und  r^sio^. 

IHeae  Projectionsstreclcen  icOnnen  gleich  lang  werden,  also  aach 
mit  ihren  Endpunkten  fibereinfallen,  wenn  znr  willkürlichen  Strecke 
r*  die  andere  so  bemeö^üo  wird,  dass 

(r  ^k)  «in«  =  1^  ain  ^ 

aoafidlat  nemlieb  daaa 

Sin  e  w 

mit  Besag  auf  die  Proportion  (10)  beneaaen'  werde 

Dann  werden  die  Endpunkte  (ae,  ^,  z)  und  (^9  diaier 

zf^ei  gegen  einander  so  abgeglichenen  Strecken  r  —  k=ir*—f  and 

r*  durch  einerlei  Senkrechte  auf  die  Ebene  ü  projicirt,  oder  die 
durch  dieae  zwei  Punkte  hindurch  gehende  gerade  Linie,  deren 
Ricbtcoainna  sonach  den  Unterschieden  — yf.z'— < 
proportiottirt  aind»  mnaa  zum  Einfallalothe  (a,  b,  c)  parallel 
aein,  folglich  innaa.  aich  verjialten: 

was  in  der  That  zutrifft.  Denn  nach  den  Gleichungen  (14)  des 

gebrocbeueo  LichUtrahles  ist 

y'-V^/JV,  l'-fsr/r'j 

und  nach  den  Gleichungen  (16)  des  verlängerten  etofaiJendefi 
Licbtatrablea  bat  man: 

«-{•»«^r».  9-^=ß^^.  *-V=rly'i 

daher,  wenn  nan  diese  Gleichungen  yon  jenen  abaieht  nnd  dto 
Anadracke  ana  (8)  einaetat»  fiadet  man : 

i  n'af — nu,    mr*        .  n'ß'  —  nß. 
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all»  Id  WliMdiMf  die  m         Mvogenen  Proportionen 

a  b         c  «' 

lur  Vergewieseriing  von  der  Richtigkeit  unserer  Behauptung. 

6*  Um  aus  diesen  fttr  die  Liehtbrechung  gefuDdenen  Formeln 
sofort  jene  für  die  Zerdekpralliiiig  des  Lichtes  su  erhalten, 
bfmcht  man,  dem  Art.  Iii.  gemSs»,  hios  den  Brecbongsexponen- 
ten  a':fi=l^  also  =  und  zugleich  ^  =  180^— al^u 
co8^=  — cos£  ZU  setzen. 

IFfir  den  auffallenden  Lichtetraiil  ▼erblelben  natfiriieb  die 
GMcbungcn  (1)  bis  (fi)  in  ihrer  Giltigkeit,  dagegen  findet  man 
^  firden  anrflckgeworfenen  LicbtatrabI  anTOrderat  vermOge 
Ii  (13)  die  Hilfaiabi 


I  m=sii.2co8€y 

I  sonach  zufolge  (8)  dieses  Strahles  Richtcoäious : 
I  /  fi('=5a-|-2acoaf» 

(17)  I /S'=;/5  +  26cose, 

\  Y  =y  -t-  2ecot«; 
Qod  gemfias  (15)  seine  Gleichungen : 

^  '       a-i-2acosc~~ /34-26cos€  y+2ccos« 

HozQ  die  Ausdrücke  von  k  und  coae  aus  (6)  und  (5)  zu  entneh- 
men kommen. 

Der  lanfende  Punkt  {x\y*ti^\  r')  dieses  anrflckgeworfenen 
Liehtitrabls  steht  von  der  Trennungs- ■  oder  Spiegel -Ebene  ü 
I  zaib%e  FrÜbefem  um  die  positive  LSnge 

,  d' — i2=r' cose 

( 

!  tb,  folglich  liegt  er  und  mit  ihm  dieser  g&»ze  Strahl  auf  der  Voi-- 

^  der&ette  der  spiegelnden  Ebene  oder  er  gebt  ins  erc$te  MiUel 
{  wieder  zurück. 

'      Oerselbe  P^nkt  erbIK  mit  demjenigen  Punkte  (^*y»t\  t-k) 
^  Verlingemng  des  auflallenden  Licbtatrables  einerlei  Projeetlon 
*  in  der  Spiegel- Ebene,  filr  irelcben  r — k^f^  ist,  der  nemlich 
mit  Ihm  gleicbtrelt  vom  Einfallspunkte  absteht,  was  auch  aus  aade- 
I  res  etofacben  Betrachtungen  einleuchtet. 

'»h«il  XXXIV,  22 
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VI* 

Zr  w e i  t e  Ah a b e.    Wenn  die  krumme  Trennung.«- 
I'llichc  zweier  Mittel  nnd  der  (inlallende  Lichtstrahl 
(durch  ihre  Gleichungen)  gegeben  sind,   soll  a.  der  izchro 
cheoe   und  b.  der  xuruckgeworfeae  Strahi  gesiLcbi 
werden. 

1.  Für  rechtwinkelige  Coordinatew  a;,  z  sei  die  Gleichung 
der  trenneoden  Fläche  zweier  iMittel : 

und  die  Gleichungen  dee  einfiillendeD  Lichtetrahiee  »eien»  irie  m 
der  ersten  Aufgabe: 


(2)  ^'=^'^~  =  Ä. 

I 


a       ß  r 

pw  Einechnilt  dieser  Geraden  io  jene  FIftche  —  der  EinfaUepenM 
ls,$f,ti  R)  —  ergibt  eich  aus  diesen  vier  Gleicliungen,  und  awar 
vieiJeieiit  am  einfachsten^  wenn  man  in  (1)  fOr  y,  t  ihre  Am- 
drflcke  ans  (2) : 

(3)  x^Hf^R,  y=:ij  +  i3i5C,  x^ti^yR 

einstellt,  ans  der  so  entstehenden  Gleichung  den  Fahrstrahl  R 
sucht  nnd  ^eioeo  Ausdrucli  wieder  in  (3)  einsetzt,  um  a:,ff,  i 
zu  erhalten. 

Sei  ottn  die  Dtlbrentialgleiebnng  der  Piftche 

.   (4)  df(x,y,z):=:piLc-{rqdtfi^rdz=^0, 

und  seien  die  dreierlei  partiellen  Differentialquotienleu  p .  ij ,  r 
auf  den  Einfallspunkt  bezogen;  so  iiiulet  laau  die  Kichtcoisinu> 
ff,  ft,  c  des  Einfallslothcs,  d.  i.  derjenigen  Ualfte  (oder  liichtunf^ 
der  Normale  zur  Trennungsfläche  am  Einfallspunkte,  welche  aui 
jene  Seite  der  FISche  hingeht,  von  welcher  der  einfallende  Licht- 
strahl zur  TrennuugsÜacbe  gelangt^  aus  den  Proportionen: 

(6)  ?  =5=5  =  1. 

wefern 

(»)  +  = 

gesetzt  und  von  dea  beiden  entgegeagesetst  gleichen  Wi 
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^  mtnM  i  derjenige  gewillt  Wh4,  Mk  it»  IS^  IflffMclMV 

Richtcosifiiis  ihre  rechten  QualitfitszeicbeD  empfangen. 

Da  im  vorliegenden  Falle  die  krumme  Scheidungsfläche  der 
Mittel,  zufolge  des  Art.  V\,  durch  ihre  üerübrungsebene  am  Ein* 
falUpunkte  vertreten  werden  kann,  so  dürfen  wir  sogleich  die  in 
der  ersten  Aufgabe  aufgefundenett  ecblieaslicbeu  Rechouogsvor* 
ginge  in  Aoweadang  briogeii. 

ilemgemies  encbtn  irir  vor  Allem  deli  npNM  EhifcIlMriviDel 
f»  necb  V«  (5),  eue  dem  poeitiven  Anednicbe 

daoD  wie  frilber  die  Uilfeiabl 

* 

(9)  m  =  ncoe^^  Vn'^-ii'eiD««. 

oder  auch  vorerst  den  spitzen  brecbungäwinkel  q  aus 

n 

aod  nachher  erst  diese  iJiUszahl 

m 

(10)  mssfieoKi^w'eoap. 

Sooach  erhalten  ^ir,  zufolge  V.  (d),  den  gebrecbeilen  Strahlen 
Hicbtconiims  af,      /  nun 

(11)  \  n'ß'=tnß  +  jq, 


i 


l  fiy=iiy+--rj 

and  endlleh  die  In  Frage  genteilten  Gleiebnogen  den  ||ebro' 
ebenen  Strehlen; 

^  '  ntn-f-mi»       mß-^-mq  luf-^mf 

2.  Für  von  d^rüclbeii  Fläche  am  nemlidfieff  Einfaltspunkte 
/unickge»  f)  rfenen  Strahl  erhalten  wir,  gemäss  V.  (17)  und 
(Itii),  seine  Kichtcosinus  aus 

(1^  e'«x«+2^eon«.  ß'^ß^I^eo^ü  /^/-f 2^«on<, 

S2t 
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(14) 


TU. 

Beispiel.  Die  brechende  oder  zurückvrertende 
krumme  Fläche  sei  ein  £llipeoid. 

Versetzen  wir  die  Coordinatenaxen  in  die  Azen  des  Ellip- 
seids selbst»  deren  Liegen  %A,  2B,  2C  sein  selten »  so  ist  seiiie 
Gleichung : 

und  wir  erhalten  f&r  den  Elnfallsponkt  die  Coordinaten 

und  den  Fahrstrahi  H  aus 

oder  wenn  wir  abkürzend  setzen: 

«I     ßv     yt  p 

(3)  ^  C^^^ 


aus 


Sonach  Ist 


^  ^ 


wofern  man  setst: 

oder 

(4) 

«  -       c«-  V  fit"  /  ~  ^  .c/<  V  vior/ ' 


des  Gesel%e9  der  gewöiiiUichen  UcUiöreckung.  ^8 
und  (iah«r  erhalt  luao  R  ausgedruckt  niitteb 

(5)  Ä  =  T^- 

DilfereDsirt  mau  die  Gleicbuog  (i),  «o  gibt  äie 


folglich  ist: 


«od 

(7)  i^^L»^'lMR\N, 
trenn  man  abkfirsend  seilt: 

Daoacb  findet  man  e  aus 

(9)  cos  es  s— .=  

uud  die  Hilfszabl  m  aus: 


»=  -  (»7)  -V^ii'«-f»H  («  j)». 


Zu  alleo  diesen  vorbereiteten  Werthen  bieten  die  GleicliUQ« 
len  (12)  und  (14)  in  VI.  sofort  die  fraglichen  Gleichangen  4m 
gflhfoehifoeD  ood  des  snriickgeiPOffiBiien  LlchtstraUes. 
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XXI. 

Allgemeinere  Bestimmung  der  Länge  von  Nonien  an 

Blaasastäbeo. 

Vau 

Herrn  Dr.  fVilh,  Matzka, 

Prafestotir  6e.r  Mutliciuaiik  an  dct*  lluchttchule  in  Prag. 


All  gerad-  und  kreisHoigen  Maassutäben  ptlegt  mnn,  zur  Mf9- 
8ung  von  aliquoten  Theilen  oder  von  Bnlchen  der  auf  dem  Maass- 
Atabe  selbst  noch  aufgetragenen  kleinsten  Theilchen  (Strecken  oder 
Bogeo)»  oft  eio  kleines  llilfsmaassstnhcbeat  ^onius  oder  Ver- 
nier  genannt,  daran  entlang  scbleifbar,  anzubringen.  Die  Be* 
ütiraroung  der  Länge  und  der  Gleiehtheilong  dieses  Nonins  nird 
in  den  Lehrbflcbern  der  angewandten  Gfonetrie  und  der  Ph|«ik 
immer  nur  in  bescbrSnkter  Weise  gelehrt.  Gleiehwohl  ist  nsel 
eine  allgemeinere  solche  L&ngenhestivronng  der  Neaifii» 
wenigstens  in  der  Lehre  (Theorie),  mfiglich«  welehe  unter  gewis- 
sen Umstanden  dennoch  anch  sur  wirklichen  AusRlhnittg  und 
Anwendung  (Praxis)  geeignet  sein  dffrfte 

1. 

Sei  iihf>rh?<i!pt  d'e  kleinste  auf  einem  Kolchen  Maassstabf 
nuch  aufgetrai^cnc  L^ioge  =      Jeder  der  auf  dem  Nonius  beüuti- 

')  Ihre  Grundlinien  und  ihr  Hauptergebnin«  halte  ich  bereiU  im 
Juni  1849  in  meinen  Vorlesnngen  über  pralitieeh«  GaosieCrie  an  künt^l 
bökmi«cben  st&ndischcn  Poljtechniknm  hier,  ko  vle  auch  am  11 
nnnr  1856  in  dor  SiUnng  der  natu rwicteovobafllieheii  und  mnthemaiinl'fn 

Section  der  hiesig^en  köniß^l.  linlunli*(  hf n  fiescllschaft  iler  \\  ihsenicbaf- 
tpii  vorgetrai^rn  .  wie  in  den  /Vliliandiiing^cn  dieser  Gesell srlmft " ,  5te 
Folge,  Hur  liand.  Vra^  1857,  auf  Seite  öt.  der  ,,Getchidite  der  Gt- 
•elUcbaft*'  berichtet  wird. 
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ficften  gleichen  Theile  =  v,  und  denke  man  sich  den  Anfangs- 
Oller  Nullstricb  des  Nonius  in  der  Verlängerung  eines  Theiistricbs 
lies  Maassstabes»  welchen  Tbeilstrich  wir  hier  kurz  auch  als  deo 
lallten  des  Maassstabes  zSbien  wollen,  so  ist  der  Unterschied 
mischen  einem  Noniustheil  v  und  einem  Maassstabtbeil  f»,  oder 
der  Abstand  des  ersten  Nooiusstricbes  vom  ersten  Maassstabstriebe 

entweder  v-^f^  oder  ^-^v, 
je  nachdem  y>fft  oder  y<f»  ist 

Soll  dieser  Unterschied  oder  Zwischenraum  etliche  aliquote, 
etwa  t  der  iiteo  Theile  des  Maassstabtbeiichens    betragen,  folglich 

V — j*s=:i    oder  II— v=:i- 
M  it 

«ein,  so  muss 

hier  v=-jj— f»,  da  v=-j^;», 

also  meno  man 

f I  ^  t  =  m 

«etst« 

f» 

gemacht  werden,  ncmlich  es  muss  eine  gewisse  Anzahl  (m)  Maass- 
stahtbcilcben  auf  den  Nonius  übertragen  und  sobin  dessen 
^änge  mfft  in  ti  gleiche  Tbeilchen  (v),  getbeilt  werden.  Uiernach 
Mgt  es  sich  also  um  jene  Anzahl  m  auf  den  Nonins  zo  {Iber- 
«stieader  Maassstabtbeilchen»  insofern  der  Nenner  oder  die  Ad- 
«ahl  n  der  Gleichtbelle  des  Nonins  wie  fast  immer  als  angegeben 
▼oriBigesetzt  wfrd* 

Derogemäss  ist  der  Abstand  des  pten  Theilstrichs  des  Nonius 
vom  jrten  Theiistriche  des  Maassstabes  oder  der  Unterschied  der 
Idingen  pv  ond  pfi  entweder 

--P^-P  - 

<»der 

»«mlich  imnMr  das  |»laebe  des  Zwiscbenraunis  ihrer  ^beiderlei 
«ntSB  TheUetricfae. 
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Nun  gebe  das  Product  pi  durch  n  getheilt  zum  Quotus  q  und 
zum  gewuhnlichen,  stets  unter  dem  Tbeilcr  n  bleibendeu  positi' 
veii  Kcste  T,  iiüuiiicb 

80  wird 

1.    iiu  ersten  Falle»  wo  v>f»  ist,  der  ZuUcheuraum 
und  blernacb 

d*  b.  der  Abstend  tp  des  pten  Tbellstricbes  des  Nooiiui  vor  den 
(p-|-9)teii  Theilstricbe  des  Maassstabes  betrigt  r  der  nteo  TbeiU 
des  Maassstabtbeilehens  ^. 

8teht  nemlich  in  der  Ur?.tfliui)n;  (Taf.  III.  Fig.  5.)  mit  dem  Oten 
Theilstricbe  n  des  IVInassstabes  J/  der  Ote  Theilstricb  6  de«  No- 
iiiuM  /V  iilicreiti .  so  ist  am  ;*ten  TbeiUtriche  d  des  Nonios  die 
bd  =  pvy  (lnizt'ü,(Mi  am  {p  \  ry )tt'f»  Thell.strirhe  r  des  Maa»s«tabe< 
die  dc  ^  (/>  ^  r/)fi :  mithin  stebt  der  ^ouiusstricb  d  vor  deui 
ftlaassstabstriche  c  um  die  Länge 

cd=bd — «c  =  Ca=r-»  ' 

n 

und  man  sieht  »ich  demgemae*s  aufgefordert,  an  den  piau  'Uml- 
strich  d  dciJ  Noniiis  den  Zahler  r  (Jer  wfen  Tlu  ilc  von  fi,  folglich 
au  deu  Oten  Theil^tricb  0  desselben  den  Zkbier  0  zu  eeUeo. 

iL  Im  aweiten  Falle»  wo  v<fi  ist,  wlvd  die Zwisebeaveite 

■ 

und  blemacb 

d.  I.  der  |7te  Tbeilstrich  des  Nonios  steht  hinter  dem 
Theilstriebe  des  Maasstabes  om  r  der  fiten  Tbeile  des  iib. 

Steht  nemlich  in  der  Ursteilung  (Taf.  III.  Fig.  6.)  mM  im 
Oten  TbeiUtricbe  a  des  Maassstabes  M  der  Ote  Tbeilstrieb  $  dü 


eon  iSotäeu  au  Aiaausiaäen.  987 

Nonins  N  in  gerader  Linie,  so  ist  am  j)ivu  Theilstriche  (f  den 
ISoDius  wieder  die  6f/  ~./>y,  dagegen  am  ( /; — gjteii  Theilstriche 
c  des  Maassstabes  die  ac  =  {p  —  9')|it;  mltiiin  steht  der  Nonias- 
•liicJi  d  hl  Dt  er  dem  Maassstabstriche  c  um  die  L&oge 

ed^Q€'^bd^€p^Tz.9 

und  man  sieht  sich  auch  hier  veranlagest,  zum  pten  Tbeilstriche* 4 
in  Nooiiis  ilen  Zähler  r  der  nten  Theile  des  |i  so  echrelbeo. 

* 

WeoD  demnach  bei  dem  Abmessen  einer  bestimmten 
Ltnge  fb  der  pte  T  beilstrich  d  des  Nonios  N  mit  einem  gewis- 
ics  Theilstriche  des  Maassstabes,  namentlich 

L  da,  wo  v>fi  ist,  mit  dem  {p  ^  q){en  Theilstriche  e  des 
Hatssstabes  M  (Taf.  III.  Fig.  7.)  in  einerlei  Gerade  Hiltt;  so  ist 
r4Ni  den  in  Taf.  Iii.  Fi ^^.5.  übereingcrallenen  zwei  Nullstrichen  der 
mit  6  bezeichnete  NuUstrich  des  Noniiis  hinter  den  Nullstrich  a 
des  Maassstabes  nm  a6  der  Taf.ül. Fig. 7.  sctf  der  Tal»UL 
Fif*5.  SU  rück  oder  nm  dieses  Streckchen  Tom  Anfangspunkte  f 
kr  stt  messenden  LSnge  fb  weiter  gerdckt.  Denn  es  Ist  in  Taf.  III. 

Fig.  7.  aO=.db~cn  =  c(l  der  Taf.  III.  Fic.  5,  =ep=zr-*   Ist  nun 

fü=^k^,  so  ist  daa  Maass  der  vorgelegten  Länge; 

IL  Wenn  hingegen  da»  wo  y<|A  Ist»  der  ptt  Theüstrlch  d 
(iet  Nonins  mit  dem  (p— ^)teD  Theilstriche  e  des  Haassstabes 
If  in  Taf.  III.  Fig.  8.  in  elneilel  Gerade  zu  atehen  kommt»  so  Ist 
roo  den  in  Taf.  III.  Fig.  6.  fibereingefallenen  zwei  Nollstrichen  der 
mit  6  beseichnete  Nnllstricb  des  Nonios  ?or  den  Nnllstrich  des 
Maaisstabes  um  ab  der  Taf.  III.  Flg.  8.  s=ed  der  Taf.  III.  Fig.  6. 
vorwärts  oder  um  dieses  Streckleln  yom  Anfange  f  der  abzumes- 
Hoden  LSnge  fb  weiter  gerückt.   Denn  es  ist  in  Taf.  HI.  Fig.  8. 

^^ac''bd:=ied  der  Taf.lU.Fig.&  =ep=r^. 

Iii  nnn  fa^k^t  so  Ist  anch  hier  das  Maass  der  voriiegen- 
^  Liege 
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Damit  aber,  wie  es  erforderlich  ist,   der  Erglnzuugblinch 
=  -  ^  jede  Anzahl  Hter  Theile  von  f»,  nemlich  0,  1,  2,  «».(ii— 1) 

solche  Theile,  betrage,  iveiin  die  iSunimer  p  des  Noniosstncbä 
die  natürliche  Zahlenreihe  0,  1,2,  ....rn  —  I)  ihirchgeht;  ntii9s 
der  bei  der  Theüung  von  pi  liurch  n  rücl<blieibencle  Rest  r  durch- 
aus versrhieclen  ausfallen,  und  sonach  darf  der  beständiije  l^nter- 
schicd  2  keinen  Theiler  mit  n  gemeinschaftlich  haben«  Denn  weoa 
fär  p  und  p'  derselbe  Reat  r  entfiele,  folglich 

pt=ii^-fr  und  j/t=«9'+r 

würde»  daou  müsste 

(p'-F)«=ii(9'-9) 

sein,  mithin,  weil  p  und  also  uni  so  mehr  p' — p  kleiner 
n  ist»  t  mindestens  einen  t!;enieinschaftlicheo  Theiler  mit  n  haben, 
wenn  nicht  durch  selbe  theilbar  sein.  Da  jedoch  entweder 
i  =  m — II  oder  i  =  « — m  ist,  so  niuj»i»le  auch  ui  >venit»stens  luil 
71  einen  Theiler  <^emeinsnm  haben  oder  biedurcb  tlicilhar  mn. 
Damit  demTiacli  von  den  v  m  ü l i eben  llesten  r  keine 
zwei  gleich  ausfallen,  müssen  die  Anzahlen  m  und  ii 
Primzahlen  unter  sich  oder  gegen  einander  prim  sein; 
und  nach  dieser  einfachen  Anforderung  hat  man  sohin  zu  jedem 
angegebenen  Theiler  n  die  Anzahl  m  der  vom  Maassstabe 
den'  Noniua  zu  Übertragenden  kleinsten  Maasaatahtheilehen  fi  bb 
wählen. 

Z.  ß.  znm  Thelter  n=:IO 
passen  die  Anzahlen  m^Z,  7,  9»  11,  13,  17^.19»»...; 

f&r  den  Theiler  ii=]3 

eignen  sich  die  Anzahlen  m  =  5,  7,  11,  13,  17,  19,....; 

und  iBr  den  Theiler  ii=15 
taugen  die  Ainiahlen  »1=4,  7,  8,  11,  13,  14,  16,  17,  19».... 

Wählt  man  zum  Theiler  n=IO  die  Anzahl  m  =  7,  ae  at 
t=n<— ni=3;  oder  wählt  man  hiefür  die  Anzahl  mal3,  so  M 
t*=m-^ft  auch  =3;  folglich  erhält  man  beide  Male 

zur  ^ummer   p  =0,    1,   2,   3.     4,     5,     6,     7»     8,  9 
den  Dividend  pi^O.  3,  6,  9,  12,  15,   IS,  21,  24,  27, 
alaodenKeat  r  =0,  3»  5»  9,    2,    5,    8^    J,    4  7. 
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Auch  kann  man  überhaupt  die  [rüg liehe  Anzahl 

iBtetsen«  wofern  man  nvr  I  gegen  n  prim  wShlt.  Fi? 
gleiebe  enbtractive  und  addillve  i  ergibt  sich  denn  nntHrlleli  eine 
ond  dieselbe  Reihenfolge  der  Peeto  r. 

^.        Tbfü«r  » =  \%  kann  man 

Irxl,     5,    7,  folgUcb  die  Annthl 
mssll,    7»    5  oder 

=  13,^  17,    19  uäblcn. 

Fflr  <a5  oder  für  nisx7  nnd  ms  17  erbftit  mao  denieaeb 

romNoniusstrifh  Numtiu  r  — 0,  1,  2,  o,  4,  5,  ö,  7,  8,  9,  10,  U, 
doa  Keet  oder  Zahler    r=Ü»  5»  10.  3,  ^  1,  4.  Jl«  4»  9.  %  7. 

Die  Hl  diesen  Beispielen  aofgefandeneq  Reste  sind  demnacli 
in  denselben  Reihenfolgen  den  nacb  einander  kommenden  Theil- 
•Iriehen  des  Nonius  als  Abzübler,  dort  Ton  lOteln»  hier  fon  )2telp, 
des  kleinsten  Maassstabtheilchens  beiinsetzen. 

Da  man  beim  Aliiesen  der  Aiimessuiigen  ohnehin  jedesmal 
oachsehen  muss,  nelcber  Tbeilsfrich  des  Nonius  mit  einem  Theil- 
striche  des  Maassfttahes  iibereinfalle ;  so  ](ann  man  an  demsellieo 
Noniusiitriche  offenbar  auch  sofort  ganz  leicht  den  Zähler  der 
aliquolen  oder  Bruchtheile  des  kleinsten  Maaeeetabstreckchene 
ablesen;  deühalh  ist  es  f)Br  die  l^rsxis  keineswegs  ODerlfisslicb, 
dtss  für'  auf  dem  Nonius  anzusetsenden  Zibler  gerade  In  natfir^ 
Icker  Reihnng  auf  einander  folgen. 


5. 

Um  necb  Sber  die  Abfolge  der  Zftbler  oder  Reete  r,  b^ 
aattiKclier  Anordnung  der  Nammern  p  der  Noometricbe,  Anf- 
«cUqss  XU  erkaltWft  betrachten  wir  »betmala  die  allgemeine  Tbel- 

loDgsgleicbnng 

uod  lassen  die  Ordnungszahl  p  des  Noniusstrichs  auf  die  um  /Ip 
bSbere  p-\-^p  ntifsteigen.  Dann  erhebt  sich  der  Quotus  ^  aof 
f-f^y  nnd  der  Kest  r  aof  r-ir^r,  mithin  ist  ancb: 

(p-^Jp)i=n(q-hJq)i-(ri'^), 

and  wenn  man  hievnn  die  vorige  Gleiehuog  abzieht,  die  allge- 
meine Differenzengletchuog : 
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idp  =  nJq  -f  Jr. 

Durchgeht  man  die  Thellstricbe  des  Nonia»  der  Reihe  udb 
rom  Oten  bis  som  (n  — l)teo,  ao  iat  die  Steigung  ihrer  NnMwm 
ateta  Jpssl,  alao 

i  —  nJq  -f  dr. 

L  Sollen  hierbei  auch  die  Reste  r  in  ihrer  natflrilehen 
Ordnong  anateigeo,  aall  alao  jär—l  bleiben,  so  mots  nan 
wfthlen : 

t  =  tuiq  +  1 , 

und  aonaeb  kann»  well  i  ao  wie  n  nur  poaitiv  gehalten  waideo, 
auch  ^9  nicht  negativ  anafallen.  Da  ferner,  weon  man  m^n^i 
wählt,  fli  nicht  negativ  werden  darf,  und  wenn  man  m^n-k-i 
aetst,  die  Lfinge  mf»  dea  Noniua  raSglichst  klein  gemacht  werde« 
aoll;  ao  wird  man  Immer  t<fi  wihlen  —  was  auch  mit  derQnmd* 
liedeutong  Ton  i  als  Zfibler  eines  echten  Bruches  im  Euiklaoge 
steht  — ;  mithin  kann  hier  bios  Jq  =  0  und  i=l  sein,  und  so- 
hin  ist  die  frauliche  Anzahl 

ms:ii:Fl. 

Oies  ist  bekanntlich  die  übliche  Bestimm  uii<;szahl  der  auf 
den  Nonius  zu  übertragenden  Massstabtbeile. 

II.   Aus  obiger  DÜTereszengleichong  folgt  noch  fiir  Jp^l 

die  in  L  iii^e  ^eätelUe  Aeoderung  des  Restes 

>Veil  nun  jederzeit  i<n  sein  muss,  icann  nur  zusammen  beüteheti 

^9=0  mit  Jrtsi 

und  Jq=zl  mit  ^r=  —  (n— i)., 

d*h*  hei  derTheilnng  der  geordneten  Vielfachen  |i»  =  0,  i, 
....(n— 1)1  durch  n  kann  der  entfallende  Rest  r  nur  entwediff 
wenn  der  Qnotua  q  ungeSndert  bleibt,  um  {  wachaen  oder,  wenn 
der  Quotus  9  um  1  steigt,  um  n— f  abnehmen. 

80  überzeucht  man  sich  an  obigen  Beispielen,  daaa  bei  it=itl 
und  183  die  Reste  der  Reihe  nach  gewöbnlicb  um  3  steigen 
und  nur  ananahmaweia  um  7  fallen;  ao  wie,  daaa  hei  «»12 
'  und  Iss6  die  Reste  bald  um  5  atelgenj  bald  um  7  ainken. 
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Bin  kritischer  Nachtrag  znr  Geschichte  der  Erfindung 

der  LogarithmeD^ 

oH  Beziehung  nuf  Abhandlung  III.  im  I5teii  Tbeil,  2.  Heft, 

S.  lt>l.— 196.  im  Archiv,  1850. 

Von 

Herrn  Dr.  fVilh,  Matzka, 
ProfcMor  der  Mathemntilc  an  der  Huchsdinle  sa  f^tug. 


Eine  akademische  Gelef^nbeitsrede  gab  mir  im  verliehenen 

April  Veranlassunpf ,  «och  einmal  über  den  Werth  der  Leistungen 
beider,  gewöhnlich  ilaliii  aut^gegebenen,  Krfinder  der  Logarithmeu 
oacbzndenken ;  vielleicht  dilrfte  die  Verüffentlichung  der  gewon> 
neoen  Ergebnisse  dieser  Forschung  auch  dem  grüssereo  roathe- 
iBAtiscben  Leserkr^ae  nicht  unwillkommen  aeio. 

iL  Jalm  Sepev. 

1.  Neper's  ErklärmiL'sweise  der  Logarithmen  mittels  Zusam- 
inenhalteiis  zweier  gleicfi/eitijren  geradlinigen  Bewegungen  zweier 
Ponkte,  und  zwar  einer  gleichfurniiLM'n  mit  einer  in  veränder- 
lichem Verhältnisse  verzögerten,  welch  beide  mit  einerlei  Ge* 
^cbwindigkeit  anheben  *),  erscheint  beim  erstmaligen  Vernehmen 
und  obenhin  Besehen  allerdings  nicht  wenig  sonderbar;  allein  bei 
längerer  und  genauerer  Durchforschung  iiberteogt  man  sich  mit 
aafricbtiger  Bewunderung ,  dass  selbe  in  Bezug  auf  scharfe  Kann* 
leichnong  der  innersten  Wesenheit  der  allgemeinen  Zahlen»  alsoaaeb 
>^r  Logarithmen,  eine  Vortrelniehi^eit  besitat,  welche  darchwei; 
dlea  naehgefolgten  ErklSrangen  desselben  Oegenstendee  abgebt 

*)  Anebiv  a.  a.  O.  S.  mti- 134. 
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Sie  sehliestt  nenfidi  In  sieh  das  am  spXtesten  von  den  kri- 
tischen Mathematikern  erkannte  tind  den  Begriff  der  allgemeinen 

Zahl  vervollständigende  Merkmal  der  Stetigkeit  (Confinuitit) 
der  Zahlen  überhaupt,  bei  Neper  insbesondere  die  Stetigkeit 
der  Logarithmen  und  ihrer  Logarithmande,  das  ist  derjenigen 
Zahlen,  denen  sie  angehören,  und  es  möchte  diese  lie^nffsent- 
wickeliifii;  der  Logarithmen  durch  IN  eper,  in  di  r  allmaliclien  Her« 
ausbildunii;  «lor  allgemeinen  (^irüssen-  und  Zahlenlehre,  «ohl  <ier 
erste  Fall  sein,  \\o  dioser,  tiir  die  höhere  Anaivsrs  und  ihrt 
Anwendung  auf  die  Krlorschnn?»  «Ut  LinicTi  nnd  Flächen  vulÜg 
unumgängliche  und  unentbehrliche  Begriff  mit  beruck»ichti- 
get  ward. 

Mach  Neper'a  BegriffsbeaClaimoag  ettfllt  der  Weg«  dar  vaa 
aainem  auarat  angenommenen  gleichförmig  (in  gleiclien  ZcÜea 
gleich  weit)  vorrfickeaden  Pnnkte  jeweilig  aarfickgelegt  wird,  den 
Logaritbroua  desjenigen  Wegea  wot,  den  der  andere  HÜiapBakt 
bia  au  einem  vorgesteckten  Ziele  bin  noch  an  dnrcblaarea  hat; 
wofern  aeine  Geachwindigkeit  und  deren  VerzOgernng  (negatira 
Beachleunigung  —  Acceteration  — )  ateta  eben  dieaem  noch  n 
durchlaufenden  IVege  prnporfionirt  bleibt. 

Beide  Wege  als  scdche  —  mithin  auch  der  von  ihnen  voree- 
stellte  odor  nhirebildete  Logarithmus  und  Logarithmand  —  .'nnlern 
Hich  nun  steticr  fnler  mit  Steticrkeit,  d  h.  pie  durrh^chen  gleich- 
zeitig oder  mit  einander  Schritt  haltend  altmälich  alle  Zivlschen- 
stufen  von  Grosse  oder  Cxrossheit  (magnitudo,  quantitas)  ohne 
Uebergehung  auch  nur  einer  einzigen  solchen  Stufe;  mitbin  neh- 
men bei  Neper's  Anordrrang  einerseits  die  Logarithmande  oder 
Zahlen  atetig  ab,  andererselta  ihre  Logarithmen  ate%  an. 

II.   Treffendere  nnd  Teratfindlichere  Bilder  filr  derlei  gleieh- 

zeitige  and  stetige  Aenderungetf  zusammenhängender  Veränder- 
lichen, wie  die  von  Neper  gewählten  neben  und  mit  einander 
bestehenden  iieweuungen  stoflflicher  Punkte  besitzen  ivir  aber 
nicht.  DtMiii  die  einfachste  und  allbekannte  stetig  wachsende, 
sieichsam  lorttliessende  (ti.is>('  ist  die  Zeit  —  rVauerzeit  einer 
Erscheinung  — ;  die  näclipite  eben  sd  eiulai  ho  stetig  zu-  odtr  ab 
uebniende  Grösse  ist  ein  gerader  \N  ci^,  (Umi  «'In  nach  einem  be 
stimmten  Ge^et/c  hewecter  StofTimnkt  entweder  bcreitii  xocäck 
gelegt  hat  oder  erst  noch  zurücklegen  soll. 

Dagegen  erfassen  die  übrigen  firMter  dar  I  ngarithia»  mt 
Zahlen  nor  Reiben  von,  in  gewteaen  Abnllaen  od*  Zwiaeher 
weitett  anf  einander  foigendan,  alaa  «etoenuten  SCMdleir  (8iadle# 
aolcher  glelcbaeltig  vor  aicb  gebenden  Bewegvngen  mit  den«  ent- 
weder dnrehlaufenen  oder  noch  beatehandeo  W^treckan* 
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« 

f  tiiiicib  ISr  4it  wirUieb«  AiiirecbMHig  dtr  LogarÜliiMii  so 
gjCBttllteii  ReibeB  von  Zableo  wie  tu  jeoer  der  SInni  und 
TaagMten  der  von  00  Graden  an  ninntenvreiee  nboebneeden 
Wnifcel  oder  Kreisbogen»  vernoebte  Ne|^er  anob  nieht  nndm% 
ate  »eine  Nacbfolger  vorauezugchen ;  aucb  er  mveete  Reiben 
maanuaeRgcb^riger  Wegatreekeo  neben  einander  «teilen,  eine 
atitbaeliaebe  etetgende«  welebe  die  Logntttlimeti,  nnd  eine  geo. 
metrisch  fallende  t  welcbe  die  Zahlen  derselben  verbildlicht.  Allein 
Reihen  stellen  ^  wie  Neper  »ehr  «cbarfsicbtig  herausgefühlt 
hatte  —  keineswegs  stetig  oder  fliessend  sich  ändernde  Grus- 
i>en,  Sündern  jedesnjal  nur  sprung-  oder  ruck ivei 8  abgeänderte 
Werthe  gewisser  veründerliehen  Grossen  vor;  sie  sind  und  blei- 
ben in  ibreui  Laute  immer  unstetig  (discorrtinuirlich).  Deshalb 
kauu  irgend  eine  wilikürlich  festgeset/.tc  Grosse  nur  zutaiiig  in 
einer  gesetzmässigen  Reihe  von  GrüsjHeii  derselben  Art  vor- 
kommen, in  der  Meistzahl  der  FSÜe  aber  lediglich  zwischen  ein 
Paar  Nachbargiietier  (iieser  Reibe  hineinfallen,  »vogeeen  eine  in 
zureicheiHlem  Umfange  stetig  wachsende  oder  abuehmende  Ver- 
änderliche dieser  Art  aucb  jene  festgesetzte  Gruaae  nothwendig 
dorebwandern  moas. 

Zwar  kann  man«  durcb  Einacbieben  oder  filnacbaiten  emer 
aaeb  dem  nemlicben  Geeetae  gebildeten  Hilfsreibe  zwiecben  jenes 
Paar  benncbliarter  Glieder «  die  Ranptreibe  varvollatSndigen, 
ibre  Lflcken  ao  acbmftlern,  das«  nie  entweder  ancb  jene  gewiaae 
vorgelegte  Grueae  aelbat  mit  enthSit  oder  miodeatena  raöglicbat 
eng  aieh  an  aelbe  an^blieaat^  allein  notbirendig  und  voIlatSndig 
erreieben  rauaa  aie  dleaetbe  docb  keineawcgs,  namentücb  in 
den  ao  unendlicb  b&nfigen  FSlIen  niebt*  wo  diese  voraos  festge- 
atellte  GrSase  in  Beaug  auf  die  JMeaaeiobeit  ihrer  Art  einen  irra- 
tiennien  ZablwSsrtb  bealtat  Somit muas  bei  der  Aneinandersteflung 
einer  geometrischen  Reibe  von  Zahlen  und  einer  arithmetischen 
Reihe  ihrer  Logarithmen  erst  noch  scharf  dargethan  werden, 
dass  jegliclior  Zahl,  sie  sei  ganz  oder  gebrochen,  rational  oder 
irrational,  ein  und  nur  ein  LogArithnie  entspreche  und  umge- 
kehrt; bei  rseper's  bildlielier  Darstellung  durch  sein  Paar  gletch- 
zeitiger  Bewegungen  drängt  sich  diese  Wahrheit  ganz  unbe- 
zweifelbar  von  selbst  auf. 

HL  Bevor  wir  dieaen  grossen  Denker  verlassen,  mSge  es 
erlaubt  sein»  wenn  es  ancb  hier  weniger  zur  Sache  geboren 
die  Arten  oder  Gesetae  dieser  zweierlei  Bewegiltogen»  be» 
der  letzteren»  etwas  genauer  au  beseben. 


I^n  erste»  Steff^nnbt  denkt  sieb  Neper  gleichförmig 
in's  ünbcatimmte  hinaus  auf  gerader  Bahn  bew^.    Dieser  lege 


Digitized  by  Google 


S44       Mai%k0:  m  MrUUcker  NaMrmp  mar  fittMekü 

nun  wihfeiul  der'Tom  Zeltpankto  Natl  ao  bflginnradcn  nd  f«rt« 
fliMaendeD  Zeit  I  den  Weg  also  im  Zeitelemento  dt  das  aidMlr 
folgende  Wegstreekebea  ds  nriick;  so  ist,  weil  der  Pealt  ii 
jederlei  glelclidaoenideii  Zeiten  glelcblange  Wege  zurücid^t, 

dx 

Geschwindigkeit  u  oder  ^  dem,  in  jeder  tod  wann  immer 

fangen  gerechneten  Zeiteinheit  zurückgelegten,  also  steh  immer 
gleich  bleibenden  Wege,  dessen  Län<;e  k  heissen  möge,  gleich; 
nemticb  es  it»t  des  bewegten  Stofftbeiicbena  Gescbwiadigkett 

dx 

Daraus  folgt  die  Beschleunigang  (Acceleration)  dieser  Be- 
wegung, das  Differentlalverbältniss  ihrer  Geschwindigkeit  snr  Zsü» 

du  ^  d^x  _^ 
dl  ~  di^ 

d»  i.  gleich  Nnll  oder  es  besteht  hier  keinerlei  Beschfeniiigung. 

Umgekehrt  gibt  die  Integration  der  ersteren  Differentialglei- 
chung, wenn  man  sie  von  f  =  0  und  jr  =  0  anfangen  liest,  die 
endliche  und  erschöpfende  Bewegungsgleichnng,  bestimmend  dn 
Toro  Beweglichen  jeweilig  darcblaafenen  Weg 

Den  zweiten  Stoffponkt  denkt  sich  Neper  auf  einet  anderaa 
Geraden  nngleichfOrmig  fortschreitend,  aar  Zeit  0  ron  seiner 
Zielstelle  um  die  Strecke  q  abstehend  nnd  in  derselben  frittier 
betrachteten  Zeit  t  den  Weg  %  derroassen  znrffcklegeod,  dass 
der  Punkt  am  Schlüsse  derselben  noch  um  die  Strecke 

von  seinen?  Zielpunkte  abstehe.  Im  nachtolgenden  ZeiUheiichen 
dt  durchlaufe  er  das  Wecrtbetlrhen  dz  und  nähere  sich  seinem 
Zieia  um  d^^^^dz  mit  einer  Geschwindigkeit 

rft  _ 

dt  ^'^dt'' 

Diese  nnn  soll  dem  sorücksnlegenden  Wege  jr  proportionirt  sein» 
also  ttt  ihm  sich  so  verhalten,  wie  die  Anfangsgeschwin- 
digkeit a  vom  anfilnglichen  Abstände  ^  des  bewegten  Paaktas 
▼on  seinem  Ziele  oder  anch  wie  diejenige  Geachwtndigkeit  e  des 
Beweglichen  da,  wo  es  nm  die  LSngenelnbelt  oder  on  die  Lloge 
1  Doeh  vom  Ziel»  absteht^  das  Ist:  ea  soll  sieh  verhalten 
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»     «  c  

•der  die  snr  Zeit  I  eintretende  waDdelbare  Geschiriiidig- 
keit  eoil  seio: 

ind  die  Aofangsgeechwindigkeit  »sc^. 

Dann  bt  die  Benchlennigung  dieser  GeschwiDdiglceit : 

oder  auch  =  —  c**^,  folglich  ebenfalls  proportionirt  dem  nocli 
Iiis  an  8  Ziel  hin  bevor« tebeoden  Wege  y. 

Die  zu  Anfang  der  Betregung,  oenlieli  bei  fssO  und  9^^, 
«tittiadende  Beaclileuoigung  der  Anrangtgeschwindigkeit  »  ist 
Moacii 

und  die  svaudeibare  Beschleunigung: 

«der  es  verhalt  sich  auch: 

Bei  dieser  Bewegung  ist  demnach  eben  wie  liei  den  pen- 
dslirtigen  Scbwingnngen  oder  Erzitterungen  Icleinster  Stofftlieil* 
cheo  um  Ihre  nranlangliche  Ruhelage,  die  Beschleunigung  den 
jeiniligen  Abstände  des  Beweglichen  von  einem  gewissen  fest* 
stibondeo  Pnnitte  (im  letzteren  Falle  von  der  Ruhelage)  proper- 
tietlrt;  nur  bt  bei  derlei  Schwingungen  cla$i  jeweilige  VerbiHniss 
der  Bescbleonignng  G  warn  Abstände  y  des  Bewegliehen  vom  Ziele 
pssItiT,  In  Neper*8  sweitem  Bewegnagsfalle  hingegen  negativ« 

Aus  der  leicht  herstellbaren  Differentialgleichung  derBeuegung 

-r/v 

Mgt  eeÜMt; 

ff 

Thtil  XZXIV« 
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daher,  wenn  man  von  <  =  0  und  y  =  Q  an  iotegrirt»  ist  (Im 
licheii  Logaritbmen ,  die  Ifrir  blos  dorcb  I  midesttn): 


folglicii 


V, 

I 

e 


Sonach  Ondet  man  fär  jede  Zeit  i  den  Abatand  dai  iMwet*] 
ten  Ponktea  ?on  aetnem  Ziele: 

den  durchlaufenen  Weg: 
die  Gea«hwind|gkeit: 

e 

und  die  Beschleunigung: 

Aua  der  letztern  tiiulet  luan  nocb  daa  Diffecential- VerbilUtai, 
der  Beschleunigung  zur  Zeit: 


dt 


welcbea  datier  immer  peaitiv  aoanilit 

Im  Verlaufe  der  Zelt  nShert  sieh  demnach  der  bevtfgticbe 
Punkt  mit  abnehmender  Geecbvrindigkeit  und  mit  einer  mehr  uri 

iuehr  zunehmenden  Verzügerung  »einem  Ziele,  ohne  jedoch  d 
ses  Ziel  je  vollkommen  zu  erreichen.   Denn  nie  kann  der  AbaUoi 

da«  Beirigttakwi  vem  Ziele  «treng  Nidl  (aafgeheben,  m  MiA 
werden»  wenn  er  «neb  bei  «nendttcbMH  Wacbsen  de«  Seit  i  Hl 
endlich  abnimmt. 

Währeud  demnach  im  steten  Fortlaufe  der  mit  Null  aDbebeD~ 
den  Zeit  t  der  Logaritlune     von  Null  au  iiiier  alle  Grannan  bi 
aus  wScbat«  nimmt  die  Zahl  y,  welcher  er  angehört,  von  ibre«j 
Anfangswerthe  p  an  nnaufhOflich  ab  und  «Irebt  der  Null  als  Gieniezi 

iV.  Noch dOrfte folgende  Bemerkung  nicht  ohne  Interesse sda 

Neper  bat  alcb  die  Bewegungen  heider  Stoffpunkte  in  beli 
bigen  Geraden  Ter  sich  gehend  gedn^bt»  dm  es  Ar  Mine« 


belicpi 
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giu  gleicbgiltig  war,  wie  er  «Itese  geraden  Bahnen  gegen  ein- 
ander  nteilte.  Man  niScbte  hiebet  fast  bedauern,  das«  er  nicht 
aaf  den  Gedanken  gerietb,  sie  aufeinander  senlcrecht  au  stel- 
Ito,  weil  dann  diese  8«i*ei  gleichseitigen,  gegen  einander  senir- 
recht  gerichteten  Bewegungen  sich  in  eine  einzige  krummlinige 
snaammengesetst  hätten;  nerolich,  weil  er  dann  jene  swel  gerad- 
linigen Bewegungen  als  die  Bewegungen  der  Pnsspankte  P  und 
<l  (Tat  f !l.  Fig.  9.)  derjenigen  Senkrecliten  MP,  MQ  hätte  an- 
whaiicn  können,  \ve!chc  aus  einen»,  auf  einer  krummen  Linie  ^2 
sich  bewegenden  l^iiikte  I^!  auf  zwei  sich  senkrecht  tJurchschnei* 
(lende  A:Ken  Oa:,  Oy  geflibrt  werden. 

Sei  nemiich  anr  Zeif^Nnli  der  beweglicbe  Ponkt  auf  der 
Geradeh  Ost  in  D,  der  auf  der  sich  bewegende  Funkt  in  E, 
Mglicb  der  die  krumme  Linie  Hz  durchlaufende  Punkt  in  il,  dem 
Darchschnitte  der  in  D  und  E  auf  Ox  und  Oy  senkrecht  aufge- 
•tcUlen  Geraden.  Seien  0/>  =  £  und  0£  =  ff  die  Abstfinde  der 
Piinkte  i>  und  E  ven  O.  Zur  Zeit  t  befinde  sich  der  erstem 
StoffpQokt  in  Pf  der  swelte  hi  Q  «nd  der  anf  der  KrurnrnSn  At 
•ich  bewegemle  Punkt  In  nad  seien  QP^a^  «nd  OQ^y' 
die  Abstlnde  der  Punkte  P  und  Q  ?on  O«  Auf  der  Qx  wurde 

O  aus  in  gleichförmigem  Fortschritt  der  Weg 

DP^xv=Kkt 

zurückgelegt,  aUo  Ist 

OP^iJ^x^a^ 

sad 

Anf  der  Oy  sei  C  das  2iel  des  bewegten  Stoipnnktes,  alse 

RCtst^  und 

mitiüo 
fülglieh 

Bitte  dann  Neper  die  verSnderllchen  Abstftnde  der  beweg- 
licbsn  Punkte  von  Onus  gerechnet,  nemiich  OPssx*  und  OQ=y' 
angssommen,  wid  bitte  er  den  Abstan4  sK  den  LegarUhM*  tos 
/  i^ansnnt;  so  hittn  er  de»  ZneamMihang  dieser  swdi  Abetiitde 
gCgenwirUg  Coetdinatea  benainf     dnitb  4leeft  Gietchosg 

23* 
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dargestellt,  und  so  uHrdc  er  der  Erste  die  später  von  Des  tar- 
tes  ersonnene  Darstellung  krammer  Linien  durch  Gleichungen 
zwischen  G^ewissen  Strecken  uod  Winkeln  (Coordinaten)  bereits 
ausgeführt  haben. 

Es  würde  hiebei  g«nt  natdrlich  gewesen  sein,  wenn  Neper 
^sur  Vort^infachung  seiner  UDtersucbungen,  wie  es  ihn  frei  staod, 
'in  Taf. III.  Fig. 9.  den  Ausgangspunkt  D  des  ersten  Stofibeil- 
ebene  aneh  aum  Zielpunkte  C  des  zweiten  gewlbll  bStte»  nea- 
licli  wenn  er  ODss^s^O  und  EO=^EC,  aUe  n^ff  gemicbl 
hltte.  0a  wftre  ÖP^DP,  OQ^CQ  eder  In  der  eiUMica 
Taf.  nL  Flg.  la : 

also 

das  Paar  der  Gleleirangen  der  krammen  Bahn  AMm  geirnd«, 
nnd  Neper's  Gleichung  dieser  Linie  würde  die  Geelalt 

«  =:  Log.  Mep.  y 

angenommto  haben. 

Unsere  jetzige  Aosdracksweise  derselben  Gleichheit  ist: 

'  X  MM 

eder»  wenn. wir  natfirUehe  Legarlthmen  benntaen,  nnigekeltl: 

Beachtet  man  nech»  dass  Neper  die  Anfangsgesebwindif- 
ketten  k  nnd  %  beider  bewegten  Punkte  als  gleich  nnteistelli» 
so  bitte  seine  kranme  Linie  die  Gleicbnng  erhalten  i 

9 

9      $  9 

Bekanntllcb  ist  dies  die  Gleiehong  der  Logistik 
rItbBiseben  Linie,  folgttcb  gewinnt  Ma  dMh 
tnngeii  MglM  ntao  funUndüshwo  Sisengnogsweise  diesnrl^ 


mm 
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ab  in  den  Lehrbflcfaern  der  anaJytUcfaen  GeonMtri«  vorgetragen 
IQ  werden  pflegt. 

B.   «iobnt  Byrg. 

Es  bat  sich  bekanntlich  unter  den  Matbematifiern  die  gaos 
gtirShniiebe  Ansiebt  geltend  gemacht,  dass  Byrg  mindestens 
■it  Reper  gleichseitiger,  wenn  nicht  sogar  frSherer,  foiglich 
eigentlicher  Erfinder  der  Logarithmen  sei.  Auch  ich  war  bisher 
der  erstem  Ansicht  sngethan,  wie  ans  meioer  Abhandlung  im 
Archiv  ThI.  XV.,  Hrt.2.,  1850,  S.  136,  Art.  6.  erhellt.  Allein 
Dach  einer  durch  Abfassung  erwähnter  Gelegenheitsrede  veran- 
laasten  eindrinj;licheren  Forjichung,  liesoruler»  der  von  Herrn 
Gymnasial  -  OberleJirer  Dr.  (jlieswalti  zu  Danzig  im  Jänner  1856 
mit  dem  Schulprogramm  verüflfentlichten  Abhandlung:  «»Justus 
Byrg  als  Math eroa l i k er  und  dessen  Einleitung  in  seine 
Losjn  r  i  tli  men",  sehe  ich  mich  gezwungen,  diese  Anschauung 
aufzukleben.  Ich  eiit.schloss  mich  hiezu  allerdini»j5  um  so  schwe- 
rer, als  ich  —  ein  Vollblut  -  Deutscher  —  es  vi©[  lieber  gesehen 
hätte,  wenn  es  müglit  h  wäre,  diese  so  wichtige  Erfindung  unse- 
rem grossen  Volke  unbedenklich  zuschreilien  zu  dürten.  Doch 
der  Wahrheit  und  Gerechtiglieit  luoss  die  Vorliebe  zu  den  Stamm* 
geoossen  welchen» 

Bekannt  ist  es*),  dass  Michael  Stifel,  ein  gelehrter  Darf- 
prediger  In  HaberstrCi  jetxt  Haffstrom  genannt,  bei  Kunigsberg 
in  Preussen y  im  Jahre  1 547  seine  Arithmetica  Integra  herans« 
g«K  in  welcher  er  (Selto249)  die  arithmetische  natflrliche  Reihe 
der  gaoien  Zahlen 

— 3,  — 2,  — 1;  0;  1,2,3,  4,.... 

mit  der  geometrischen 

i       >        '  •    1  •    *2  4   8  IG 

Gbed  för  Glied  unter  rrn ander  stellte  und  sich  über  den  Zusaro* 
ineobang  der  Paare  gleichstelliger  Glieder  beider  Reihen  knrs 
wie  felgt  Inssert: 

QuaÜacunque  facit  progressio  geonietrica 

m u  1 1 i I»  1  ican d o  et  dividendo» 

talia  facit  proirressi«  arithmetica 

addendü  et  subtrahendo. 


*)  Man  vergleiche:    F.  X.  L.  Egen,  llandbecli  der  allgemein 
»te  Arithoieiilr.  1.  AsH  1.  Tbl    Berlin  186;!.  $.164.  8.  Ma 
Dr.  Gietweld,  Juetee  Byrg  nU  llatheniaCilrer,  8*  18,  80  ff. 
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In  LiikLpag.aS.  sagt  er  fm«r: 

A  (1  (1  i  t  i  o  ifi  A  r  i  t  h  m  e  t  i  c  i  s  progressionibus  respoodet 
tuultipli  catiiMu  \i\  Geo  nie  tri  eis; 
Subtractio  in  Arithnieticia  reöpuiidet 
iu  Geometricis  divisioni. 

Divisio  in  Arithmeticis  prosressionibus  respondet 
extractio  ni  bus  radirnm  in  propressionibus  (ieoiuetncis> 
üt  dirnidiatio  in  Arithniefiris  respondet 

eztractiorii  quadratae  in  (icoroeUicia. 
Triplatio  in  Arithmeticis  re«pondet 
iDultiplicationi  cubicae  io  Geometricis. 
Quintuplatio  io  Arithmeticis  respondet 
muitiplicationi  surdesoüdae  in  Geometricis. 

et  aic  de  aliia  in  iafinitum. 

» 

In  der  Vorrede  zu  dem  „Kurt/.en  Bericht*)  der  Proi;rt.^$« 
Tabulcn,  Wie  diei»elbi^en  nützlich  in  allerley  Rechnungen  4( 
gebrauchen",  uelchen  Byrg  f^einen  Im  Jahre  1620  zu  Prag  her- 
ausgegebenen Progress-Tabulen  beizudrncken  nntorlasse»  lialie, 
äussert  sich  derselbe  nun  wie  folgt:  „^(trac^tcttt  bcroicCijcn  tir 
etgenfc^afft  imb  Correspondeoz  ber  2  progressen  aCf  bcr  Aritbnte- 
tischen  mit  ber  Geometriscben ,  bal  tocu^  tu  bcr  tfl  MultiplidreB» 
üt  lenir  nur  Addiern  mtb  »o«  m  bcr  tfl  Dlaidiren  in  um  nbtia 
hiern  ttnb  »00  in  bOT  tfl  radicem  quadratam  extrabim  tti  ieiff  ^ 
ifi  ^al^trett,  radicem  cabicam  extrahirn  nnr  in  3  diuidicrn,  radiceij 
Zeoai  in  4.  Diuidiera,  Sursolidam  in  5  tmb  olfo  f^rt  «t  «tbcrt 
quaotiteteD.''  Man  wird  demnach  kaum  umhin  können»  die^ 
Uutemng  Byrg*8  flSr  etwas  Anderes  als  eine  üeheraetiBSg  ^ 
eben  angefahrten  Stelle  ans  Stifers  Werk  anzusehen. 

Seineo  Bericht  beginnt  er  mit  den  Worten: 

,,3tt  birfen  Tabulen  ftnbctnan3ioeiet(i9  3a^(cn,  CFine  mitt  r«40 
Caractren,  wet^e  wk  mm  iebeir  Uiä^ilii^  ju  fc^cn  nt(^t^  anbrtf  ^ 
cm  Aritl^metischer  progress,  bie  eabcrc  aiber  mit  S^wtym  viß 
onbcrö  banit  ein  Geometrischer  progre^s  tfl^  ttnb  auf  ba§  Vfit> 
btcfrm  bcj^o  fur^cr  burc^cjc^cn,  SBott  wir  tJort^iii  bcu  Arithmetifi« 
pro^ress  bic  rotBc  itnb  bcn  Cicoruetrischcn  progress  blC  jt^a^ar^t  3*^^ 
wninni,  Damit  a«4>  cm  tcDcr  bi'c  fnnilanienta  bicfcr  Tabulen  gntft- 
Uf^cr  (aj^e  ttnb  bicfel^i^^cn  beflo  be^cr  oebrout^en  mag,  fo  »oSco 


*)  Ten  dietem  Beriehta  hat  eben  Herr  Oberlehrer  Dr«  Gie'v«" 
(IflM)  ia  der  SladthiMielhek  so  INnaig  dai  Maauiciipt  aal|H^ 
nsd  dic«ee  ia  der  aagefehrtee  Abhendleng  tob  Seite  M  bit  8i  ab*«dKi 
lateen. 
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ff  fpCscMbni  9c0Hff  ^  W^i^offi  Miftf  3  progvcaMD  für  lUigiii 
jidta  tnb  Vtcfdtoi  »it  etft^ai  ^jtoniwfo  crffArm. 

Byro:  bedient  äicl)  also  derselben  zwei  Hciheiiuiiiaii|^e  zur 
Irläuteruug  nie  8tifel. 

Obschon  er  nun  Dirgend«  aiudrficklich  auf  dieses  ^luthenia* 
fktn  Werk  hinweist»  so  erw&bnt  er  doch  gleich  danach,  daes 
«tlicbe  Arilhmetici»  wie  auch  Simon  Jacob  Zoos  jind  andere, 
i\t  angeffihrten  £igenacbaften  der  beiderlei  Reiben  berührt  haben. 
Demgerotoe  kann  es  sicher  keinem  Zweifel  unterliegen,  dass  er 
lieh  keineswegs  flir  den  Erfinder  dieses  Zusammenhangs  der  Reihen 
«tiaer  rolfaeit  vnd  schwarsen  Zahlen  —  der  jetzigen  Logarithmen 
Bod  Logaritbmande  auszugeben  gt  vvillt  war.  Er  fuhrt  deshalb 
iacb  seine  Leistung  mit  den  an  utuser  erstes  Citat  («ich  anschlies* 
enden  Worten  seiner  Vorrede  an: 

ffi9  (oibc  iif  nti^tö  nu%\\6^zxti  txaö^ki,  biefe  Tabulen 
otfo  3«  contioniern  (1),        sflc  »mrfattcit  in 

bftf^ctt  mögen  ge^beit  ipcrbett,  ani^  tocli^er  continua- 
tion  (!)  btefc  Tabalon  ems^fcn^^ 

l'nodurch  er  ali«o  seine  Tafel  nur  als  eine  Forfst  tzung  oder  Wei- 
r  terausbtldung  einer  bereits  i'orbandeu  gei\  ebenen  bezeichnet, 

Byrg  stellte  nun  in  die  arithmetische  Reibe  seiner  rothen 
Zdden  alle  nach  einander  folgenden  Ansahlen  voller  Zehner  als 

0,  10,  20,  30,....  100,  HO,  120  ; 

das  allgemeine  Glied  dieser  seiner  Reihe  war  demnach 

i^  =  M.10. 

Dir  nitbeft  Zahl  0  sehrleh  er  in  seiner  geosMMisehen  Reih« 

die  sebwnrte  Zahl  100000000 
und  der  rotheu  Zahl  10 
die  eehwane  Zahl  100010000 
m;  also  ist  der  Qaotieitt  seiner  geometriscbe»  Reibe  1<N)01  und 
das  allgemeine  ülied  der  schwarten  Zahlen: 

Sss  100000000.(1 0001)«. 

Stellt  man  demnach       was  erlaubt  bleibt  -   die  öchltt^snulle 
der  roiben  Zahlen  nur  als  Zehntel  an,  so  hat  man: 

R 
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folglieh  die  rotben  &bten  bles  in  natMcbor  Retbang 

fortlaerend;  und  siebt  man  in  den  schwaraeD  Zahlen  die  MdB» 
8  Ziffern  als  Deslmalen  an  oder  zählt  man  mit  diesen  Zähkialckt 
Einer,  sondern  Hundertmilliontel  (des  Einer»),  so  ist: 

iolgliüh  8iri(]  die  ihr  entsprenhendeo  Glieder  der  geometri^diea 
Reihe  seiner  schwarzen  Zabieu: 

1,  lOOOl«  1-00020001»....  (l-OOOl)-.... 

Byrg  nahm  demnach«  genau  besehen,  als  arithmetische  Reibe  i 
der  rotben  Zahlen,  gerade  so  wie  Stifel»  die  natürliche  Zah-  j 
lenreihe  mit  dem  Ausgangsgliede  0;  femer  machte  er  anch  wie 
Stifel  die  1  zum  entsprechenden  Ausgangsgiiede  der  geometri*  ' 
sehen  Reihe  der  schwarzen  Zahlen ;  nur  nahm  er,  während  Sti* 
fei  fOr  sein  erläuterndes  Beispiel  zum  Quotienten  dieser  gsMM- 
triscben  Reibe  die  möglich  kleinste  ganze  Zahl  2  gewählt  bitter 

die  nur  um  vergrüsserte  Eins  zum  Quotienten  an,  damit 

die  geometrische  Reibe  sieb  an  die  möglieb  melsteu  ganzen  Zib- 
len  thuntichst  nahe  anschliescien  mochte.  Gegenwärtig  wildes 
wir,  nach  unserer  mehr  ausgebildeten  Zahlenlehre,  eigentfich 

kurz  8;ii:fn  :  so  wie  Stifel  In  seinen»  zur  ErlänttTunsr  beige- 
braclitcu  l>eispi»'le  (iic  natürlich  aulsteigeiiden  Potenzen  von  2  nach 
eiiiaiuler  ger<Mlit  hatte,  ebenso  reihte  Byrg  in  seiner  Tafel  die 
Potenzen  von  i  0001  ifi  naliirlicher  Ordnun^,'  steinend;  und  somit  ^ 
hat  er  eigentlich  bios  zu  StifeTs  TSfelchen  eine  erweitert« 
Tafel  von  Potenzen  einer  andern  Zahl  gelieiert. 

Wollte  man  demnach  —  was  jedoeb  bisher  noch  Niemand 
ernst iiph  unternommen  bat  —  das  Wesen  der  Erfiodiwg  der  Legi- 

rithmen  ersehen : 

1.  in  der  EntdeckiniL:  «ies  Zi)s;mirnonliangs  zivischen  den  Pm- 
ren  entsprechcMdcr  (/  der  ^leichvielter  Glieder  einer  arithmt* 
tischen  und  geometrischen  Reihe,  so  wie 

2.  in  der  Aultinduog  der  Möglichkeit  und  Weise,  die  schwie- 
rigeren Rechnungen,  das  MultiplisireDj  Dirldiren  o.s.  w.  dorcfc 
die  leichtern  des  Addirens»  Snbfrabirens  ii.s.  w.  so  ersetMs; 

so  könnte  dorchaus  nicht  mehr  bestritten  werden»  dass  nicht  ctst 
Byrg  um*s  oder  kurz  vor  dem  Jahre  1620,  sondern  bereits  Stifel 
mindestens  kurz  vor  dem  Jahre  1544  die  Logarithmen  erfunden  bähe* 
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Allein  genauer  besehen  hat  Byr^,  dem  allerdings  das  Ziel 
vorschwebte,  die  bequemen  logaritlimischen  Rechnungen  mittels 
genügend  ausgedrtiDter  T;iteln  zu  ermöglichen,  seine  Aufgabe  um- 
gestülpt oder  auf  <]en  K<ipt  j»estell(.  Denn  hei  den  geivühnlichen 
praktischen  Rechiuniiieri  in  hesomieren  Zahlen  sind  ja  gerade  dia 
mit  einander  zu  mullipiizirenden,  durch  einander  zu  thcilenden, 
so  wie  die  zu  potenzirenden  und  zu  radicirenden  (in  letzter  Instanz 
ganzen)  Zahlen  das  Gegebene,  und  ihre  Logarithmen  das  ans 
den  Tafeln  Auszuhebende  oder  die  mjttels  dieser  Tafeln  in  diu 
Rechnung  einzuführenden  Zwischenhilfszablen,  also  das  Termit* 
telnde  Unbekannt«*  Mao  bedarf  demnach  einer  Tafel,  welche  zur 
natOrlich  genugsam  ausgedehnten  Reihe  der  ganzen  Zahlen  die 
Logarithmen  gibt.  Byrg'a  Potenzentafel  gab  aber  umgekehrt  zur 
aatQriichan  Reihe  der  ganzzabligen  Logarithmen  die  angehurigeo* 
iaat  immer  ungemein  weit  in  Decimalen  auslaufenden  Zahlen. 
Durchgeht  man  Dir  aich  in  Gedanken  oder  nach  Byrg's  „Bericht" 
den  Zug  von  Rechnungen»  den  man  ^ilt  Byrg'a  Potenzentafel 
an  der  Hand  dnrchznmachen  gezwungen  ist,  so  ist  man  aiclier 
zum  GestSndnifl«  nothgedrungen»  dieser  Rechnongszog  sei  weit 
schwieriger  nnd  länger,  als  jene  gewöhnlichen  Rechnungen,  welche 
man  erleichtern  oder  abkürzen  wollte;  und  somit  muss  man  ein- 
gestehen, dass  Byrg's  Potenzentafel  ihren  Zweck  verfehlt  hat 
und  vdUig  unpraktisch  (zweckwidrig,  unanwendbar)  Ist. 

Ganz  anders  ist  Neper's  Kanon  der  Logarithmen  angelegt 
Ihm  schwebte  bei  seiner  und  der  zeitgenüssischen  Gelehrten  wis- 
senschaftlichen Richtung  als  Ziel  vor,  die  schwierigen  astrono- 
nischen  Rechnungen  mit  den  Sinus  und  Tangenten  der  in  Graden 
aad  Minuten  gemessenen  Kreisbogen  zu  erleichtern.  Dazu  schuf 
er  mit  einer,  für  seine  beschr&nkten  analytischen  Hilfsmittel  wahr- 
lich staunenswertheu  Muhe  zu  den  von  Mioute  zu  Minute  im  Krels- 
qoadranten  natürlich  fortschreitenden  Bogen  die  Reibe  der  Loga- 
rithmen Ihrer  Sinus  und  Tangenten,  so  dass  man  zu  jedem  in 
Graden  und  Minuten  angegebenen  Bogen  sogleich,  ohne  aufhal* 
tende  Zwischenrechnung,  den  Logarithmus  seines  Sinus  oder 
seiner  Tangente  herauslesen  oder  herausschreiben  konnte.  Sein 
Kanon  war  demnach  keine  Potenzentafel,  wie  jene  Byrg's,  son* 
dorn  wahrhaft  eine  Logarithmentafel,  dienlich  und  förderlich 
dem  vorgesetzten  Rechnungszwecke. 

Nun  ist  es  ein  längst  ausgemachter  Grundsatz,  dass  als  Er- 
finder eines  praktischen  Gegenstandes  oder  Verfahrens  nur  der- 
jenige Mann  gilt,  welcher  den  hierauf  beziehlichen  Gedanken  und 
Erkenntnissen  seiner  Vorgänger  den  eigentlichen  Geist  und  das 
wahre  Leben  der  Praxis  (Anwendung)  einhauchte;  mithin  ist  es 
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iioiiB«t909licb  eotschiodea»  d««a  w«dar  «os«f  g«itt» 
reUlier  Bf atbemalike?  Sllfet»  n^cb  nn^tr  findiger  Prak- 
tiker Byrg,  wmmAwn  Mmm  der  MhMfirfHlga  Mhettifche 
ürlehrte  Seper»  er  alleim,  ffir  den  JCrfinder 

der  Ij#gmrf(luAeB  M^eMHeit  werden  kann  uuU  miuM. 

Daraus  kano  Dttn  freilich  der  deutsche  Freuod  der  fl^iiMii- 
scbaft  Dur^it  Bedauern  entnehmen«  daes  des  sonet  ao  hodi 
«chätaharen  kaiaerKcheo  Hof- Kammer -Uhrmachera  ßyrg  Tifds 
sammt  GehraDchsanweiaung  nnr  .wenig  Über  die,  um  78  Jibie 
Mher  ron  Stifel  ausgesprochenen  Grundgedanken  buiainKe- 
gaogen  sind,  dass  selbe  ohne  Verwechselung  ihres  Argumeots 
oder  ihrer  Eingaogszahl  sich  kaum  Bahn  an  brecbeo  vermocht, 
also  erst  noch  eines  krAftigern  uod  regeren  Geistes  bedurft  hät- 
ten, der  sie  belebt  und  wirksam  gemacht  hatte.    Aus  dieser  ihrer 
UnvoUkoniroenheit  iu  der  Anordnung  Jürfte^ich  zugleich  be?Tei- 
Ten  lassen,  warum  der  so  geistreicbe  und  anregsame  Matbemadker 
und  Astronom  Kepler,   wenti  er  in  der  Thaf  lange   vor  dem 
Jahre  1618,  >vo  ilim  Neper's  Tafeln  /ukamen,  von  Byrg's  Ar- 
beit volle  Kenntnisö  besessen  h.'itte  —  wie  des  Letztern  Schüler 
und  Verwandter  Bramer  naclilicr  ("»fleritlicb  erklärte  —  selbe  nicht 
umständlich  durchforscht  und  mit  aller  Kraft  seines  Geistes  eben 
60  wie  rtleper's  Leistungen  gefördert  habe.    Denn  zugestehen 
hiuss  man,  dass,  gleichwie  Brigg's  die  neue  Erfindung  Neper's, 
durch  die  Aanabme  der  logaritbmiscben  Grundzahl  10  uad  dorcb 
Bereebnaog  entsprechender  Tafeln  fiir  die  Zahlen  uad  WIoImI- 
funktionen,  erst  ia'a  richtige  Iveleia  nOttlicher  Verwendtsg 
eiolenkt»»  Kepler  anf  dem  Felde  der  Theorie  au  ihrer  Vordeoi- 
ücAimg,  BegfOsdeiif  toad  Verhreitaiig  mannhaft  und  erfolgrakb 
mitwirkte^ 
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XXIIf, 

Maclilrag  zu  dem  Aufsatze  über  die  Fläche  des  »phä- 
rischeo  Vi<ureck«  TU.  XXXIV«  Nr.  III.  8. 12. 

Vi»» 

Herrn  Professor  Dr.  Köni^ 
Kneipbofccheii  GjpoiBMio  sa  Eönigiiberg  !•  Pr, 


Seist  mii>      Beibebaltaog  4er  fraheren  BexeMnoDg  Bd.  $1. 

&  \%  fr., 

•iD  — j— elo ein —^«io  — zr- 


dann  int: 


und  encb 


s — a  s — 6  « — c  $ — d 
CO«— 2~co«— coa— 2~coa  ^ 


coej  sscoe— •fainaslaAeos  ^ 


•Isoj  wenn  man  die  belbe  Sumnie  nimmt  und  eetwielceit: 

a«       6*       c*  dt 
^2        co»2  -fceej  +coej  +cee5 

ceej  «1  2  

.a.A.c.ii         «      6     e  d 
£:2P— ein  jsio  jein^eiaj  —  eoejeesjeee^oee^ 

qt     ^  1^ 

^-ceij  eoe^  -l-eae^eeeji     ^  eise  ein  6  cei  17-1- J  eine  eimlcee^D* 
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d5d      Mimip:  Aacktrag  w  dem  Auf  »atze  üäer  die  füUäe 

Zieht  mao  nuo  den  am  aogef.  Orte  16.  gefuDdeoeu  Ausdrack  für 
cos^  €0^2  Ab»  SO  «nUCeht: 

^2        ^2  d        b  cd 

-f  (cM|  COS  2 — eos^  cos  ^  )  («lo  ^     2        —  sid^sid^ 
-oSsiD^siDgSin^^sin^cos — g —  » 

sin  a  sin  6  cos  B — sin  2  sin  j  cos  i> 

ist, 

s^P-f-^COSgCOsI-  cos  |cOS^)  (OOS/— cosd) 

— 3  mg    S  ^"''S  — t — 

=2P+fii. 

F 

Auf  älinJiciie  Woiso  orliilC  mao»  wenn  man  cosg  cos ^  »t 
cos^  addirt: 

Scosg  cos  j  ^{cos^cos^-\'CfM^cw^)(coBy-f-tn^9^ 

,  n      h  .  c  .  d  ßJJJß 
•f-'lBin^sm^tnu^Hiu^coa — j — -  — 

und  dorcii  Divisioa  iieider  Ausdrflcke: 


Dis  Wortlis  lllr  «  ond  n  siogesetst  gelmi  dso  Ziiiisr  des  Bruebes 

i»  #  ö  ^  ^  c  d  » 
Zss(ces^  €08^  cos  y + cos  j  cos  g  coso){f  —  1^ 

.  ,»,w     /  ^      1  cd 

-f  4f —  (cos  ^  cos  j  cos  d  -|-  co»^  cos  g  cos  y 

n      h      e      d  B\IP 
+  *isiu  j  sio  2     2     J  — 2 —  ^ 
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äe»  späärtiMn  fUrutB  m  JOOav.  Hr.  M  8. 11.  m 


a  b  cos  a  +  cos  6  -f  co8  e  ^\ 
CO«  j  cos  2  CO«  y =  4  

er/.     COBC  4*  COSl2-4-COS0-f-l 

cos  2      2  cos  0  =  4 


a      6        .      ^  ^  « 
CO«  j  cos  g  COS  7  -I-  cos 

+  C08& +CO«C  +  C08d  .  ,rw       »IV  . 

-2  ±  !   +C08J  — P)+CO»j 


igt,  so  wird: 

ab  cd 
Zsz{P'  —     cos^  —  l  cos  2  cos  gcosi  -f  cos  j  COS  2  CO«  y  -  (P-f  P*) 

a     b     e     d      B-^  />• 
-|'2siii20iD2«iD2«in2  ^ — T~  i 

md  weil 

a  -  ,      c  d 

cos  2  cos  2  cos  0  4-  cos  ^  cos  2  cos  / 

=eosyco«  (cosy— »CO«!  co«|)  (cosd— cos|  cos^) 

a      b      c  d 
cos  gCOS ^  cosgcos ^ 

scosycoso  —  sin^sioj«io2sii)gcos£cosZ>4'Cos^cos2Cos2Cosg 


und 


,   a  ,  b  .  e  .  d         a      b      c  d 
P-f  i'^=sin2Si0  2^''^2^'"2'^^^'2     2     2  2 


ist» 


s     .  /))  eo8 1*  ^  (cos  y  cos      sio^i  n^sin^si  n^si  aBsiojP)(P-|-P'). 

Die  SubstitutioD  von  m  und  tt  giebt  den  Neoner: 
l9:sP'{  (cos  ^  cos  I  +  cos  ^  cos  ^  (cos  y  4-  cos  ^ 

-~2l''-|-2siii2Si02Sio2SiD2Cos — g — 
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oder  wenn  man  IHr 


und  fiir 


n      ff  r      d  ^ 


ab      ,  .  cd 
cos  2  cosg eos o  -f  cos ^  cos ^  cos  y 


die  vorigen  Werthe  und  für  2P  den  Wertli 

cosa^-eosö-fcosc-l-cooif  ..a.6.c.c{.  a  b  cd 
 j  -f-  6iu^siD26in28io^-f  COS^COS^COS^COS^j 

setzt, 

/         .  jt     .  «  .       .   f  .       .   o  . 

=  P*  (cos  2*    cosycosö— sio  ^sin  ^  sin  ^  f^in  ^  ^^^^^^'^^h 

Da«  Endresultat  ist  also : 

gl  n      h      c  d 

{P — P)  cosg  — (oosycosi—sin^  s»n  g     j®^"  2*'"^**'*^^^^''^^ 

f  ^  dl)        c  ff 

P  (cos  ^  -f*  cos  f  cos  d  —  sin  ^  sin  ^  sin  ^  sin  ^         sio  ^) 


wo  noch  fifr  P't  C^^)  und  (R^P)  die  schon  angellihflaii 
Wertbe  zn  setsen  sind« 

Für  <2s=0,  abo  cs=c  und  ds^t  wird  der  Zihler  dei  Bra* 

ches  =0,  d.  b.  die  Formel  geht  für  diesen  Fall  in  die  de« 
S.  LbuUier  für  die  Fläche  des  sphärischen  Oreieciw  Aber. 
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Zu  beweisende  Lehrsfttsef 

Von  Htm  Becl«ir  Dr.  C.  H.  Nagel  «n  der  RwI-AmI«II  sn  Ulm. 

•  Allbekannt  sind  folgende  Lehrsätze  über  das  Dreieck,  welche 
sich  in  vielen  Sainniliingen  finden: 

1.  Die  drei  von  den  VViokeUpitseQ  auf  die  G«genBeiten  gerill- 
ten Perpendikei  acbneiden  «icb  i»  eioem  einsigfo  Punkt« 
(Punkt  L). 

2.  Pi0  4rei  in  deuUulblrungnpunkten  4er  Seiten  eriMteten  Per- 
pendikel schneiden  eicb  in  einem  einsigen  Punkte  (Punkt  IL). 

8.  Die  drei  von  den  WbkeUpitsen  necb  den  lliilbirungspirok- 
teo  der  Seiten  gezogenen  geraden  Linien  scboeiden  sich 
in  einem  einzigen  Punkte  (bekaontlicb  dec  Schwerpunkt 
des  Dreiecks). 

4.  Die  L'criaunten  drei  Punkte  liegen  so  in  gerader  Linie, 
dass  der  Schn^erpunkt  zwischen  Punkt  I.  und  Punkt  IT  . 
Hud  swac  doppelt  so  weit  von'l.a  sis  von  II,  entfernt  liegt. 

Es  gibt  tibrigens  noch  folgende  malege  Satsreiben  in  Besie« 
bung  auf  das  Dreieck^  die  ton  mir  vor  ISngerer  Zeit  in  einem 
Programme  mttgefbeilt,  docb,  wie  wir  scbeint,  weniger  bekannt 
geitorden  sind,  und  die  teh  dsher  för  weitere  Kreise  hier  niit- 
theile.  Vielleicht  koosen  aie  als  UebungARufi^befi  Kir  vorgerück- 
tere i^chiiler  dienen.  Ich  bediene  nüch  dabei  lolgender,  sich  von 
selbst  erklärender  Ausdrücke:  Innerer  ß  erü  hruugskre  is  heisse 
der  in»  Ureieck  liesjeode  Kreis,  der  die  drei  S(^ten  des  Dreiecks 
selbst  berührt;  die  drei  Ucrührongspunkte  hei.ssrn  innere  Be- 
ruhru D L^spuuk te.  Aeussere  BenihrungskreKse  heissen 
die  so  an  dest  Dreieck  liegeodeo  dcei  krstse»  dass  sie  je  eine 
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Seit«  selbst  ood  die  Verlingeriingeii  der  beiden  eiidern  beffibreo; 
der  aaf  der  Seite  selbst  liegende  Berfibrengspankt  eines  solcbes 
Kreises  beisse  der  Süssere  Berdhrun^spunlrt  dieser  Seile. 

A.  ].  Die  drei  geraden  Linien,  welche  von  den  Winkelsjit/en 

eines  Dreiecks  nach  den  ansstTn  lien'ihrungspunkteo  der 
gegenüberliegenden  Seiten  gebogen  nrerdeo,  scbseideti 
sieb  in  einem  einzigen  Punkte. 

2.  Dieser  Punkt»  der  Mittelpunkt  des  Innern  Berfibmogs- 
krelses  und  der  Scbwerpunfct  des  Dreiecks  liefen  ebes- 
falls  so  in  gerader  Linie,  dass  der  Scbwerpnnkt  striscben 
Punkt  1.  und  II.»  und  swar  doppelt  so  weit  roo  L  ili 
Ton  n.  entfernt  liegt 

B.  ].  Die  drei  i^eratlen  Linien,  welche  von  den  WinlcelspiUen 

nach  den  innern  licnihrungspunkten  der  Gegenseiten 
gezogen  werden»  schneiden  sich  in  einem  einzigen  Pnnicte 
(Punkt  1.). 

%  Die  drei  von  den  Mittelpunkten  der  äussern  Berflbnisgf» 
kreise  an  die  Halbirungspunkte  der  zugehörigen  Seiten 
gezogenen  geraden  Linien  schneiden  sich  verlingert  hl 

■  einem  einzigen  Punkte  (Punkt  II.). 

3.  Diese  Lei  den  Punkte  und  der  Schu  erpuuUt  liegen  ebeo« 
falls  Bo  in  gerader  Linie,  dass  der  Schwerpunkt  zwi&chen 
Punkt  1.  und  II.,  und  zwar  doppelt  so  weit  von  I.»  als 
von  II.  enttarnt  liegt. 

G.  L  Die  drei  von  den  Mittelpunkten  der  Süssem  Berflbruntrs- 
kreise  auf  die  zugehörigen  Seiten  geflillteif  Perpendikel 
schneiden  sich»  nOtbigervi eise  verlängert,  In  einen  ein- 
zigen Punkte»  der  Ton  den  drei  erstem  MUteIpnnkleo 
gleicbweit  entlemt  Ist 

2.  Dieser  Punkt,  der  Hlttelpnnkt  des  Innern  Berilbningi^ 

kreises  und  der  Mittelpunkt  des  um  das  Dreieck  be- 
schriebenen Kreises  liei^ot»  so  in  einer  L^eraden  Linie, 
.  dass  der  letztere  Punkt  zwischen   den  beiden  enieft 
und  zwar  gleicbvveii  von  beiden  entfernt  liegt. 

D.  1.  Wenn  man  Ton  den  Mittelpunkten  zweier  Süsseren  Be- 
rShrungskreisa  auf  die  diesen  Kreise»  sugebSrigen  Sei- 
ten» und  zwar  je  von  dem  einen  auf  die  den  andata 
zugebSrige  Seite  ihrer  Verlingerung  und  ebenso  vo« 
Mittelpunkt  des  Innern  Bertibrangakrelses  auf  die  drillt 
Seite  Perpendikel  Ollt»  so  sebnelden  sich  disee  gsbSrig 
veilSngert  fai  einem  einzigen  Punkte,  der  von  den  M 
MItielpmikten  ^elehweil  entfernt  Ist 
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2.  Oies«r  Paokt,  der  Mittelpunkt  des  m  «einer  BeetimmoDg 
nicht  gebrftocliten  dritten  Sueeeren  BerShmngekreiees  and 
der  Mittelpunkt  des  am  dn»  üreieck  beschriebenen  Krei* 
see  liegen  so  in  einer  geraden  Linie»  dase  der  letztere 
Pnnirt  zwischen  den  beiden  erstem  und  zwar  gleichweit 
yon  beiden  entfernt  liegt. 

£.  J.  Wenn  man  von  zwei  Winkelspitzen  ave  je  nach  dem- 
jenigen Berührungspunkte  der  Gegenseite,  welcher  auf 
der  über  die  dritte  Winkelspitte  hinausgehenden  Ver«* 
Iftngerung  liegt»  zwei  gerade  Linien ,  und  von  dieser  drit* 
teo  Winkelspitze  nach  dem  inneren  BerOhrungspunkte 
der  Gegenseite  eine  dritte  gerade  Linie  zieht»  so  schnei- 
den sich  diese  drei  Linien  in  einem  einzigen  Punkte« 

2.  Dieser  l'unkt,  der  Mittelpunkt  des  zu  der  Seite,  auf 
welcher  der  iriuere  Berührunj^Kputikt  liegt,  <;ehurigen 
äu6«>«eren  Berüliriiii2>skreises  und  der  Schv^  erpunkt  des 
Üreiecks  liegen  so  in  gerader  Linie,  (^a-^.s  der  Sehwer- 
punlit  zwischen  beiden  erstgenannten  Funkten,  und  zwar 
doppelt  so  weit  ?oni  ersten,  als  vom  zweiten  entfernt  liegt. 


Ven  Herrn  Alexander  Ldfflor'iB  Wien. 

Die  Bachstaben  A,  B ,  C  bezeichnen  in  riachfelgendem  be- 
Gebige  Functionen  der  unabhängig  Verinderlichen 

1)  Es  soll  das  Integral  in  geschlossener  Form  der  Differen* 

tialgieicliun^      4"  i^"^'  ^        =  0  angegeben  werden. 

1)  Es  soll  gezeigt  werden,  dass,  wenn  y^u  ein  Genuine  lei- 
•teader  Werth  der  Differential •  Gleichung  i^'4-Cy»0  ist, 

^as  vollstindige  Integral  dann  durch  die  Formel 


^rlseutirt  wird. 

^  Die  Differentialgleichung 

soll  iiitegrirt  werden. 

i)  Es  Ist  die  Beziehung  ztrlsehen  y  und  x  anfzusteUen,  welche  • 
^es  Ausdruck 

Th«U  XXXIV.  24 

* 
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zu  einem  Minimum  macht,  wenn  die  Greozwerthe        Jf  MlBBt 

5)  Wird  mit  m  ein«  beliebige  Fanction  von  i4  beseicbnet,  m 
mt  dae  Integral  der  Dlffereotlaiglelcbang 

10  gescblüsfieiier  Form  anzugeben. 


Herrn  Frau*  Unf erdinger  an  der  k.  k.  Meriae-Slernwirtt 

zu    r  r  i  e  « t. 

I 

1)  Es  eoll  aus  folgender  Gleicbnng  die  Unbekannte  x  be- 
etirnnt  werden: 

Resnltat: 

9 

^  =s  i  1(1 + VT+^  - '^(i+VTT^^, 

2)  Man  so»  aus  folgenden  xwei  Gleiciiungen  die  ünbelw»** 
X  und  y  beatiroraen; 

Reenltat: 

3)  Dan  Quadrat  einer  geraden  Zahl  2i  lässt  ^^ich  io 
oft  als  die  biffereBS  zweier  Quadratzahlen  darstellen, 
»le  sieb  ^  in  awei  «ngleicbe  baetdren  aeriegea  U««< 
WammT 
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BeUpieL  6*s36  llsst  nicfc  nf  vlw  Attmi  ab  Pro4acl  qd- 
gleicher  F«elor«n  darstellen.  1.36,  3.12,  4.9;  daher  ISaet 
sieb  (2.6)*=  12*  auf  Wer  Arten  and  ntebt  mehr  als  die  DifiereoB 

zweier  Quadrate  darstellen.   In  der  That  hat  man : 

12«Ä37*-r36«=20»  - 16««=  15«-  9«ä  I3«-5« 

4)  Wenn  sich  eine  Zahl  uul  72  verschiedene  Arten 
in  zwei  Factoren  zerlegen  h^sst,  kann  man  aus  die- 
sen Zerlegungen  immer  ««(n — 1)  neue  Zahlen  finden, 
«reiche  sich  auf  zwei  verschiedene  Arten  in  rlieSuinroe 
zweier  Qaadraie  zerlegen  lassen.   So  ist  z.B. 

48  =  1.48  s  2.84  «  3.16  =5  4. 12  =  6.8. 

aad  hienaU  findet  mao: 

ms  =  47»  ^  26«  =  49*  >  22'^ , 
2670= 47*  + 19«  =  49*  + 13», 
2466  »  47*  ^  16*3:  49>  ^  8*, 
2405  =  47* -1^  14*  =  49*  +  2*. 

846s  22>4l«i  =  26s-|- 13>. 

74U  =  *22*+  16«  =  262  +  8«, 

680  =  22*  + 1 4* = 26»  4- 2* , 

425  =  13*+l6»=sl9*  +  8*, 

365  =5  13«+ 14*  =  19« + 

260s  8>-^14ts]0t+2•; 

ebenso  iat  36s=  1.36=2. 18=3.12=4.9=6.0.  uod  man  erhält 
bietmU: 

]626=37«4 10*=^36H20», 

1450  =  37«+  9«= 35«+ 15«, 
1394  =  37*+.  5*=35«+l3*, 
1369=37*+  0*=35*+l2*, 

481=20*+  9*=  16*+ 15«, 

425=20»+  5*=]0*+13*, 

400=20*+  0*=1<.2  +  12*, 

260=16»+  5*=.  9*+ 13», 

225=15«+  0«=  9« +  12», 

169=13»+  0»=  5*+ 12*. 
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5)  Eß  soll  4i9  folgende  ReUHon,  io  welcher  n,  6,  e  M 
Seiteo  und  B,  C  die  gegenflberUegendee  Wiokel  eine«  sphl- 
riechen  Dreiecke«  beseicfanen,  nachgewiesen  werden; 

Sin«^  _  S'ia^B  _  SiiW  _  1 Cos  ^  Co»  Jg  Cos  C 


\oD  Herrn  F.  Unferdiogcr  an  der  k.  k.  Murine -Sternwarte  so  Trittt. 

Auf  der  Richtung  eines  Durchmessers  eines  gegebenen  Krei* 
ses  liegen  zwei  feste  Punkte  A  und  B,  der  eine  ansserhalb,  der 
andere  innerhalb  des  gegebenen  Kreises  auf  derselben  Seite  fon 
Mittelpunkt j  und  so»  dass  die  mittlere  geometrische  Proportio- 
nale ihrer  Abstände  von  diesem  Mittelpunkt  dem  Radius  des  gege- 
benen Kreises  gleich  ist  Verbindet  man  irgend  einen  Pookt  M  f 
des  gegebenen  Kreises  mit  A  und  B  und  verlängert  die  VcrUo- 
dungslinlen  nCthigenfalls,  bis  sie  den  Kreis  noch  in  xwei  andcraa 
Punkten  Ai  und  Bg  schneiden»  so  Ist  die  Sehne  AgBt  stets  auf 
der  Richtung  AB  senkrecht,  wie  auch  der  Punkt  Jlf  geif Shit  1re^ 
den  mag.  Warum? 


XILW. 
Misceileii. 


Vehpt  GoQsy's  Methode  zur  BestimmuDg  der  mUtleren 

Proportionallinie« 

Voo  Herrn  lloctor  Voller  xu  Saalfeld. 

Ein  der  Gouzy 'sehen  Methode*),  ^^wischeo  zwei  gegebe- 
nen Linien  die  mittlere  Proportionallinie  an  suchen 'S  bebmfitt>' 


*)  Nouvellet  Anaaleo  de  Matiieniatlqoc«.  Tome  IL  VI*  BIsn  iWf« 
p,  IM.  —  Archiv  der  Mathemalili  und  Pbjttk.  Tbl.  X%\h  Rft.  4.  p.4ti. 
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der  Beweis  liest  Meb  sueh  mittelst  der  Aebnlidikeit  der  Drei* 
ecke  anf  folgende  Weise  flDbren. 

Wenn  aut  einer  beliebigen  geraden  I/inie  j}IN  (Taf.  I.  Fig.  9.) 
Ali~b,  AC=a  und  auch  BD=u  abgetrageo,  hierauf  mit  der 
ZirkelüflTiiung  a  aus  C  und  /)  als  Mittelpunkten  zwei  sich  in  E 
;«!hnei(iende  KreisUoeen,  dann  ikk  Ii  (iic  j.inien  KA  und  EB  ge- 
üimen  werden,  so  ist  jede  dieiser  beiden  l^ioieo  die  gesuchte  fliitt» 
ier«  Proportionale  zwischen  a  und  6. 

Esistnehmlicb  snnSebst,  wie  leicht  erhellet»  ^DAE^^CBE, 
folgliefa  \ABE  gleiehschenklig  und  somit  iholich  dem  Dreieck 
DB£,  weil  ^ABE=:^DBE  und  ^BAE^^CDEB.  Da- 
her Fcrbfilt  sich: 

DB;BE=zBE:AB, 

d.  i. 

üiBE=B£:^. 

Fo^licli : 

BE*z=ab, 
w.   z.   h.  w. 


Schreiben  des  Uerru  t  .  Uoi'erdiiiger  au  der  k.  Ic.  Marine- 
Sternwarte  za  Trieat  ao  den  Herauageber. 

Vor  c'inii^en  Tai;en  erhielt  ich  das  erste  Heft  des  XXXIV.  Theils 
Ihre!»  geschätzten  Archivs,  in  \\('l(:heHi  8ie  von  einem  Schreiben 
des  Herrn  Dr.  Zebluss  in  iliidelberi»  berichten,  betreffend 
meinen  in  ThI.  XXXIII.  S.  104.  ab«?edruckten  Aufsatz  über  das 
Kationalmacfaen  des  Neuners  in  Brächen  von  der  Form: 

 Z  

<ti  +  Vfls+  Va8+....V««' 

Obgleich  mir  der  Inhalt  der  genannten  Zuschrili  des  Herrn 
Hr.  Zehfuss  zur  Zeit  noch  unbekannt  ist,  so  hin  ich  doch  gerne 
Ijereit,  auf  die  von  Ihnen  a.  a.  O.  gemachte  Anmerkung  im  Inter- 
esse der  Wahrheit  und  Wissenschaft  zu  antworten,  und  es  soll 
mich  freuen,  wenn  hiermit  zugleich  dem  Wunsche  des  Herrn  Üoc- 
tor  Zehfuss  genügt  wird. 

■ 

Aus  der  Fasauag  meines  Artikels  über  den  angeregten  Gegen- 
stand gebt  bervor,  dass  ich  aar  tob  jeaer  Metbode  des  Ratio* 
Bifaaachens  etwas  beibringen  wollte,  welche  sich  zur  Erreicbinig 
ibres  Zieles  eiaes,  aar  in  dea  Voraeicbea  von  dem  Nenaar  des 
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gegeb«lien  Bnicfcea  machiedeaeo*  moltiplieirendeo  Facten  he» 
dient,  welche  Metbode  aueb  gleich  am  Anfange  dee  Aeftatwi 
beseichoet  iet;  dieses  haben  bereite  Sie  seibat  in  der  dllrteo 
Amqerkqng  besonders  hervorgehoben  *), 

Was  oao  den  ^cblu88  meines  Aufsatzes  betrifft,  welcher  iltM» 
tautet:  ....  „Soll  man  sich  also  dem  Ziele  des  RstioDalmachemi 
geoähert  haben,  so  muss  u.  8.  w,**,  so  bin  Ich  {^eme  bereit,  ihn 
in  der  TolgenHen  schärferen  Fassung  zn  berichtigen,  nod  ich  bitte 
Sie,  diese  Berichtigung  Id  ihrem  gesehfttaten  Archiv  m  tcrfif- 
feotlieben. 

....  Alle»  bisher  Gesagte  gilt  auch  noch  dann,  wenn  f/,  finr 
Wurzelgrns.se  int.  Soll  man  «iich  nun  tiera  Ziele  de«  National- 
niarheiLs  cenähert  haben,  so  niiiss.  wenn  Oj  rational  ist,  r(r— l)<2r-I 
oder  r^<2r  sein,  je  nachdem  fi==2r  oder  n^2r-|-l  ist.  ÜieM 

gibt  fan  ersten  Falle  ii^4.  In  swdten  Falle  r"^!  aod 

«'^3,  so  dasa  also  ein  Bruch  mit  einem  Nenner  wie 

auf  die  besprochene  Art  noch  in  einen  andern  von  gleichem  Werth 
und  mit  rationalem  Nenner  Terwandelt  werden  kann;  ein  Bmcfc 
hingegen  mit^elneia  Nenner  wie 

öl  +  Vog  f  Va»  4-  V«4  +  V«si 
eehaid  «i  Fen  Null  verschieden  ist,  im  Allgemeinen  nicht  athr. 


Ist  Ol  ebenfalls  eine  zweite  Wurael«  d.  b«  sind  slUnmtüche 
n  Glieder  des  Nenners  irrational,  so  ronss,  wenn  man  sieb  dem 
Ziele  des  Kationalmachens  genähert  haben  will,  r(r— ])  <2r  oder 
r^^Sr-l-l  sein«  je  nachdem  tts=2r  oder  ti=2r«|-l  ist.  Beide 

Relatiooeo  geben  mit  Leichtigkeit  ^^'^9  ^'^^  ersten  Falle 
n~l4,  im  zweiten  Falle  it  ^5,  so  dass  also  in  einem  Bracfc» 

deeeen  Nenner  die  Focm 

Wim  icli  Herrs  Unf erdinger  «chiildij^  war,  da  irh  von  vorn 
lierein  vollkommen  nb«rseogt  war,  dait  er  bei  «eisern  Anfaalie  keine" 
aa4crn  Zweck  baUo,  aU  den  von  mir  ange^ebeneo.  k^ben  »o  glaube  ict> 
«lms«elben  Jetzt  «choidig  sq  «ein,  naversiiglich  diotes  oeiaen  Biie^ 
alMlrocitSA  stt  latMtt. 
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iiai»  die  AnznM  <ler  IrrationalgrOasen  den  Nenners  noch  vermin- 
1  kii  werden  kann»  In  der  Thaf,  macht  man  xaro  Zweck  den  Ratio*> 
nalmachens  den  ersten  Schritt f  ao  ist  der  neue  Nenner: 

welcher  nur  vier  VVurzeIgrüfi«en  enthalt,  aber  luU  jeiieiu  ol>»gen 

I  dnerlel  Form  bat,  so  dass  also  im  Allgemeinen  auf  die  beseich- 
*  Nie  Art  eine  weitere  Verminderung  der  Wurzelgrossen  nicht 
darchfOhrbar  ist,  und  man  siebt  also,  dasa  die  Möglichkeit, 
eiaeu  Bruch  von  obiger  Uescli uffenheit  mit  rationalem 
Nenner  dar  zun  teilen,  im  Allgemeinen  nicht  mehr  vor- 
handen iät,  ^oUald  seil)  Nenner  mehr  alü  vier  Glieder 
bat. 

Tfle«t,  den  6.  MMn  186a  F.  Unferdingen 


Merkwfirdige  allgemeine  aoalyiiscbe  Relationen. 

Von  «1  e  ni  Ii  e  r  a  ii  ■  g  e  b  e  r. 
I. 

Es  ist  immer: 

{ajfi  —  ftsoa)        —  Ml) 

+      —  Offii)  (yo«i  —  Wi) 
—  (tfü«o + ^  4-  <v>ro)     +*i  A + «lyi) 

H. 

Es  ist  immer: 

-  (Ol*  +  Ä,«  +  c-,*)  ia^a^  +  Mo  +  <^2<^o)* 
+5<«o«i  +  ^0*1  4  CqCx)  (aiÄ,  4  ^  A  4       («i«b  4  Mo  4  <%co) 
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AlisceUen, 


wo  der  leUte  Ausdruck  sich  auch  noch  auf  andere  WeUiC  sdirei* 
beo  läi»8t. 


Von  dem  Hcraaageber. 

In  Mioeo  Beitrügen  sur  Biographie  Bessel's  (Zeit- 
schrift für  populSre  Mittbeilungen  aus  dem  Gebiete 
der  Aetronnmie  u.  ».  w.  Band  L  Heft  3.  S.  151.)  ^Skiti  Wiek- 
mann an,  dass  den  Stamm  xu  der  spftter  so  reichhaltigen  Biblio- 
thek BesseTs  die  folgenden  Bdeher  bildeten,  au»  denen  er  seine 
erste  mathematische  und  astronomische  Ausbildung  schöpfte: 

Monnich,  Lehrbucli  der  Mathem.  '2  Thle.  Berlin  IMK) 1?>0I  ^ 

Bohnen  berger,  Anleitung  zur  geographit^chen  Ort^beslioi- 
mung.   Götfinucn  1795. 

V.  Ende,  (leouraphiscbe  Ortsbeatimmungen  im  niedersäch- 
aischen  Kreise.    Celle  IK)1. 

Pfr\  ff,  Versiu'h  einer  nciM'n  vSiim  ni;.ti*)ifs  -  Methode.  Berlin  ITSS. 

II  i  II  (1  V  II  l>  u  r  ,  ISammliHii:  combiiiat.  aoaiytiacber  AbbaadluB'  | 
gen.    2  Thie.    Leipzig;  ITOli  und  1800. 

Kästner,   Anfant^sgründe  der  Analyaia  dea  Uneodlicbes. 
3.  Aufl.    Guttingen  17110. 

Kästner,  Aofangagrunde  der  höheren  Mecbaoiic.    %  All. 
Guttingen  1793. 

En  1er,  Theorie  der  Planeten  und  Cometen.  Üebersetit  voo 
Pncasai.   Wien  1781. 

SeKeibei,  Astronom.  Bibliotb.  Abecbn.1.2.  Brealau  1784r^. 


F  6  b  1  6  r 

Im  0ebr«m'«  irtefeMaleUifem  Ii^irMrlttaiemtafelm,  Mc* 

Tat  1.  S.29.  Foastafel,  Spalte        Z.  1.  afatt  3.35.40  liee:  0.36.« 
.  Brau  nach  we  ig  am  27.  Februar  ihüO. 

Fr  Vieweg  ft  Sobn« 


Berichtigaagen« 
1a  Tbl.  XXllIi.  8. 57.  «tati  Tbl.  XXIX.  8. 432.  lelte  na»  TbL 

S.  420. 

Im  Lllcraritchen  Berichte  Nr.  C\XI\.  (ThU  XXXIII.)  Su 
•ataa  maa  „algabraiaebar*'  «tatt  t,allgeliraiseber*** 


Jungk  an:  Beiträge  %ur  Titraeär&metrie.  ^9 


XXVI. 

Beitrage  zur  Tetraedrometrie. 


Herrn  Dr.  G,  Junghan 
m  Goiha. 


Ote  Tetraedrometrie  scheint  seit  geraumer  Zeit  iiiciit  zu  den- 
jeni^'L-n  FeMem  zu  ueboren,  die  von  den  Matberoatikorn  mit 
^  nrliebc  !)('l)aut  werden.  Seit  Feuerbachs  „GrimdriKs  zu 
analy tiacli  en  Untersuchungen  der  dreieckigen  Pyra- 
mide. Nürnberg.  1827."  (nur  ein  Auszug  der  Resiillalo  nhru' 
Beweise  aus  dem  angekündigten  aiisfiihrüehen  Werki',  \  on  tieni 
ich  nicht  wfiss,  ob  es  erschienen  ist)  scheint  kein  lu  (if'ut<'ndej< 
Werk  über  den  (To^eastand  erschienen  zu  seiri.  Feiierhach, 
sowie  seine  ^.rosüei)  Vorgänger,  Lrij^range  und  Carnot,  be- 
baodein  den  Gegenstand  durch  Coordinateosystemc ,  also  durch 
Gruaaen^  die  dem  Tetraeder  als  solchem  fremd  sind,  indem  «ie 
die  Gleichungen  zwischen  den  Coordinaten  der  vier  Eckpunkte 
und  denen  eines  fünften,  der  zu  ihnen  in  gegebenen  Beziehungen 
steht,  untersuchen.  Diese  gro6Mrtigen  und  von  schonen  Resul- 
taten gekrönten  Untersocbungen  machen  e«  aber,  wie  mir  scheint, 
nicht  überflüssig,  die  Abhängigkeit  der  verschiedenen  Hestini* 
mongsgrussen  des  Tetraeders  von  einander  unmittelbar,  näm- 
lich ohne  da«  Mittel  der  Coordinaten»  aofziiMicheii  oihI  darzastel- 
lea.  lo  diesem  Sinne  scheint  noch  wenig  getbao  su  «ein.  Das 
Neueste,  vrae  ich  kenne,  ist  die  erste  Abhandlung  Im  ersten 
Bande  dteeee  Archivs  von  Professor  Bretschneider  und 
Eisiges  von  deieeelben  Verfasser  In  seinem  »»Lehrgebäude 
der  niederen  Geometrie.  1844.'*    Die  Leser,  «reiche  etwas 

Tli«ll  XX  XIV.  23 
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ßedeatendes  darüber  aas  neuerer  Zeit  kennen,  sind  om  gefällige 
Mittheiinng  gebeten.  —  Der  Hauptgedanke,  den  ich  seit  einiger 
Zeit  über  diesen  Gegenstand  verfolge,  ist  der:  dass  im  Tetraeder 
die  Ecken  als  solche  durch  ^evrisse  Functionen,  die  ich  aU 

Eckeiisinus  und  (lolarun  Lckeusinus  bezeichne  (s.  §. 4. 
im  FolgeTiden)  eben  so  als  selbstständige  Rechnungscjrüssen  zu 
behandeln  sind,  nie  jdie  Winkel  durch  ihre  iSinus  und  (  osincs 
im  ebenen  und  sphärischen  Dreieck.  Diese  EckenfuTiLtiineu 
sind  auch  s<*n8t  sclion  bemerkt  worden  (sie  niacheti  sab  bei 
allen  das  Tetraeder  betreffenden  Rechnungen  geltend),  aber  Hie 
Symbole  daför  sind  mehr  nur  als  Abkürzungen  för  eine  gewisse 
Zusammeüötellung  von  ebenen  und  Flächen- Winkeln  behan- 
delt, nicht  als  Symbole  beson(1crrr  ixo(  bnungsgrOsseu ,  die  ihre 
eigenen  Gesetze  haben.  —  Hat  jnan  also  die  Tetraedroroetrie  ei- 
nerseits als  eine  Ainveiidutiix  der  roordinatcnceometrie ,  anderer- 
seits aU  eine  An"  «Midurii;  <ler  ebenen  und  sphärischen  Trieono- 
raetrie  betrachtet,  s.>  mütble  ich  den  Versuch  wagen,  sie  iiebeo 
die  letzteren  als  eine  eigene  Disciplin  hinzustellen,  deren  Recb- 
nungsgrössen  sind:  Längen,  ebene  Winkel,  Flächenwinke!,  ebefie 
Dreieckflächeii  und  dreiseitige  Ecken.  In  diesem  Sinne  cm- 
pfeble  ich  in  dem  lolgendcn  Aiir*?ntze  besonders  §.  ]0.  über  da« 
Verhalten  einer  dreiu;  et  Ii  eilten  dreiseitigen  Ecke  zu 
den  Theilecken  und  ^.19.  über  das  Verbalte.'i  von  vi^r 
Ecken  um  eioen  Pankt  der  AufmerkMiokeU  der  geoeigteii 


Am  Tetraeder  O  ^4  ^  C  (Taf.  IV.  Fig.  ].)  bezeichnen  wir  dir 
drai  Selten  der  Ecke  Omit  abe,  ihre  VViokel  mktußy,  threKae- 
ten  mit  up  q,  deren  Gegenkanten  mit  Imn,  die  an  Ihnen  liege»* 
den  Fllehenwinkel  mit  «t'  ^  /.  Ee  belesen  die  Seiten  nnd  Wtakil 

der  Ecke  A :  Oi  bi  Ci  a  ß'  /, 
der  Ecke  B:  a^b^c^a'  ßy', 
der  Eeke  Ct  n^b^e^t^  ff 

Eti  repräseotiren 

imn     die  Seiten  eines  Dreiecke  J9C)> 
oxb^v^  die  Winkel  desselben, 

tif  ß' die  an  einem  Dreieck  aidiegenden  Fiächenwtnke^ 
abc     die  Seiten  einer  Tetraederecke«  m' 
« ßy    die  Winkel  derselben»  * « 


Leser. 
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uptf  die  Kanted  derselben, 

bezeichnen  die  den  Ecken  O,  A,  B,  C  gegenüber- 
liegenden Dreiecke» 

h  die  Radien  der  ihnen  nnechriebeneD  Kreise, 

h^h^   die  auf  sie  gefllUen  Hoben, 

{K  sei  ein  beliebiger  Punkt  im  Tetraeder), 
TiT^r,      bezeichnen  die  Längen  KO,  KJ,  KB,  KC, 

die  Winkel  der  r^^^  tiT^,  rir^,  also  die  Seiten  der 
gegen  J  gevineten  Ecke  bei 

die  Winkel  der  rrg,  iT^,  iTf ,  alee  selche  drei»  die 
einen  gemeinsamen  Schenkel  r  haben» 

die  von  K  auf  ^  ^|  ^2  -^s  gefHIIten  iNormalen, 

den  Inhalt  des  ganzen  Tetraeders, 

die  vier  bei  K  zosammenstossenden  vnd  von  ^  ^ 
j  geschlossenen  Thelltetraeder» 

fPiHH    dieselben  Tetraeder  oder  Pyramiden»  wenn  r=ri 

)    .  ssT^ssTt  ist 

',  Bezeichnungen  von  Winkeln,  wie  (r^) ,  (r^^)  u.  s.  w.,  als  von  den» 
jtoigen,  welche      mit  p,  resp-r^  mit  ^  bilden»  sind  selbstver- 
ich. 

§.  2, 

Bekanntlich  ist 

f         m  n 


sin  Ol      ninö^  smcg 

[IDieatr  für  ein  ebenes  Dreieck  constante  Qoetient  w«rde  der  Mo- 
^ulas  des  Dreiecks  genannt.  Jeder  Sinus  eines  Dreiecke  wird 
also  darch  Hultipllcatlen  mit  dem  Modulns  In  die  Gegenseite»  jede 
^^eite  durch'  Division  durch  denselben  in  den  Sinns  des  Gegen- 
*iakel»  verwandelt 

Weise  werde  der  Qootient 


sina  sinß  »iny 
der  Modulns  der  Ecke  (O)*)  genannt  und  mit  M  bezeichnet; 
^^i*  <iind  die  Moduln  der  fi^ken  A,  B,  C,  »o  dass 


*)  Dieeer  pa««ende  Name  für  2^  and  i*^  <^°'*  Profe««or  üret* 

^«^Imelder«  M^t^hrgebinde  der  niederes  Geometrie.  Jena* 
f  rtvmiBB  I8U*'  eatlehnC 
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und 

also 


mm     ,  ,  MM        ,  •  Slnil  SiDfll 


3*  ^ 

Wir  «eUen  feroer: 

ü«  S.  O«  8.  W« 

I 


Haben  dieselben  Buebstabeo,  anten  aeeenhiirt,  diewlbco  Be- 
deutungen für  das Polardrelevkp  ist  also  Oj  ssl80*^a,  a^sslW-t 
u.  s.  w.»  so  ist 

tts27üO-iri,  also  18(K»-f  =sSi -90<», 
also  .c  =  f4,   «=18(P— fg. 


Q.  S. 


ferner 


s-S700-«|,  also  0— 90»=:1«Ü«— 
also  <  =  et,   0  =        ei > 


U.     8.  W. 


•)  Derch  die  EiaffibniAg  der  WiakelgrSim  9e  (4ea  UebeMcbeMC* 
▼00  990^  ober  die  Selleoeanme)  nebeo  tr  (dem  ■pbirieebeo  Bicen)  gt* 
wioaeo  fiele  Formelo  der  epbiriscIieB  Trigenometile  an  olegielew  A»* 
eebeo.  Ich  erloobe  mir  darfiber  eof  etoe  klehie  Sehtift:  ^Slerfi«' 
über  dae  epbäri»cbe  Dreieeb'^  aoffmerbeom  so  uaebeo,  welcli«  ^ 
der  Progranmeolilerator  begraben  liegt  (Progranm  doe  Laclrfn<^^ 
Gyninatinnie  1848),  und  welche  die  Keirae  von  dem  enthält,  vi* 
ich  ia  der  gegenwärtigen  Abhaodiong  elwe  Neoee  ood  nieht  Üefreckt* 
baree  deriobieteo  habe. 
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$.  3. 

Am  meisten  treten  in  diesem  Aufsätze  die  bekannten  Ecken- 
fitictiotien  hervor,  die  hier  mit  P  und  J7  bezeichnet  werden  und 
dfiren  luanniglaltige  Zusammensetzung  sowohl  aun  den  Seiten 
resp.  Winkeln  der  Ecke  als  ans  je  zwei  Selten  und  dem  einge* 
icUM«enen  Winkel  resp.  je  zviei  Winkein  unci  der  dazwiscb^D^ 


hgeidea  iSeita  als  bekaont  vorausgsset«t  wird;  njUaUcfc:  . 

PsB  4  V(l-— co8*a — cos^ — €o«%-|-2co8acos6cosc)  (1*) 

s  V  sin  i  sin  (i  —  a)  sin  (4 — 6)  sin  («    c)  (2«> 

=  V^sin  e  sin  (a  -|-  ^)  s*n  (6  +  e)  sin  (c  +  e)  (3*) 

SS  (sin  a  »In  btkvky^\  «in  asin  csin  /I  =  i  sin  6  sin  c  8in  u  (4^ 

siü'-'sioasinjSsinjr 

^  1  sin  (ti^i)  sin  a  s  i  sin  (p^s)  sin  6  =  4     (9  ^s)  «iu  c ;  i^) 

J2s4  V(  1  —  cos  *a — cos    — cos  ^ — 2  cos  o  cos  /?  cos  y)  (l*) 

=  V — co8öcoti(ö — a)co8(a-~/3)co6(a — Jf)  (2*) 

=  V  slntsinC«— «)slnOf— OslnCy-ö  (3*) 

^  \  sin  a  si  u  ^  sin  c  8  4  ain      y  siu  6  s  aio  ^«iu  ysia  a  (4*) 

=  «^sinosin^siny  (5^) 

s  i8in(ti^,)sio «  s  4sin(p4)*^/'  =  tSio(9^i)ainy.  (6*) 


Anmerkung  1.  Die  Ansdrücke  (6)  ergeben»  das«  P  con« 
•tut  ist  fSr  alle  aphSrischen  Dreiecke  auf  einerlei  Seite  deren 
Giprelponkte  In  eineni  dieser  Seite  parallelen  kleinen  Kagelkreise 
li^geo;  and  dase  H  conataot  ist  Är  alle  sphärischen  Dreiecke 
TM  einerlei  Gipfelpunkt  und  Gipfelirinkel  deren  Gegeoäeitcn 
i  Svf  demselben  grüsstcn  Kreise  liegen. 

AnmerkvngS.  -Ist  im  epbMriachen  Dreieck  «/}y  (TaCIV. 
2.)  f  ein  beliebiger  Bogen  grOssten  Kreises,  der  die  Seite  n 
vniBr  dem  Winkel  9  trifft,  so  iat 

sin  /sin  ^  sin  e ,  217  =  sin  /sin  7  sin  «.  (7) 

Ad  merkung  3.   Bekanntlich  ist 
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3C  =  J^hi  =  ip^sio  a  .iisiD  b  sioy  =  upgP.  (8) 

l«t  also  aßy  (Taf.  IV.  Fig.  >.)  ein  sphärisches  Dreieck  auf  der 
Kngdfläche  vom  Radius  R,  aq  ist  IR^P  der  Inhalt  der  Pyramide, 
welche  das  durch  aßy  g«legte  ebene  Dreieck  xar  GrundflScbe  ood 
den  Kugelnilttelpunkt  zum  Gipfel  hat.  Da  nun  IR^  der  hltä 
der  entsprecheoden  Pyramide  fUr  das  gleichseitige  rechtwinklig» 
Dreieck  ist,  tat  P  der  Exponent  des  VerhiltniaMS  dienr 
beMeo  Pyramideo  und  dnr  Aandniek  den  Inhalten  der  enteno, 
wenn  die  letstere  snm  klirperiicfaen  Raummaenn  gevrtblt  wiid. 

Anmerkung  4,  Verlängert  man  an  einer  Ecke  die  eine 
Kante  über  den  Eckpunkt  hinaus  oder :  verlängert  man  zwei  Sei- 
ten eines  sphärischen  Dreiecks  über  die  dritte  Seite  hinaus  bis 
am  ihrem  Durchschnitt,  so  wird  dadurch  ein  Nebend reieck  be- 
stimmt, welches  mit  dem  vorigen  einerlei  P  und  II  bat  (Ueber 
die  Relationen  zweier  Mebendreiecke  ist  Mehrere«  zu  iadea  ii 
dem  erwähnten  Luckauer  Programme  von  184&) 

Anmerkung  5.  Bedeuten  P^  und  die  entsprecbeDÜe» 
Functionen  iär  das  Polardreieck,  so  ist 

was  sich  leicht  aus  3.  und  noch  leichter  aus  4«  (4)  eikaB- 
nen  llisst 

Anmerkung  6.  Wir  werden  (aus  einem  später  erbsUtndm 

Grunde)  die  Function  17  mit  dem  Worte  MEckensintts**  mA  P 

aiä  „polaren  Eckensinus"  bezeichnen. 

'9^  5. 

Aus  (5)  geht  leicht  hervor: 

« 

oder  P=Mn,  <10) 
wonaeb  ans  (4)  und  (5)  leicht  herrergebt: 

sinasin6sinc  »      =  (^>> 

sinasiopsio}'=       =  W 

Anmerkung.  1}eis|iiclsweise  eine  Anwendung  des  M<>^"' 
ins  üf:  In  vielen  Büchern  (z.B.  Meier  Hirsch  Sammlung 
geometrischer  Aufgaben  II«  p.i24t  Bretschnelder  Lehr- 
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gfklade  ttte.  p.438w)  findet  man  ittr  den  Radm  dir  einem  Te- 
traeder nmeebriebenen  Kogel  den  Anedmek  entvriekelt: 

4JP.4l>*sti^eiQ*a-|-|^ein^'|-9*8inV-*%99<eoea  —  eee^coee) 

— 2k9(cos  6  —  cos  a  coe  c) — 2ii^(coe  c — cos  acos  b). 

Da  ami 

coe  a — eoa  6  eos  e  s  ein  6  ein  eeoil« 

i^t  0.  8«  w.,  80  findet  man,  wenn  man  dies  einsetzt  und  die  ganze 
GieichoDg  durch       dividirt»  i^acii     2.  und     5. : 

iÄ*.4XP  =  tt'8m'a-f-|>*8in*^  -|-  y'sin'y — 2p98in/38inyco8a 

—'2mq  ein  «ein  f  eee      Sapeio «ein ^  eee  f , 
waa  man,  wie  ee  eclMlnt»  noch  aicbt  bemerict  hat. 


Ana  /  ss3eeina^s3^aina  folgt; 

2qMi  sin«  =  2^1  sina 


Am  Tetraeder  verhalten  aleh  die  Mednll  aweier  Drelaelte  wie 
die  Modnii  der  g6f(enflberli^{eiiden  Ecken. 


Der  Quotient 


3e_2£j  _2^_2ft,_  . 


wt  also  al8  ein  Modnlns  des  Tetraeder e  zu  betiaebten.  — 
Wir  werden  aebent  daee  am  Tetraeder  mehrere  aelche  eoimtante 
Quotienten  FÖrbommen»  die  gleichen  Anepnich  anf  den  Namen 
Modaloa  haben. 


*)  Ea  aei  hier  ein  für  allemal  bemerkt,  daa«  die  den  fettgeaelatan 
Zeichen  unten  rechte  angehangtaa  lodicea,  wie/*,,  if, ,  immer  atwae 
im  Eckea  ß,  C  Ang^ehorigea  oder  ihnen  Gegenoberliegendea  hesaich- 
n«B,  während  die  BuduCahaa  ohne  Index  der  £cke  0  oder  dam  ganiea 
^«traedar  «ngahdtoii. 
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Es  ist  ' 

 l_  .  alpg  fall!« 

j?  *~  sin  Ol  '  sin  «     «in  csio  «1 

.oder,  wenn  man  Msina  etett  sina,  Jlfislna  etett  eioai  aetst: 

^ilfif^siDa  =        yJi^M^  siii  o'  =  ti, 
piitfJirssinil:rrm,  f»;ifiilf,sin/)' 
^MM^  sin  /  =  it ,     fA^iüftsiii  /     9  > 

Da  nun  bekanntlich  Irnnssi^,  eo  findet  man  unter  Aoirsfidsog 
von  (5)  und  (13)  leicht: 

ip^M^M^  SS  ^»  (15) 

Da  nun  nach  (13)  das  Produet  Knka  un^eriaderl  bleibt»  itenaau 
die  Tier  Indicee  0,  1,  2,  3  beliebig  permntirt,  eo  Ist  ancb 

'  ei»  Modulus  des  Tetraeders,  und  zwar  derjenige,  welcher  dem 
Modalus  2q  des  eben«  n  Dreiecke  am  meisten  entspricht  ood  die 
Benenouog  ME^kensinus**  für  Ü  rechtfertigt. 

Aus  (13)  und  §.  3.  ergeben  «ich  noeh  leicht  die  Auedriieke: 
m  =  i5£J^  ^f^MM.M^M^ .        (17)  (18) 

Da  z/A  =  JiÄ|=2  3€,  so  ist  auch  nach  (16>,  wenn  man  dsrefc 
DI  diTidirt: 

Femer  Ist; 
k  =  »sin(tt^)  =  ii8in6^  sin)'' 
»  «jlfi  eio/r ein/  «  (nach  a^))  fiAft Af.ill.ain«'  ein/l'  eiar' 
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nad  «reil  uacb  (18) 

1#  AJ  AI  ^ 


so  i«l 


2^^^ mein sin /?' sin/,  also  auch  (21) 
2f| Ai  =  m  sin  de'  sm/3«io 

= Ulsio  a  sin  ^'  sin  y  > 
^^^3  =:  MtmtiBinßnnf'* 

Moltiplicirt  mh  die  drei  letiten  Gleichungen  and  dividirt  durch 
die  erste,  setit  links  aus  (17)  6^t929k  =         rechte  aus  (12) 

siDftsin/^sin/ =  jg-^  hebt  aui»  und  setzt  wieder  Hoks  fi^ilf^=:4^^, 
so  erhftif  man: 


also 


hih^k^=m.Vl^  =  4JkO=  121IS,  (21«) 

/A,A2Aj=:3C<4llA=3S.4ir,Ai  u.  •.  ir.  (23) 

§•«• 

A  =  n  sin  (u^)  =  p  sin  (p^)  =  q  sin 

^2^„^2r/;,^2^,  (23, 

sina      sind       siny  ^        ^  "  ^  ' 


eise 


Sin  ff  Slop  Sin  y    ^       ^   '^^  2i7* 

aUo  ist  die  constante  Grösse  Uh  =  i7|A^  u.  s.  w. 

=3  2\^£[J7ii^g  :^  2w.  (24) 
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Diesen  Ausdruck,  welcher  io  den  Formeln  btefiR 

bezeichnen  wir  mit  2w. 

Demnach  ist  also: 
Dft  nun 

2/T,  =  sin  «i  sin  /5'  sin  y' , 
227« = sin^^sina'  sio  / » 

3;:  t«^.mnai  syiAt^^A ; 
•0  •rhik  man  4^tQh  eiaiache  Ahii(i|ijicaüoB: 

2ws«'2|V^5Är^»^  ^^sin<?4*iu^a*io  ,<;8 «' sin/S'  «»ia y'.  (26) 

§.  10. 

A  =  VSio  (uJ)  =sp8ln(p^)  SS  y  sio  (9^) 


also 


■""sinfli      «in  6a  sincj 


siniii  sinÄ^sinra ' 


und,  da  bekanntlich 

sinnt  slüAasln^ 


ist» 


=  p  » 


also 


^«2VPP;T,/>,.  (28)  (29) 


Ans  der  Symmetrie  des  Ausdruck» 2 V  PPiP%P^,  welchen  wir 
mi(  %W  bezeichnen,  gel|t  hervos,  i|i^s 


Digitiiicü  by  Google 


Noch  iAn  Aondnick  fiir  h  ist  beroerkensworth.  Zieht  man 
ram  Fusspunkte  von  h  in  J  drei  NoriDaleo  auf  m,  n,  so  sind 
die;$e  Actga',  Actg/5',  ^ctf^/.  Zieht  man  von  demselben  Pmikfc 
^'erafie  nach  den  Punkten  A^Bp  C,  eo  findet  man  aoe  den  drei 
Tbeildretecken,  in  welefae  ^  didoreb  serlegt'wird. 


at«o 


2J  =  Mctga'  i-tnhcisß^-i^nhcigf. 


2J 

^     /ctg«*  +,mctg^  -k-naigf  ^^^^ 


6.  12. 

Aosdrücke  fflr  (T  ergeben  sich  nun  telebt  aw  denen  för 
welche  man  nur  mit       so  mnltiplieiren '  hat  BeoierkenaMrerth 
«ind  folgende:  « 

Aas  J  =  mil  folgt 
Dieser  Aasdmck  giebt  ferner: 

(33) 

FenieT:  Da  A  =  ^\  so  i^t: 

sin  a 

^*=3<»^^  nöd  «bew  «.•.  w.  (34) 

slnuf  sinp  ^ 

t)a  ann  (^^^iAH^A^^,  so  eigiebt  die  Division  durah  (34): 

2^^sin«  2JAipltit^ 
o\t  =  j  SS.  *j  a.  s.  w.  (26) 
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§,  13. 

Au«  A  =  (125)  und  (23))  folgt: 


•in«     nili       w  B\na' 
p  w        Iii  ^3 

aiuy     Hn^       w   *  siny' 


w 

w  * 

Ihn,- 

■  ■  ■> 

m 

w 

Banns  wMer: 


sin«      Hn^n  8111  et  i7|M 

5in?=  ^"Segen  ^=0^' 


und  ferner: 


u.  s.  w.; 


al«o: 


^  s  Sliiinyain/. 
{.  J4. 

^ach  (4*)  i»t: 

...         2//         ....  ^i'^^ 


(30) 
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/777, 


stnasioai 


FenHir  tot 


oder 


folgficb  auch 


Psin  a    iTsin  a  nacb  (10) » 

«    P|  sin  a  =  /7|  sin  ; 

diu  %  =  J7/7|  sin  a  siii  üi  • 


und  hieraus: 


oder 


sina'Y  ^2^^8  '^^%^%* 


(40) 


tlio  aocii  nach  (35): 


PP^^^zzP.P^vi', 

PP^1^Z=iP^P^\ 


(40«) 


Die  hl  13.  und  §.  14.  ausgcsprocheneu  Gleichungen  lasseo 
sich  oft  zur  Umwandlung  von  Formeln  verwenden. 


§.  J5. 

Ehe  wir  zu  einem  zweiten  Abschnitte  iibercehen,  wird  es  gut 
*»ein,  den  iin  Fortschritt  der  l  nfprsuchung  erweiterten  Begriff 
eines  Tetraeder •  Modulus  zu  recapituliren.  Als  solrher  lässt  sich 
im  Grunde  jeder  Quotient  betrachten,  der  aus  Hestimmungsstückon 
von  einerlei  Index  zusammengesetzt  ist,  und  seinen  Werth  nicht 
ändert,  wenn  man  jedem  dieser  Bestimmungsstticke  einen  und  den- 
treiben  anderen  Index  beiaetat;  oder»  um  daa  Hauptmerkmal  nicht 
^  ein  nor  iasserlicbea  eracheinen  su  lausen:  jeder  Quotient,  der 
ans  irgend  welcben  xaaammeDgehorigen  Beatinihiung8grr>ssen  des 
Tetraeders  ao  anaammengeaeUt  iat,  daaa  er  aeinen  Wertb  nicbt 
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ändert,  uenii  in^u  jene  Bestinimungsstfickfi  durch  je  gietcbart'ige 
ebenso  zutiatnniengebürige  ersetzt 

Ein  Beispiel  der  AnweDdnng  solcbef  Modnb  dia  Ai- 
merkaDg  zu  §.  5.:  Eothfilt  nimltch  in  irgend  einer  Gleichung  jedei 
einzelne  Glied  den  Nenner  (ZSMer)  eines  Modniae  ans  vereeUt* 
denen  Gruppen  (mit  Terachiedenem  Index)  ^eln*  oder  nefcniiil 
als  Factor,  so  kann  man  dorch  Mnitiplieation  (Difision)  mit  des 
Modolus  oder  einer  Potenz  desselben  den  ZSbler  (Nenner)  mit  je 
gleichem  Index  an  dessen  Stelle  setzen« 

Es  ist  nnn  klar,  dass,  wenn  Aasdrucke,  die  In  der  erwihntes 
Weise  zusammengesetzt  sind,  nicht  in  Form  ron  Qaetienten,  son- 
dern in  der  von  Prodoeten.  ecsclieinen^  aoeh  diese  in  ShoKcber 
Weise  ansnvrenden  sind,  indem  dann  der  reclproke  Werth  dü 
einen  Factors  den  Nenner  vertritt,  wShrend  der  andere  Fsdir 
als  Zibler  fun^irlf  weshalb  auch  dio  Binnchrinkung  auf  die  Quo* 
tientform  aus  dem  Begrif  des  Tetraeder,*  Modelus  faNen  zu  lassen 
ist«  Auch  sieht  man  leicht,  dass  die  angefllhrte  Anwendung  nicht 
die  einzige  ist,  welche  die  Moduln  ffir  die  Umformung  von  Glei- 
chungen und  AnsdrCIcken  wichtig  macht.  Es  mSgen  daher  die 
bis  jetzt  hervorgetretenen  KMnln;  hier  nochmals  flbersichtrick 
aufgefahrt  werden: 

« 

1)  =  , 

'        ^  sina^ 

S)      M  =       =  t 
'  sina  n 

_2p  u 

— if  —  A^if^sina' 

4)    w  =  n = *«^» = ^^^^ = 

hhxh%K        /sin«        3g  iAd^A^A^ 

Tos*"  '"  sinosioo'     2«)  — "  (3(r)«  ~' 

94^SMiO|  sia^sie^siac^sitt^'MX'«^ 
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2^2^/3  8111« 


7)      ^ssJk==Pupg  = 


» 


$.  16. 

Sei  apy  (Taf.  IV.  Fig.  J.)  ein  «pharisches  Dreieck,  dessen  Win. 
„el  u,  d,  y,  die  Seiten  a,  c.  N  sei  ein  beliebiger  Punkt  im 
Dreieck,  vü»  dem  aus  die  Bogen  d,  e,  f  nach  den  Punkten  er, 
ß,  y,  gezogen  sin«!.  Dio  Bezeichnung  der  dadurch  hehtimniteii 
NVinkel  ist  aus  der  Figur  klar.  Es  handelt  sich  daruni,  fiiie  Glei- 
chung zwischen  P  und  den  /^-Functiooen  der  Tbeitdreiecke  i^g 
^,      zu  fioden. 

Altfl08ll«|fl 

2P  =:  «io  6  «in  estn  « 

=  Af''sin^^^ill'"8io/"öiii  (a'^-J-  *) 

=      4  »»n  ^ "  4^,«in  y'"  sin  («"  -f 
»in«"        •10«***    '       1    •  / 

=  sin  e  sin  /sin     sin  y''^(ctga^^  -f  ctg  a'^O* 

Nm  i«t  aKer 

ctg  «''sin  ß^*  =    coB  ß"  €08  di-md  eigf, 

ctga'"siny'"  = —cos  y'"  cos  ii+ sind  ctg  e; 

also 

^  ,  .  -^intfHy^)cood+(8inrctg/^f8in/3^^ctgc)8ind 
«gr+ctg«-  -  ain/T'ain/'' 

und  folglich 
oder 


*)  Die  accentnirten  Hiichitabe»  ifS  ,  ii'"  bexiehen  •ich  auf  die 
TIaildreiecke  Af?/,  A'a/,  i\aß. 
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PszP'ewd-^P'^eoae'h^"ewf.        •  (41) 

Dieser  eben  so  einfache  aU  folgenreiche  Satz  ist,  so  viel  icb 
weiss»  bisher  noch  nicht  bemerkt  worden.  Er  bildet  die  Gnuid* 
läge  zu  allem  Folgeaden. 

j.  17. 

Bedeuten  V«       n"'  ^  «»f      S^iw  g^ttüm 

HOhenbogen»  so.  kann  maft  die  Gleichung  nach  (6)  «neh  soim* 
drflcken : 

2P  =  sinij'sin  acosd+slni^'^Bin^cose-f-sin  V'stneeos/'»  (IQ 
2 17  =  sin  Vsin  a cos  d-i-atn  V  sin  ß cos  e+sin     wnyeosf,  (IQ 
Es  Ist  sioasilfsinass  Jfisino'  tts.w.y  also 

jU^'^M'='^^M"  =  '4^ßPK  (44) 
sm«        sinp  smy  ^ 

Dividirt  man  daher  (41)  durch  jU,  so  kommt: 

„     g^sing^cosrf  ,  Jl^^siny^cosc  .  /l*'^»mY"'eo9f  ^ 
sm«       '        smp        '        sioy        .  ^ 

Noch  eine  andere  Uelation  Ist  bemerkenswcrth,  die  deb  lo 

ableiten  lä^ät: 

2P  =3  sin  6sin  c  sin  ce , 

4P"/^"  =  «iin6sin<2fiiioa''tiiH  csicit/äina^'^;  ^ 

also 

ff 

4iP"i^"  -  sio«dsin«"siii«'"  —       sin*d      *     ^  * 

Setzt  man  nun  wieder  den  oben  schon  entivickelten  Werth  vou 
ctg«'' +  ctg«"'  ein,  so  wird 

2P  ctg rfsin a*  -f  ctg e sin  ß'*  -f-  ctg/ sin y*^^ 

42^  7JS7#  —  ^  giß  yl// 

« 

Dividirt  man  diese  Gleichung  noch  durch  2/**  =  sinesin/'sina'i 
rouiti|iHcirt  dann  rechts  Zähler  und  Neuner  mit  simfeinesiii/i  ^ 
erb&lt  man  ebenfalls  die  Gleichung  (41), 


Digiti<::cü  by  Goo^L 


Jung  kau:  Btitrdge  %ur  Tetraiärometrie, 


$.  18. 

Wenn  man  nun  in  Hiese  Formeln  (41) — (47)  d=:e=^f  set^t 
und  dabei  ben'fcksirhti^t ,  Ua88  dadurch  u"  —  g  —  et'"  —  a  —  y 
M'ird,  80  erhält  man  die  Bedingung  für  den  dem  Dreieck  a^y 
nmschriehonen  kleinen  Kugelkreis.  —  Setzt  man  das^egen  in  die- 
selben Gleichnngen  'q' ^zif  -^zif*  und  berücksichtigt,  dass  dadurch 
Jie  i^ieite  a  durch  t]^  in  s  —  c  iind  s — b  ?etbeilt  wird  u.  s.  w.,  dass 
ü'' =:  a'"  —  n.  s.  w.,  8o  erhalt  man  die  Bedini^nnijen  ffir  den 
eingeschriebenen  Kreis.  Wir  versparen  jedoch  alle  ins  Kiuzelne 
gebende  Untersuchungen  Tür  spätere  Aufsatze,  um  zunächst  die- 
jenigen Lehrsätze  mitzutheilen,  welche  tür  dieselben  als  Ausgangs- 
punkte dienen  werden.  —  Ueber  den  einem  sphärischen  Dreiecke 
omscbriebenen  und  eingeschriebenen  Kreis  enthält  fibrigens  das 
Luckaoer  Progranm  von  1848  einiges  Material. 


f  19. 

Der  Sata  (41)  filhrt  aebr  einfach  auf  einen  anderen  fiber  die 
gegenaeitigen  Beaiehnngen  von  vier  Ecken  nm  einen  Panktp  d.  h. 
von  vier  Ecken,  die  durch  vier  von  einem  Punkte  anagehende 
Stiablen  beatinimt  weiden,  wie  in  Taf.lV«  Fig.!«  von  ACO,  KA^ 
KB,  KC. 

Den  Ueher^an4  lulcii  t  lolsende  In  f rnrhfung:  Verlängert  man 
den  Strahl  OK  (Iber  h  hinaus  und  leut  durch  Verl[ini»erung 
"Tifl  die  drei  iStrahlen  A Vf ,  KBy  kC,  die  mit  ihr  die  W  inkel 
180O  — p,  1800—71:,  180«— X  bilden,  drei  Ebenen,  so  wird  dadurch 
die  Ecke  KABC  in  drei  Theilecken  zerlegt,  deren  jede  eine 
Nebenecke  zu  einer  der  drei  anderen  Ecken  uro  K  ist  und  also 
nach  §.  4.  Anmerkung  4.  mit  derselben  sowohl  einerlei  P  ata  ei- 
nerlei ^  hat.  Bezeichnen  wir  nun  für  die  in  Taf.  IV.  Fig.  1.  gegen 
^f  i^,  geöffneten  Ecken  um  K  die  polaren  Eckenainna  der 

Heike  nach  mit  P  P|  P^P«  (die  Eckeuainus  mit  ^%i)t  ^ 
erfiebt  aich  nach  (41)  flir  die  vier  Ecken  um  K  aofort : 

P-f  P|Cosc  -i-Pa<^o8  7s  -f-  P^coanssO, 

Pcoae  -f  P| -|- Pj|Coav-f  Pycoafi: 

Pcoa» 


=  0.  X 

=0,  f 

-I-  Pi coa  V  -t-  Pn  -f  P9Coait= L 

+  P,  COSft  4-P,C08X+  Pj  =0.  / 


(48) 


PCOÜX 

(INn  diel  ietiten  dieaer  Gleichungen  aind  nach  dem  Mnater  der 
erelen  gebildet) 

ThtU  XXXIV.  26 
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5.20. 

von  Bedciitutii;  ist  die  ZiisanhneiiKU'Iiiirig  der  so  eben  gehin 
denfii  Glei(Iiiini?f»n  mif  foli^endeii  zwar  schon  Innge  Uekannfpfi. 
aber  noch  nichl  von  die^sein  Ge«icht»*|iuiikte  aus  hctrachteieo; 

Die  einfache  Betraclituiii;  der  Projectionen  der  Drdedte  J|. 
J^,      auf  4^  ergiebt  die  Gleichon^t 

J=z^i  cos tt'  -f  J^co^ß*  4-  J^cwy*^ 

welche,  durch  l)t  =  *^  dividirt,  wird: 

—  //       -f  //|  cos f  n^eoBß*  -f  17,  cosy' =0,  \ 

JJeoaa'—  n.         ■^Il.eogy  -t-Jl.eotß  =0,  j 

Äcos /S' 4- cos y  — -^Jl^casa  =U,  l 

ZTcos/  +  ili  cos ß  +  ir^cos  «  —  ^8        =  0;  ' 

von  \\  oU-hon  («Itiichungeii  wieder  die  drei  Jetzten  der  erslea  oacii- 
gehildct  sind. 

j.  21. 

Diese  beiden  Gruppen  von  Gleicbongeu,  deren  eine  dif  tfe- 
xiehuni>en  swiseben  jeden  vier  Belsen  um  einen  Pnnid,  die  an* 
dere  die  ßc7,u*hun<;(>i)  zwischen  jeden  vier  Tetrae d erecken  av^ 
»spricht,  zeigen  hei  einem  Tergleichenden  Blicke:  dass  vier  EdtW 
um  einen  Punkt  unter  einander  dieselben  Uelaiioneil  babeO)  ^vit 
die  l'olarecken  von  vier  Tetraederecken. 

Dass  diese  Analogie  keine  xuföllige  isf»  lässt  sich  dorcb  fst* 
{^ende  Betrachtung  nachweisen: 

Errichtet  man  aul  den  F,rK!|mnk(cn  der  vier  CJeraden  r,  r,, 
r.j,  J'n,  dio  von  K  ausgehrn.  norm.ilc  Ebenen,  so  Koiii Ic-sen  difJ«« 
ein  Telraetlcr  ein.  dessen  l.ckrn  nffcnlinr  ciic  J*oiar<M  k<'n  zu  tlf  - 
vier  Ecken  run  A  sumI,  nnd  zwar  in  dtT  \\  eise,  dass  die  Flächen 
^^^nke^  der  Telia«itlert'rken  von  den  Seiten  der  vier  Ecken  um 
einen  Funkt  /.u  l!SU"  cruaiizt  werdtMi.  Da  dic^^e  (^onsfrncdon  j** 
de.suial  möglich  ist,  so  müssen  sich  alle  ant  die  vier  Ecken  eine> 
Tetraeders  hezifirlirheii  Sat/e  durch  Vertauscininic  von  init 
von  P  mit  von  ß' ,  y'  mit  ISO"  — c,  ISÜO— 180«-^ 
7on  a,  ß,  y  mit  18« ~A,  180«— fi,  180«— v  auf  die  vier  Bdk»  \ 
um  einen  Punkt  übertragen  lassen»  und  umgekehrt. 


♦ 
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Besttromt  man  nan  auf  den  vier  von  K  ausgehenden  Sfrnlilcn 
vier  Längen  r,  ,  r^,  r^,  verbindet  ihre  Endpunkte  O,  B,  C 
riurcb  ebene  (Tetraeder-)  Dreiecke,  und  bezeichnet  die  vier  bei 
Ä"*  zusamnienatoeaenden  Theiltetraeder  mit  x,  xi,  x^,  ¥3,  so  ist 
nach  (8): 


3Ti  =  F|rr.zr8,  f 

3r,  =  l'jrr,  ; 


(50) 


also 


3rr  _ 3r,T,      ar^Tg     3rji5|  _  «  .-,v 


welche  Gresse  wieder  Meduius  des  Tetraeders  ist  und  mit 
R  bcaeiehnet  werden  soll. 

Mtiltiplicirt  man  damit  die  Gleichung  (4b;,      erhält  man: 

rr  f  riT.coKc  |  /  .^i  ,  <  os«-f  rsr^cosussO,  \ 

nebst  den  drei  anderen.  ' 

§.  23. 

Das  Svstein  dieser  vier  (Ileicliwniicn  (52)  gestattet  mit  Leich- 
tij»kpit  viele  bpsondere  iieiiinunn  "i'fi  <' in  zuführen,  je  nachdem  man 
über  die  Lage  des  Punktes  K  hecstimnit. 

Ffir  den  Mittelpunkt  der  etpgeschriebenen  Kugel  x.  B.  braucht 

man  nur  die  t  durch  äd  zu  ersetzen  und  dann  «f=€f|Ssi/^  =r  <^ 

zu  sti/.t'n.  Für  den  Schwerpunkt  hat  man  t  =  T|  =  T2  =  Ti,  und 
*lier,  Tj,  r.^,  rs  sind  4  der  8ch\verlinien.  Am  fruchtbarsten  für 
<iie  Betrachtiwisr  des  Tetraeders  überhaupt  scheint  die  Bestim- 
imiTi[f  zu  sein.  (la>''  K  Mittelpunkt  der  umschriebeneu  Kui,'el,  also 
'  ~r,  =r2=r;^  üeniaciil  wird,  und  es  wird  (für  die  Fortsetzungen 
Htesps  Aufsatzes)  irut  sein,  fffr  diesen  Fall  den  t,  t, ,  Tj,  T3, 
"<;lt:lie  (hnin  Pyramiden  in)  cntrcren  .Sinne  werden,  besondere  l^e- 
z^OQOgen  V«  geben.  Es  wird  dann  aus  (50),  (5J),  (52): 

26* 


Digitiiicü  by  Google 


3^  Junghan:   Beiiräge  %ur  Tetraeäromeiite, 

liebst  den  drei  audereii. 


Der  in  §.22.  (51)  au fgesteUte  Tetraeder* Modulus  rriVfr^  ist 
itntor  die  Moduln  im  eigentlichen  Sinne  so  lange  nicht  tt 
rechnen ,  als  Uber  die  Lage  des  Paolctes  K  keine  ßestimmaag 
getroffen  ist,  weil  er  für  eis  gegebenes  Tetraeder  bis  dahin  kei- 
nen bestimmten  Wertli  hat    Dagegen  entspricht  der  Moddu 

lr'  =  p  (M)  durchaus  dem  Modulus  2)?  =  ^*  Wie  närolicb  dorcb 

Multiplicntion  mit  ir*  aus  den  Gmndgletehungen  (48)  die  GIsi- 
cfanngen  (65)  berTorgehen»  so  entspringen  ans  den  6mndgkSchv> 
gen^)  (40)  dnrch  MultipBcatlon  mit  M  diese: 


>  (56) 

nebst  den  drei  anderen. 


} 


Diese  Gleichungen  (56)  scheinen  bisher  vorzugsweise  die  Aaf- 
nierksamkeit  der  Mathematiker  auf  sieb  gezogen  zu  haben.  So 
hat  s.  B«  Herr  Professor  Bretschneider  in  der  ersten  Abband- 
long  des  ersten  Theils  dieses  Archivs  aus  Ihnen  nod  des  fei* 
genden 

I4-I|  COSC-f  t^COBIl-^-  /3CO8S(  =  0» 

nebst  den  drei  anderen^ 

worin  t,  t^,  i^,      die  von   O,  A,  ß,  C  aus  gezosrcnen  Schwer 
linieu  bedeuten,  eine  Reihe  interessanter  (^leichuui^cn  herLideitet. 
Er  macht  dabei  aut  «Ii«'  ,,l>eiiierken8Hertfu>  liecijirocität"*  aulmerk- 
sam ,  *vr!(       iVeilich  ohne  die  Zurü(:klulirun£?  auf  unsere  Grund- 
gleicbungen  (4b)  und  (49)  nur  als  eine  zufallige  ersclicinen 


*)  leb  oMM  die  Gleicihnageo  (49)  Grasdglelcheagea  im  Ver^Uich 
se  (56)  dar«« ,  well  jene »  le  wie  die  Glei«boag«n  (48),  das  efaMrti 
Verbaltmi  switdien  den  Cekva  aliela  and  ihren  BeslimieiwgMlIAM 
(«hae  Einmiichoag  von  EUmMtra,  die  den  Ecliea  fremd  «lad)  ergebm» 
Daee  la  $.80.  die  Gleichaageo  (19)  aoe  den  GleichaBgea  (M)  hffK^ 
teilet  aiad,  fet  oawesentlicb,  da (4t)  nach  der  Betracfctaag hi  §,WLSk 
ans  (48)  hüte  hergeleitet  wevien  k4naea. 
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I Sie  «rUirt  sieh  mni  daraiui,  das«  die  Gletehang  dsr  Oreieeke 
?(56)  der  Hauptgruppe  derjenigen  Gleichungen  angehurt,  die  aus 
.der  Grundgleichung  (4U)  der  Tetraederecken  eflFachsen,  dacrc^en 
,diü  Gleichung  der  Schwerlinicü  der  anderen  Hauptgruppe  derjeni* 
'cen,  die  aus  der  Grundgleichung  (48)  der  vier  Ecken  um  einen 
INirikt  abzuleiten  sind^).  Die  gegenseitige  Polnrität  beider  Haupt- 
|ruppcn  tindet  ihre  Erklärung  in  dem  $.21.  Gesagten. 

■ 

Da  nun  die  Gleichungen  (48)  und  (49)  und  ihr«»  DÜcbsten  De- 
ecesdenten  (52)  und  (56)  die  fruchtbarsten  AosgangRpunkte  für 
Uotersuchangsn  über  das  Tetraeder  siod,  so  mGgen  die  wichtig- 
sten AbMtnogen  ans  (48)  nnd  (49)  hier  folgen: 

j  (49) 

I  —/7               Cosa' +  i4  CO« /3'+/I,cosy'=ü,  I. 

I  I7eo«o'^17|        +i4co8y  -f  n^coejf  =0,  II. 

'  i7co«/3'  -f  J7| co«y               1-f  i%co««  =sO,  III. 

t  //co8y'  +  ;/iCOö/3  -f  J:^coäa  — /]^         =0;  IV. 

(48) 

P  +  FlC08r +  PaC08« -f  PjC08K=:  0,  I. 

Peo«e-|-Vi  •^V^etmp'^W^tiim^^Q$  II. 
Pco«ff4-P|C08v-f P|  -|-P,cosA=:0»  III. 
Peo«  « -|-  P|  cos    -|-  P^cos  il  -I-  Ps       =0.  IV. 


*)  ITm  dds  Letxteru  deutlicher  nachzuweirien,  als  in  §■  'I.A.  andeuiung«- 
ucise  srhon  geschehen  denke  man  h  alä  Scliwerpuiikt,  und  von  0 

«II«  die  Srhwerlinic  /  gezogen.  Dann  ist  liekanntlich  da«  Stuck  v«tii 
/i  welches  innerhalb  de«  Theiltetraedert  t  füllt,  4^}  olfenbar  aber  ist 
4m  Verhältniaa  r:£,  da  beide  auf  der  Grundfläche  J  stehen,  gleich 
de»  Veiliiltiiiee .  dieeee  Sieckes  snr  ganten  iy  also  r  =  4^ ,  ebenso 
rgssr,  =  r«  wae,  in  die  Gleiebong  (52)  genetst,  ergiehlt 

r -f  r  I  coe  r -f  r,  cos  « -f- r  g  CO«  IC  SS  0 , 

"ii  weil  offenbar  r^\t  n.  s.  w.  auch 

/  -f-  /(  CO«  9  -f    cossr  -f  /,  cosn  =  0. 
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Mst  mn  di#  WoHhe  ton  amu',  cMP^^  om  Mfe  lU  IIL,  IV. 
in  I.  oder  die  Wertlra  V4m  0090.  ooo««  coos  was  IL*  IIL*  IV. 
in  I.,  80  cHiili  mtfn : 

(ö7) 

n*  atf  //, «  f  JXs«  4-  J/a'*  -  -2     U,  cos  «-2  f/^  i/3  co«  -  2  fl^  ii^  ea» 


Durch  Eliittiotitioit  Ton  eo«/  aus  I.  und  IV.  aod  cos/  sss 
II,  III.  von  cos«  aus  I.,  IV.  und- von  cosv  ans  II.,  HL: 

(58) 

ir^    IIi^^IUHi  cos    =  74«  +  1:^8-21414 Qimm, 

nebst  swei  anderen; 

F2+ Fi«+ 2i'l%  coi;  t>  =  i'a^  +      +  lif^Pjj  coö  i, 
nebst  zivei  aiidereo. 

Setzt  man  in  (58)  links  den  Factor  II— SH^cos«'  aas  L 
SS  —  J7iCosa'-|-X4co»i''-|-i4cos)r'  und  dem  Factor  IPf  2P,  cmp 
=  JPi  cost— Fa«os  «  ^Pscos«: 

(59) 

2/4/13  cos  «  =:  -/TiCBTi  -/rco8a')+//a(i7a-  JJcosß')  f /4(J4-JIcoif'), 

nebst  zwei  Anderen;  ' 

2FaP5  cos  A  =   Fj  (Fj + F  cos  c)  -  F^CF^f  Fcos  w)-F,(F,  +Fcos»}r 

«nebst  zwei  anderen. 

Setzt  man  in  IV.  den  Werth  von  n  resp.  von  P  aos  L,  so 
liibrt  dies  auf: 


Elimlairt  man  «im  I.  aml  lt.,  1.  und  IIL,  I.  und  IV.  //  rcsp 
P,  dann  wiedtir  Hi  und  Pg,  so  erhält  mau: 


*)  (tx)  bedeuut  den  FlächeowiDkel .  den  die  Ebesco  der  Wiskti 
sr  iiii<l  M  mit  einander  bildes. 
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m 

»io  V  ain«!?' sin  V  + ^' y'^^ 

+  (cosii + C08«'  cosy)  Vm«^'  +(cosy  f  co»«'co»?')^»«V 

+(co««+co«fl'c<Mi/)(co8|5+co«a'co«/)(c<>8y+«»««'«'>*i^')' 

tM«»  sin  %«bSs  ^  (coa  1— cos  «cos  ii)^«»  *9 

+  (co«ji-cost?cosx)*öiu%+(cosv-cosrcQs;t)Via*» 

— (ca«X— co«3wo«»)(co«|i— ca8»co««)(cw--co«i>eoii»)» 
DieM  Gleichungen,  weiter  entwickelt,  ergeben : 

1  =    cos^«  +  coeV  -eoeVco»  V+2coej8eo»^'co»yoof3r' 

2  coe  a  coe  ^  cos  / 

+  coe»ß  +  cos 2/3'  -  cos2j3cos*i3'  +  2co8«co«B'coeycoey' 

•f^coBtfeoejJ'eoey' 
'  +  coe«y  +  cosV  -coe^ycos  V  4^ Scosacosa^ co8/3co8/3' 
+  2  cos  a'  CO»  ^  cos  y'  +  2coe  «  coe/Jco»  y , 

1  =    cos«  A  +  cos*r  -  ceenco8«P  +2eo8jieoe«eeai^cenii 

— 2coeico8f»coev 

+  cae*^»  +  coe^w  —  coar^fi  cos  *n  +  2  cos  Acos  i?  cos  v  cos» 

— 3coe  it  cos  ff  cos  K 

4.  conV  +  eoa*«  -  ces^vcosH  +  2  cos  X  cos©  cos  |*  cos« 

—  2  cos  ü  cos  f4  cüs  X — 2  cos  e  oos  veee«. 

fiei  den  Eliminatienen,  wodurch  die  Gleichnngen  (61)  gefunden 
wtrden.  kommt  man  aoch  anf  folgende  Uleiehiwgen: 

(63) 

4iJjf/,  rs  (cos  ^  +  COS  tt'  cos  y V(co8  7  +         <^os  |i ') 

4  (C08cr-h<i08  fewy*)  ain  V, 

4P,P8  =  (cos  fi  — co8eco8Ji)(eoay— coaecoa») 

-|-  (cos  A —  cos  n  cos  x)  sin  ^v. 
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Da  iO%n^  eine  Functloii  aller  Flicbeovrinkel  aosser  a  mä 
4P1P9  eine  FoDctioD  aller  Seiteiiwiokei  (der  vier  Eckeo  um  I) 
aneeer  X  ist:  so  bieten  die  Gleicbnngen  (63)  die  Wertb«  fM 
coaa  und  eoei  durch  die  je  fttnf  anderen  Fttcben-  resp.  Seto- 
winket  ausgedrOcIct,  dar,  was  aus  den  Gleicbungeo  (61)  oder  (G2) 
unendlich  mühsam  zu  erreichen  wäre. 

Ffir  manche  öntersuchnogen  sind  auch  folgende  Umfonau- 
gen  der  Grundglelchnngen  brancbbarj  die  man  erbilt»  indes  man 
ceso'  mit  1^2sln*X  und  mit  2oo8*i«'^l  u.s.  w.  vertuicM 
nnd  ebense  mit  cose  n.  s.  w.  verfthrt: 


i(-iX+lZi  +  l/,  +  fl,) 


(64) 

:  ITi  009^0*  +  JTj  CO«  «i jJ'  +  il,  cos  «i/'. 


weso  die  je  drei  anderen  analogen  Gleiebnngen  leiebt  la  M- 
den  sind. 

Durch  Verbindung  derselben  nnd  Anwendaag  der  Gaatsi» 
sehen  Formeln  kommt  man  noch  anf: 


sin  03  «  '    *    siung  * 


*         ^    siaog         ^  smo^ 

.  sinfey-t-ü»)  «in(pji4.gft) 

+*^»  +  "^»  sin(jfy)  sln(»f»)  ' 


woraus  ferner  hervorgeht: 


(66) 
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U  am  a'  =■  II^cob sin  y  -f  ^^3  c-s^iü ß »  y 
I7siii/S'  =  /7,eosatsiA7'|-JIsOMCi«bia,  j 

F  «in  V  4-  CO«  (vv)  «in  v  -f  co«  sin  ^  =  ü,  L 
P sinn 4- Pi cos ( vtt) «in v-f P3 cos (Xtt) sin A  =  0,  I 
Paiiii»-|-P|CO«(fi«)eiofi-|>Fs€os(ii()MoA  =  0..  i 

I 

In  allen  Gleichungen  dieses  {,25.  kSnosn  die  U  mit 
4tn      die  P  mit  3r*  oder  mit  p  Ferteosclit  werden. 

fi.  26. 

Einen  Ausgangspunlit  (tir  viele  Lntersachungen  über  das  Te- 
traeder bietet  auch  die  Anwendung  des  Satzes  (41)  in  {.  16.  auf 
die  Tier  Ecken  des  Tetraeder  dar.  Werden  nSmllch  von  dem 
beliebigen  Punkte  K  Im  Innern  des  Tetraeders  nach  den  Ecken 
die  Geraden  r,  t^,  r^,  rg  gesogen  nnd  fibenen  durch  sie  gelegt, 
so  werden  darch  die  letzteren  auch  die  Tetraederecken  in  je 
drei  Tbelftecicen  serlegt*  deren  Eckensinus  nnd  polare  Eckensinos 
w  lieseicbnet  werden  sollen:  Die  rechts  angebSngten  Indices 
bfiselehoen  wie  bisber  diejenige  der  vier  Tetraederecken,  welcber 
4feTbdleeke  angeb5rt,  die  oberen  Aecente  {PJP^'^Pff")  den*  ' 
ten  die  Tbeileeken  «n,  nnd  xwsr  in  der  Ar|»  dnss  diejenige  Thell* 
eeke,  welche  die  Seite  a%  mit  der  Hanptecfce  gemelnschnftlieh 
bat,  einmal»  diejenige  welche  mit  ihr  6^  gemein  bat»  sweimal» 
4ie»  welche  mit  ihr     gemein  hat»  dreimal  accentnirt  ist 

Wir  ballen  demnach  ans  (dl): 

P  »  P'cos  (ni)  -1-     cos  (171)+  P***  cos(r9) ,  | 

P,  =^  P.'cos(r,»)  +  i\"co8(f|/w)  +  /^i'"coä(riw),  / 

>  (67) 

/>,=:Pt'cos(nA-|-P,''co«(r^)-|'Ps"'cos(r^),  l 
=  i cos  (fgO  +  -P,"cos  ium)  +  Pg'"  cos {r^q).  ) 

Die«e  Gleichungen  sprechen  aber  noch  nicht  aus,  das8  die  von 
0,  A,  B,  C  ausgehenden  vier  f^eradei)  r  ,  rj ,  r»,  rg  in  oiueui 
Punkte  ansamoientreffen.  Je  nach  der  Art  und  Weise,  wie  diese 
Bedingung  eingefilbrt  wird»  neboien  die  Gleichungen  (67)  sehr 
reracbiedene  Formen  an. 
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{.  27. 

Wendet  man  z.B.  die  Ulelcbung  (41)  in  der  Form  (43)*)  m( 
diel  vier  Tetraederecken  an,  muUipIicirt  mit  r,  r|»  und  e^ 

setst  rBxntft  rsiniji'  u.  s.  tv.  dorcb  «fi,  «2  u.<.  tr.»  so  erhält  nas 

2/Zj'  =  c/j  siu  a  cos  {ru)  -|-  c/j  si"  ß  cob  (r/>)     <4      y  co«  (ry) , 

nebst  zwei  anderen. 

Hierin  lassen  sieb  noch  die  12  Winkel  (r»),  (r/i),  (ri«)  u.«.ir, 
auf  die  6  Winkel  e,  n,  A,  f»,  v  nnd  6  Kanten  j»,  9,  ( li^  » 
briugeDi»  indem 

,   .  r— 'ficoso  ,     ^  fi— *rcas9 

C08(ru)  =a  *      cos  (rjM)  =r  ,  u.  S.  W, 

•I  .  II 

Dadurch  wird: 

»  P  fl' 

tt  II  Iii 

nebsl  swei  anderen. 


Anmerkung.   Wenn  man  in  eine  dieser  GleichuDgen 


iiacii 


sioa     Ulli  -      ,  ^^-^  ,    3i  Vrirtr» 

(00)   =  *  u.  s.  vv.  setzt,  und  nacb  (5ü)     =  -7  =  — -z — » 

80  kommt  man  «neb  auf  dianma  We|^  au  der  Gteidurag  (46). 


Am  fruchtbarsten  ist  dieser  Ausj^ain^sjMMikt  (Gleicbtin*»  (08)), 
weun  man  für  iL  den  Mittelpunkt  der  umbchriebeuen  Kugel  wählt, 


^  Man  irird  die  iPorm  (491)  Im  Alfgetueioen  der  Form  (4S)  wrff 
beo,  weil  die««  1d  Kanteowlnkel  n,  ^1  c;  Ai,  ^1  11.  «•  ir.  ie  iie  4  flW- 
cbmigeo  briDgl,  «tihrend  Jeae  etatk  deren  «ur  dl«  0  IHiebtnwiM 

"1  i^*»  yi  a'>  ^»  «nffibrl. 
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aJso  r  =s  fi  :=  cos  (ni)  =  cof  (r^tt)  =  slo  \p  u.  8.  w.  setzt. 
Dann  gewinnen  unsere  Gleichiivgen  di«  Forin: 

m 

2JJr  =    ein  asin  4e  -|-  </^ein  /Jsiii  4n;,-i-    ein  /ein  ^» , 
2//|r  =    siiiosiii  4t?  -f  iv^  d^sinß' sia 

2J7^  a  dmn  ß»\o  i^t  -^d^  ein  y'ein      <^  mb  a'eio  if», 

■ 

oü^r,  wenn  iiiuii  äie  fiocb  mit  !2r  luuiUpiicirt,  und  dann  2rem4i'  =  tt 
seUt,  u.  e.  w. : 

4i7tr*£^t^ii8init-1-<ftftei0/+itmeiii/3^  }  (71) 

liebst  i&Hei  auderen. 

Aes  diesen  Gleieiinngen  lassen  stell  dureb  Eliminatienen  und 
doreh  Sobstitotitiiien,  4ie  Sttm  Tiiell  scIiOA  aus  der  Flgvr  leicht 
ablesbar  sind.  zahHose  neue  ReiatlöHen  swischeo  den  Bestlm- 

mungsgrussen  des  Tetraeders  gewinnen. 

Zu  bemerken  ist  noeh  Aber  (7I),  dass  die  Produde  us'ina..., 

ie  eintet  tosin^' 

^./iioa^  sich  nach         einestbeils  durch  n^H^  * 

,     ^  ..    ,     .  IIJ7,ti«      IlmTlgP  ,  ,  , 

anderntbetU  uurcb  = — — - — ^ersetze«  iassen.  Letzteres 

S.B.  giebt: 

4r%e  =  Ddtfi -|-  ITi d^n*-^  n^ä^m^, 

nebst  zwei  anderen, 

woraus  durch  einfache  Eliminationen  interessante  Resultate  sn 

gewinnen  sind. 


Aach  lassen  sich  ielcht  die  Psedtiote  je  sweier  Gegen! 
•iurahm:  Moltiplteirt  man  die  «rsle  der  GletebM^^eB  ffl)  eüt 
M,  So  f^fd 

s:  dinsino  4  d^  sin  6  4  dt^sine. 

üa  nun  «ma  =  är"*  sin  6  =  5—,  »iücss:«— ,  so  uit: 
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8/^=11/^+11«^  +  ^/^.  (73) 

wonach  die  drei  andereii  leicht  sn  bilden  siod.  Offenbar  kt  (da 
wir  ja  in  dieeem  {.28.  nnter  K  den  Mittelpanlct  der  onadiriebe- 

iieo  Kugel  versteiieD)  ^  die  Cotangeote  des  spbärUcben  Radiit 

dee  dem  ^|  nmecbriebenen  kleinen  Kngelicreleea.  Bezeichac« 
wir  dieee  mit  ctgpi  (eine  Verwecliselung  des  spbirieehen  Radlis 
^  mit  dem  linearen      iet  nicht  zu  beeocgen),  so  erhalten  wir: 

S/V*=:ti/ctg^t +l>mctgte+^c^(ji, 

8Pjr*  =  M/c%^  +p/*t;tg^  +  ^«ctg^„ 

ÖPal*  =  tilctg^  +ipmctg9  +  ^  ctg  ^ , 

bF^r^  =  ti/  ctg  ^  +  pm  ctgQi-^gn  ctg  9. 

Ellmtnirt  man  aus  der  ersten  und  vierten»  eo  wie  ana  der  zwreiliD 
und  dritten  qn,  so  «rbSit  man: 

tt/  _Pctge+/'iCtgft--/>aCtg^"^P,ctgg^ 
etg^ctgpi— ctg^ctg^ 

pm  ^  PctgQ  —  Pi  ctg  gl  +  —  ctg 

4r*  ctg  0  ctg  ^  —  ctg  gl  ctg  ^ 

flW  _  Pctg  Q  —  Pi  ctg    —  Pa  ctg    4  /^a  ctg  ga 
ctggctgea -ctggictgg, 

§.29. 

Der  Verfasser  hat  in  den  obigen  '2H  PataL^raphen  aus  eioer 
grossen  Menge  von  E'tnzeliiheiten ,  die  sich  bei  ihm  anpehluft 
haben,  diejenigen  zusaniniengostcllt,  die  ihni  theils  als  Grundlie«'" 
(lir  die  Darstellung  anderer  Gruppen  dienlich  scheinen,  theil.-  | 
geeignet»  diesem  verhältnissmässig  noch  wenig  entwickelten  Zweige 
der  Wissenschaft  Aufmerksaroiceit  und  Arbeit  zuzuwenden.  — 
Zur  Aufstellung  eines  organiacben  Systems  fehlt  ihm  noch  so  viel 
Material,  daea  es  nicht  rathsaro  seheint»  his  zur  voltendeten  Her- 
beiechafung  und  Verarbeitung  deeselhen  luii  der  N  erOf eaUacbang 
mancher  immerhin  filr  sich  interessanter  Elnselnbeiten  zu  warten. 
Besonders  wärde  ee  ihn  freuen»  wenn  Ihm  der  obige  Aufsatz  si* 
nlge  Mllarbeiter  gewSnne. 
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XX¥II. 

Summation  zweier  unendlicher  Reihen  auf  elementa- 
rem Wege. 

Von 

# 

Herrn  Julius  Bode^ 
wltiMiMcbafllicheiii  Hölfslehrer  am  fsjuuNMinm  so  Dortmnnd« 


Lcjeune  Dirichlet  fand*),  dass  der  Ausdruck 


sich  anendlich  der  Einheit  als  Grenze  nähere,  „lorsque  la  vari- 
able positive  Q  devient  moindre  que  tonte  grandeur  donnde."  Herr 
SLhlomilch  indess  glauht**},  dass  dies  auch  noch  für  den  Grenz" 
tall  ^  =  0  gelte«  und  fuhrt  hierzu  znei  Beweise  an.  einen  elemen- 
taren und  einen  zweiten  ausführlicheren  als  Dirichlet  mit  Hülfe 
der  Garnrnnfunktion.  Was  aunäcbst  deo  elementaren  Beweis  an- 
geht, 80  durfte  es  nicht  schwer  nein,  nachzuweisen»  dsss  der^ 
.«^elhe  einen  Irrthum  enthält,  durch  dessen  Beseitiguni;  ^icb  dar- 
than  lässt,  dass  der  fragliche  Ansdivck  ffir  psO  ebenfalls  genau 
gleicb  Null  ist. 

flerr  Scblvmilch  folgert  aas 
wtd  der  bierans  abgeleiteten  Gleichaog 

ai+^Aw^2H^  ^  4»+^ +a»+€  ^  •••• 

<4ealMur  in  Uebereiinng  die  Relation 


ereile*!  Jontnal.  Bd.  1\X.  p.  82S. 
**)  Seblonileh'«  Zdtaebrift  ffir  Mathenmlik  «li  Phjilli.  186a 
Ultg.  p.f»«  ood  IMI».     191. IT. 
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Demi  es  Ist  wohl  keinen)  Zweifel  unterworfen,  dass  die  Clci* 
chung  (1")  auch  in  der  Form 

gofclHriflie»  frerden  darf,  i»  w«loh«r         das  allgttai«ine  Glied 

der  Reibe  bezeichnet  und  diene  »tets  niil  dem  Gliede  ^./^^ 

endigend  gedacht  wird.  Doch  i.st^  wie  sich  zeigen  wird,  lur  die 
Schlaesbetrocbtong  gleiobgwitig,  ob. das  letitte  Glied  ^^Tf> 

(2l»  + 

Demnach  wird: 
21+?^^)— *Lv2»+(»'*'  4»ie+"'*'*^  C>«~2)H^  +  C2ii)»+ey 


und 

2e-j        r/ J  l_   [  1  \ 

~  ((li+v+e  +  •  •  •  + 

oder 

2c  I Y  I        I   ,    ,_J  t  "I 

Geht  man  in  dicst'r  Gleichung  link»  und  recbttf  nach  n  vfi 
Grenze  über»  »o  loi^t: 

m 

Da  nunmehr  der  Werth  der  eetagen  Klammer,  welcher  mit  £ 
beaeicbnet  werden  mOge,  fiir  jeden  positiven  ganzen  Werth  TH 
II,  auch  für  ii=qd,  genan  Null  ist,  wie  bewiesen  wand«» 
so  «tglht  sich  ganz  streng  aach  dar  von  Harra  Schldmllch  seM 
angegebenen  otenentaren  Methode  dea  lleirfliaea  /tO)«=Oi 
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Bezeichnet  nnmlich  n  irgend  eine  powitive  gnose  Zahl»  w- 

h;i|t  fJ  drei  (ilicder  mehr,  wenn  in  (3)  <la8  w  von  fi  auf  n+l 
fräcb^t,   und  zwar  eihidt  die  erste  runde  Klamnjer  mehr  die 

Giieiier  +2^^        ""SiVs*        zweite  runde  Klammer  da- 

gegen  verliert  daa  Glied         ,  woför  sie  erhftit  die  beiden  neuen 

1  I 

Glieder  ffiTl  '^ST+S* 
E  betrügt: 

• «  «  .  •     I  '  0 


2fi  +  l'"'iw42^ttf  1    2JI  +  I    211  +  2 

d.  b.  £  ändert  ^ich  niclit  mit  w.  Niio  aller  ist  E  Rlr  «=3  iden- 
ü«ch  mit  Null,  ali*«  auch  liir  w=4,  fi=5,  «=6,  7i  =  7,....,  d.i. 
auch  liir  w  =  00. 

Hätte  man  die  Reihe  io        nicht  mit  ^y+J  ««^Wieseen  lae- 

aen,  sondern  mit  (gJTjTljli+J'       würde  L  allerdioga  nicht  l'ur 

endliche  it  gleich  Null  sein  kCnnen,  gewiM  aber  Air  n  =  00  an* 
endlich  klein  «ein  mISaaen,  wie  leiebt  au  aeben.  Immer  iat  dem- 
nach ßir  11=00: 

m^ji^^  (•) 

aod 

(II) 

[I       1  1-1     __ri   M        _lT  —ja 

i+T ^  1^+2  +      ^lAn:^ ~ Li 2+3 ^  •  2« J«— ®' 


Es  scheint  nicht,  dass  das  vorhergeliendt?  RaiKonneniont  an- 
gesrifTi^n  werden  kritine.  os  .«ci  dnnn,  dass  die  Cileichnng  (3)  in- 
Rolrrn  hesfritlcn  uerde,  al^  »ic  aus  der  ihr  vor?U!s^ehonden  dadurch 
ahupleitot  ward,  dn.ss  fiir  die  Grenre  der  Summe  dor  iinendürhen 
Reihe  gesetzt  ward  die  Summe  der  (»ren/en  ihrer  einzelnen  C^lie- 
der  —  heides  in  Bezug  auf  q.  Allein  dies  thnf  aurh  Herr  .Schlft- 
Tnilch  und  ist  auch  gewiss  statthaft,  wie  ieli  im  Zusammenhange 
mit  anderen  dahin  gehörigen  Untersuchungen  demnächst  nachwef- 
aen  werde.   Aua  de.m  vorhergehenden  Erf^ebnias  ielgt  indeaa  nicht, 

dass    E  —TTn  tür  alle  unendlich  kleine  d  ebenlalis  unendlich  klein 

sei ,  vielmehr  nfibert  aieh  der  Werth  dieaea  Ai|pdraclca  mit  unend* 
Heb  klein  werdendem  p  allerdinga  einer  diskreten  GrSaee  grtlaaer 
•la  Nall»  er  nimmt  aber  wieder  eontinuirllch  ab  nnd  awar  bia  PS  all, 
arean  9  von  einem  gewissen  unendlich  kleinen  Werth  an  noch 
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n-elter  and  zwar  bis  Null  abnimmt.  Die8e  rneriti^-ürciige  Eigen- 
echafi,  »velche  sich  als  eine  bis  jetzt  wenig  beachtete  43ontiniri* 
tätBH'eise  ergibt,  kommt  der  Summe  sehr  vieler  und  wichtiger 
unendlicher  Reiben  zw  und  wird  ebcntalls  d(eninächt»t  ausfübriich 
erfirtert  werden. 


Ueber  den  CartesiseheD  Satx  bezfiglicli  der  AnaU 
der  positiven  und  negativen  Wurzeln  einer  Gleichung. 

Von 

Herrn  Dr*  G.  ZehfusSf 
PrivaldoMleB  in  Heidelberg« 


Der  CartesUche  Sats;  Eine  algebraincbe lüleichunc 
mit  reeilen  Coefficienten  kann,  falle  ele  voliatiadig 
iet,  bOchatene  ebeneoviele  poaitive  Wurzeln,  tU 
Zeiebenwechaely  und  bocbetehe  ebeneoviele  negative 
Worzeln,  ale  Zeichenfolgen  darlrieten,  erecheint  zwar, 
obgleich  selbst  Ganse  (Crelle*s  Journal  III.)  es  nicht  ver* 
schmäht  hat«  einen  Beireis  desselben  su  liefern,  für  die  Zwecke 
der  numerischen  Aullclsung  der  Gleichungen  seit  dem  Bekieof* 
werden  des  Sturm'schen  Satzes  von  untergeordneterer  Wiebfig* 
keit;  allein  trotzdem  wird  man  eich  mannichfacher  Anwendungen 
denselben  erinnern,  weshalb  es  nicht  ungerechtfertigt  emcheiBes 
durfte,  einen  auf  neue  Prineipien  gegründeten  Beweis  de88elbeo 
zu  veriiflferitlicben ,  besonders,  da  sich  dabei  auch  bezüglich  der 
unvollständigen  Glejchungeii  ctiiige  neue  Bemerlcungeu  ergebeu. 

T)t  r  Mechanismus  des  Beweises  beruht  auf  der  bekannien 
1)  LT  ri  fjulii  .sclit'ii  Scblu8.sart,  nach  weicher  njan  zeiijt ,  d;ips 
Satz  für  eine  Gleichung  «ten  Grades  gelte,  «obald  er  für  die  je 
unmittelbar  niedere  Derivirte  satttindet,  wodurch  die  Cntscbeiduog 
nach  n  — 1  Derivatiooen  zuletzt  von  der  Giltigkeit  des  Satzes 
bei  der  Gleichung  des  ersten  Grades  abb&ngig  gemacht  isit  ^ 
welcher  er  bekanntlich  zutrifft 
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» 

].  UnUrsuchung  des  Keniizeicbeiis  der  poaitWen  ' 

Warseln. 

Dio  Anzahl  Her  positiven,  also  von  Noll  veracbiedenen  IViir« 
zelo  der  Gleichung  Uten  Grade« 

sei  «»leich  r.  die  Anzahl  der  Wechsel  sei  ule'w.h  v.    Ebenso  sei 
t'  die  Anzahl  der  positiven  Wurzeln  der  Üerivirten 

Qnd  t'  die  Ansahi  ihrer  W<'chsel.  Alsdann  bat  man  immer  ent-  • 
weder  e'sr,  oder  r'  =  r— 1 ,  jenachdem  an  und  gleiche  oder 
eotgegeii|f^«tate  Zeichen  haben.  Untersuchen  wir,  in  «reichem 
Zusammenhange  diess  mit  der  Anzahl  der  positiven  Wurzeln  hei* 
der  Gleichungen  steht*  Es  sind  verscbiedene  Fälle  dabei  tn  unter- 
Inheiden. 

«)  Wenn  Uh-i  und  n„  hei  de  po8itiv  sind,  ist  v'zzzv. 
Die  durch  y^f{x)  dargestellte  Curve  sclineidet  wegen  au=f{0) 
die  UnÜnatenachse  oberhalb  der  Abscisseiiacbse,  und  stei'^t  we- 
seil /''(Uj  —  f/f! -1  ^0  anfangs  aufwärts,  bietet  also,  ehe  sie  noch 
die  Abscijsfjonachse  trifft,  einen  IMaxiuudpunkt  oder  eine  Wurzel 
von  f*{x)  =  0  dar.  Nach  dem  K olle  sehen,  leicht  aus  der  Be* 
trachtuDg  der  Curve  folgenden  Satze,  kann  nun  an-ischen  je  zwei 
Wnneln  von  f  {x)=:Q  biicbatens  eine  einzige  von  f(x)=0  lie- 
gen; nur  die  grösste  positive  Wurzel  von  f{s)=iO  braucht  nieht  ' 
iwiscben  zwei  Wurzeln  von  f'(x)=:0  zu  liegen.  —  Eine  möglichst 
grosse  Anzahl  r  von  positiven  Wurzeln  der  Gleichung  ergibt  sich 
dennacb,  wenn  man  die  r'  —  1  zwischen  je  zwei  der  r'  Wurzeln 
von  f'(x)=0  etwa  möglichen  Wertbe  noch  um  die  grosste  Wur* 
sd  von  fi^t)  vermehrt»  wodurch  im  Ganzen  f*'*~l*f  Is^r'  ent> 

bteht«    AUoii«tr^r'.    Utess,  zusaninieu  mit  v'se,  ergibt: 

ß)  Wenn  n„>ü  und  f/„_ivü,  ist  c  =  r'+I,  und  die  Curve 
schneidet  die  Ordinateu.ichse  oberhalb  der  Abscissenaehse  und 
beginnt  lallrnd,  weisen  /'(ü)  =  On-i  <  0.  Eine  möj;ücbtit  grosse 
Anzahl  von  Wurzeln  ergibt  sich  deriiuach  lür  f(i-)=Oj  wenn  die 
Curve  sofort  die  Abs!cis<^eiiacbse  durchschneidet  ,  ehe  sie  einen 
einer  Wurzel  von  /"'(.r)  entsprechenden  IMinimalpunkt  erreicht, 
und  dann  wie  unter  «)  zwischen  je  zwei  der  r'  W^urzeln  von 
f'(x)=0  eine  positive,  und  zuletzt  noch  eine  auaserbalb  der  r* 
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Wurzeln  von  f\x)  gelegene  gröbste  Wurzel  ergibt.  Die  gruütite  An- 
zahl der  Wurzeln  von /•{ar)=0  ist  sonach  r"^I+(r'-l)  f  l^r'-fl. 

Ztttarames  mit  «aso^-f  1  ergibt  sieh  r-*9^i^—- v'. 

Die  Fälle 'aa^i<0,  «n<0  und  «Tw— i>0,  #ia<0  Immii 
eine  den  Fällen  «)  und  ß)  analoge  Behandlung  an  und  ergebe« 

gleicbfalls  r  — p^r'  — p'. 

9)  Wenn  (/„:-:^Ü,  i/„_i=:ü,  so  berührt  tiic  (  iirve  im  rr.spnjHsc 

die  Abscissenaclise  und  entfernt  ruIi  d.inn  von  ihr.  iiuiem  sie 

eher  eine  Wurzel  von  f'(j)  —  Ot  als  oh  k  s  Irh*'  von  /{;r)  =  0  ilar 

bietet.    Abi^esehen  von  der  ^rnsstcn,  jniissi  fi  (N  innach  die  Wnr 

zelu  der  letzteren  saninitlicb  zwischen  «olcben  von  f'is)^^^ 

<  < 
liegen,  ihre  grOsste  Anaabi  ist  mitbin  r__(r'— 1)  +  1,  d  h.  r_r. 

und  da  noter  der  Voraussetzung  d)  auch  r  =  r'  ist,  so  entt^tebt 
wieder  r — D^r'  — e'. 

t)  Wenn  OnssO,  #iw-i"!o,  so  Ist  e=?e' *).   Die  €ar%e  iieht 

durch  den  Urspruni;  und  entfernt  sich  dann  von  der  Abscisj^en 
achse ;  die  weitere  Betrachtung  ist  irie  unter  .ö).    Es  ent<teb< 

wieder  r— t?^r'  —  o'. 

t)  Wenn  a^yO  und  o«-.i=Oist,  so  schneidet  die Corv^  ober- 
halb der  Abscissenaehse  in  die  Ordinatenachse  ein  ,nod  geht  da* 
selbst  horizontal ,  wendet  sieb  jedoch  alsdann  aufwärts  oder  ab- 
wärts, jenachdem  der  erste  der  Coeflicienten  o«— a,  «n^».*-»  der 
nicht  verseh windet»  positiv  oder  negativ  ist»  weil  dann  eine  der  Ordi- 
nate /(O) = Oh  nichstanl i  ege  nde  Ordinate  f(af)  =  fif))  4-  on-fA^  -f  •••• 
augenscheinlich  nur  durch  das  die  nachfolgenden  kleinen  Glieder 
in  j^'K^....  beherrachende  au^ftXf  von  f\0)  =  fin  uoterschteden ist 
—  Wendet  sieh  die  Corve  aufwärts,  so  ist  die  Betrachtung  int 
unter  o),  wendet  sie  sich  abwärts,  ho  ist  sie  analog  ß),  in  bei* 

den  Fällen  resnith't  daher      r  ^W-^e'. 


Hier  wie  uoter^  toll,  wie  Qberhaii|tt,  liPi'BenrtbeiliiB|( 
4er  Aasahl  der  Zeiehenweehtel  aaf  Terschwliideode  Glieder 
keiae  Bfickaichl  gcBORimeii  werden,  •ondern  e«  geltes  aar  dl« 
vea  Noll  vervchiodenea  Glieder  al«  viatsgebeod.  Blaig' 
SehrifUteller  er«eta«n  die  Köllen  nach  Willkähr  derek  «Ii 
(ingirtet  4'  oder  — . 
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if)  Analog  Ü  entstein  auch,  wenn  fffl<Ot  a«.isO  ist. 


Nach  Betrachtant^  aller  dieser  Fälle  ergibt  sich,  das*  seihst 
weun  in  den  Coefficienten  Lücken  vorbandan  sind,  d.  b.  die  Giei- 

ckaBg  nnvollst&ndig  ist,  immer  r — e^/  — e'  «ei,  wenn  nur  bei 

Zihiaog  der  Zeichenwechsel  die  Lücken  gfinilicb  vet* 
nacblSssigt  t;»-erden.  Da  der  Grad  der  Glaioliang  ohne  Ein- 
(Iii88  auf  die  Allgemeinheit  der  Betrachtung  war,  ao  Iflsat  eich 
die  letiCe  (Jagleicbheit  auch  anf  alle  Derivirten  anadlelnien,  d,  fa. 
■an  bat: 

r — e  ^r'  —  »'  ^r"  —  o'' ....  ^  r(«-») — eCu-i). 

Da  aber  die  (?*  — Derivirte  vom  ersten  Grade  und  tiir  sie 
•ibo  der  Carteüi«cbe  Satz  richtig  ist,  so  hat  man  rC"-^)  ^t)(tt-i)s=:0, 

ako  ist      p    0  oder  r^t,  womit  der  Sats  bewieseo  ist. 


IL  Untersuchung  des  Kennzoicbens  der  negativen 

Wuraelo. 

Im  Vorhergehenden  ist  die  C.ilfigkeit  des  Kennzeicliens  der 
positiven  Wurzeln  sell>st  lür  den  Fall  der  iinvollständiiien  Glei- 
i'bung  »teil  Grades  bewiesen  worden,  wenn  man  nur  bei  Beur- 
theilung  der  Anzahl  der  Zeichenwechsel  die  Lucken  nicht  mit  in 
Betracht  zieht.  Hieraus  würde  sich  durch  Transformation  von  x 
in  —  j-  eine  leichte  Regel  fär  die  Anzahl  der  negativen  Wurzein 
Htr  alle  Fälle  herleiten  lassen,  wie  bekannt  Allein  wir  wenden 
uns  zu  der  an  die  Zeichenfolgen  gebundenen  Regel  för  die 
büchste  Anzahl  der  negativen  Worxeln,  und  werden  beweisen,  daas 
sie  bei  der  ▼ollatflodigen  Gleicbong  nten  Gradea  immer  statt  habe, 
<la8s  aber  Im'Falle  der  unTollatfindigen  Gleicbnng  die 
Creme  der  'Ansabl  der  negativen  Wurzeln  nm  eben  so 
viele  Einheiten  zu  erweitern  tat,  nie  Lficken  mit  nnge- 
rader  Anzahl  von  Nullen  zwischen  zwei  Gliedern  von 
entgegen  gesetzten  Zeiehen  Vorhanden  sind,  voraoage- 
aetrt,  dtm  die  LQckeo  beim  ZAblen  der  Zeicbeonvecbsel  nicht 
bwtdulchtigt  werden*  Die  nDtbtge  DiacMion  der  einzelaei» 
Fllln  ist  dMrebana  fthalieh  derjenigen  der  Fille  *nter  h,  weshalb 

mm  darauf  beacbrSniien  wollen,  bei  der  voUetfin^Kgen  Giel«- 
^sbnag  aur  an  discatiren  den  Fall, 
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HO  aii>0  uod  nii^iX). 

Beseitfbiiet  man  durch  p  die  Anxabl  der  Folgen  von  f{x),  diitli 
p'  diejenige  der  Folgen  Ton  f'ix)^  und  bezeichnen  r  und  r' die 

Anzahlen  der  negativen  (von  Null  verschiedenen)  Wurzeln  von 

l\a:)  und  f'ia:),  so  ist  zunächst  klar,  dass  lür  a«>"0  und  /7r,_i>0 
f'{,x)  eine  l  olgc  >veniger  darhiotct  «nls  /(j-),  d.Ii,  es  ist  ))--p'^\. 
—  Ferner  schneidet  die  C  iirve  oberhalb  der  Ordinatoriachsf'  iu  dit^ 
AbMcissenachse  ein  und  senkt  sich  von  da  wesen  a„_i'^0  gegen 
die  Seite  der  negativen  Abscissen  hin,  woselbst  eine  müirlicbst 
grosse  Anzahl  ncgati»fcr  Wurzeln  von  /'(ä)  =  0  entsfrliffi  k^ii»» 
»  wenn  zunächst  die  Curve  die  Abscissenachse  srhiiei<iel.  ehe 

in  einem  Minimalpunkte  eine  Wurzrj  von  f'(a:)~0  darbietet.  E> 
ist  dann  ferner  zwischen  je  zweien  der  r'  Wurzeln  von  f'(.T)  mtf 
höchstens  eine  solche  von  /*(:r)=:0  nu'iglieh,  und  endlich  kann 
noch  eine  absolut  griisste  negative  Wurzel  von  /t.r)  =  0  vorhav 
den  aeio»  die  nicht  zwischen  »wei  solchen  von  /*'(.r)=0  cln?<^ 
acbloesen  ist.    Die  Anzahl  der  negativeo  Wurzeln  iet  also  bveb- 

stens  1  +  (r'— d.  h.  r^r'  f  1.  Diess  zusaniraeu  luit 

ergibt  r^p^r'  —  p\ 

DaMeibe  Reaultat  ergibt  sich  lin  Falle  der  voltetündigeo  Olei- 
cbungen  bei  allen  ilbrigen  zu  unferffcfaeidenden  F&Men,  ako  er 
hfilt  man  wie  unter  I.; 

t—p  ^  r'  —p'^r"  -/i»,...  ^r("^*)  -||(«-^), 

and  da  rt»-*J  — 1>^"-"^=0  ist,  *o  kommt  r^p,  d.  h.  hei  der  voll  . 

atSndigen  Gleichung  ist  die  Anzahl  der  negativen  W^urzebi  derjc 
nigen  der  Folgen  bOcfastena  gleicb. 

Falia  Lücken  auftreten,  ergibt  sieb  gleicbfallff  immer  da« 

Hesultat  r — p^r' — p' ,  ausgenommen  den  Fall,  uo 

aa^O  und  Oa^isQ 

ist.   Sei  z.  B.  aii>0,  fr«.isO;  die  Curve  achneidet,  indem  si' 
horizontal  geht,  oberhalb  der  Abaciaaenacbae  in  die  Ordtaatea* 
acbse,  und  ateigt  nach  der  Seite  der  negativen     oder  ftllt,  jenacb 
dem  der  ernte  der  Coeflieienten  n«^,  n^....,  weleher  itiekt  , 
verschwindet,  positiv  und  von  gerader  Ordnung,  negativ  nodfü  I 
ungerader  Ordnung,  oder  umgekehrt  Ist.  Man  findet  wie  obsa  i» 
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Fällen  r— |9^f^— jp',  attKgenomm««»  weon  Om-ß  voo  g»- 

rader  Ordnung  uod  negativ,  aUo  eine  Lücke  von  ungerader  Glie- 
derzabi zwischen  einem  Zeiciicnivechsel  uuitritt.    Mao  siebt  leicht, 

daM  rjSl-fr',  weil  - sich  die  Cn^ve  der  Achse  nihert,  gerade 
wie  im  Falle  a«  >  0,  a«-!  >  ü.   Aber  es  ist  t;  =  v',  also  nicht 


sofldern 


r  —  tJ^l  +  r'  — c'. 


Diese«  Hinzutreten  einer  i^inlieit  wiederliolt  sich  so  olt  niai,  als 
derartige  Lücken  nach  gcnüc^ender  Anzahl  von  Derivatiooen  an 
das  Ende  der  Gleichung  treten,  d.  h.  so  oftmal,  als  solche  Lücken 
vorhanden  sind,  bezeichnet  man  ilire  Anzahl  durch  n,  so  ergibt 
sieb  durch  Addition  der  Ungleicliungen: 


dassr  — o^fA,  was  dem  Anfangs  unter  IL  ausgesagten  Theo- 
reiDe  eotopricht  Ein  einfaches  Beispiel  bietet  o^^nsO. 
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Die  Ellipse  und  Hyperbel  ak  eiobüUende  Karvea 
eines  Systene  yoe  KreieseimeD. 

Von 

Herrn  Franz  Unferding^r 
IM  der  Ikb.  Mftrine^SlcfiiirArCe  in  Trieat. 


§.  1. 

Das  Problem»  mit  dessen  Erledigung  dareli  die  Hilfsmiflel  dfr  • 
analytischen  Geometrie  aicb  der  vorliegeDde  Aafeati  bofcbSlUst, 
ist,  vras  seine  geometriaelie  Aoschanliclikeit  betriit,  sehr  eiefteh  , 
und  laatet  folgencfermaaiieen : 

Es  sind  in  einer  Ebene  (Taf.  IV.  Fig. 4.)  zwei  feste 
Punkte  A  nod  B  und  ein  Kreis  gegeben.  Verbindet 
man  diese  zwei  Poniite  mit  einem  beliebigen  Punkt« 
Af  des  Kreises»  so  werden  diese  Verbindangsünieit 
nfitbigenfalls  verlängert,  den  Kreis  noch  in  zwei  ande- 
ren Punkten  Ai  und  Bi  schneiden,  und  die  Lage  der 
darch  diese  Punkte  A^  Bf  gelegten  Geraden  ist  fif 
jeden  Punkt  M  eise  bestimmte.  Man  soll  die  kromae 
Linie  bestimmen,  welche  die  Gerade  AiBi  beschreibt« 
wfihr^nd  der  Punkt  JH  die  Peripherie  des  gegebenes 
Kreises  durebl&nft. 

j.  2. 

Nehmen  wir  den  Mittelpunkt  O  des  gegebenen  Krshsi  wm 
Anfangsponkt  eines  rechtwinkeligen  CoordtnstensysteM  eed  I» 
aeiclmen  wir  die  laufenden  Coordinsten  mit  Xj      se  ist  dit 

ehnng  des  gegebenen  Kreises  fom  Radius  r: 


ai9  eHMiUmde  ä'urpe»  eines  spJiiema  wh  MrHsuAnen»  407 


Die  Coordinaten  der  zwei  festen  Punkte  A  und  ß  in  der  Ebene 

des  gegebenen  Kreises  seien  bezielnirigsueise  a,  h  und  o',  6'. 
Legen  wir  nun  durch  irtreiul  rinen  INinkt  {icy)  des  gegebenen  Krei- 
ses und  durch  den  i'iiiikt  eine  (icrade,  so  wir«!  diese  den 
Krei8  noch  in  einem  zweiten  i^unkte  treffen,  die  Coordinaterj  die- 
ses Punk'ft's  s(»ien  u  und  r.  Kbenso  i)ezeichnen  u'  und  r'  die 
Coordinaten  drs  jonitieji  Punktes  des  gegebenen  Kreises ,  in  wel- 
chen die  dnr(  h  die  Punkte  (a*?/)  und  {a'b')  gelübrle  Gerade  den 
kreis  zum  zweiten  Male  sehneidet.  Zur  BestiimmiDg  von  u,  v,  u'  ,t' 
dienen  die  Gleichungen: 

(2)      S  (3)  { 

u  ohei 

t *=^^.  z/=^^-*;  Ä'=*^''^ 

Betraditet  niati  x  «1«  anabbäiigige  Variable,  90  tat  eraicbt* 
Kcfa«  da$8  aoirohl      aU  auch  le,  «,  als  FuDctionen  Ton  or 

s«  betracbten  sind.  Legt  man  endJich  durch  die  Pnnble  (tie)  und 
(i^O  Moe  dritte  Gerade»  ao  ist,  ireim  nian  Kfirze  batber 

r  — tj'     „        — i«'e 


(5)  IJz^  i,    F=:  f 

«etzt,  die  Gleichung  derselben : 

Gehen  wir,  x  um  /dx  ändernd,  von  dem  Punkte  (xy)  des  gege- 
benen Kreisen  zu  einem  benachbarten  Punkte  desselben  fiber,  so 
werden  sich  auch  die  Grössen  ü  und  F  entsprechend  Sndernj 
«od  die  Gerade  (6)  wird  eine  andere  Lage  erhalten.  Bezeichnen 
wir  die  Aenderungen  yon  ü  und  F  mit  Jü  nnd  JF,  so  ist  die 
deiehttttg  der  neuen  Geraden: 

CT)  3f=z{U^JÜ)x^V-i^JV, 

und  die  Coordinaten  des  DnrcbeebnittspiiDlrtas  der  Geraden  (6) 
und  (7)  sind: 


oder  auch: 


Digitiiicü  by  Google 


406 
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AV  AV 

Jj:  Ax 

A»  Ax 

Dieter  Dnrcbecbmttspunkt  wird  offenbar  bu  einem  Panfcfe  der 
geeucbten  einbfillenden  Kurve,  wenn  wir  Ax  eicb  der  Null  nibeni 
lassen,  and  da  in  diesem  Falle 

Lim  — =—     Lim— s;'^'^ 
Ax     dx '         Ax  ~*  dx 

wird,  so  bat  man,  wenn  x  and  y  die  Coordinaten  eioee  Panicte» 
der  gesuebten  einbOllendeo  Kurve  beaeicbneii: 

dV  ,1V 


dx  t/r, 

dx  dx  I 

I 

Werden  die  in  diesen  Gleiebnngen  angedeuteten  DifferenaiationeB  I 
ausgefübrt  und  aus  ibnen  in  Verbindung  mit  der  Gleicbung 
x'^'^^tsii^  die  Coordinaten  .r,  y  elimlnirt,  so  ist  die  Eliauna- 
tionsgleicbung,  welcbe  nur  mehr  die  Coordinaten  x,  y  und  die 
Constanteii  r,  a,  6,  entbatten  wird,  die  Gleichung  dergesueb* 
ton  einbflilenden  Kurve. 

Wir  haben  hiermit  in  Kürze  die  Alethode  angedeutet,  welcbe 
wir  zur  Lösung  der  vor&felegteii  Aufgalie  verwenden  rrerdea,  uad 
68  kommt  nunmehr  darauf  an,  die  hier  nur  angedeuteten  Opera- 
tionen wirklich  ausaufCihren,  was  uns  au  einigen  längeren  Rech- 
mmgs*£ntwickeluogen  nötbigen  wird,  worauf  ich  den  Leser  gleich 
am  Eingange  aufmerksam  mache.  Die  vielseitige  Trans forroatioas- 
lähigkeit  der  hierbei  auftretenden  Ausdrficke,  die  schliessliehe 
Einfachheit  der  Resultate  werden  einigermaaaseo  ffir  die  Liege 
der  Rechnung  entschSdigen. 


§.  3. 

Wenn  man  In  den  Gleichungen  (5)  ü  und  V  nach  x  dÜe* 
renzirt  und  die  Warthe  von  ^ »  ^  In  die  Glelcbungen  (Q 
stitttirt,  so  findet  man: 
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—  P^^^  <faP      «j?^     ^  dx       dx ^ ,  tiü'  ~  u'c 

<.-«(£-£)-<-^>(£-ir 

wofBiis  eiviciitlieb  wird*  da«s  es  zunilcbst  auf  die  Bereebnnng  von 

rftt     f/t?     ilu*  de' 
u,  c,  ti',  r',  ankommt.   Die  Wertbe  voo  u,  v 

und  uf,  V*  sind  ans  den  Gleicbangen  (2)  und  (3)  berxaleiten»  and 

da  aus  d«n  Gleicbangen  (4)  bervorgebt,  daaa  sieb  die  Aiiadrilcke 

▼on  Ut       TOD  jenen  £r,  M  nnr  dadurch  iinterecbejden  ^  daas 

fl',     an  der  Stelle  von     6  ateht,  ao  vrerden  aich  auch  die  Ana- 

,    ,    _    ,     •    du*    dt'        .       ^  du  dt 

druclu»  för  ia',  v\  au«  jenen  für  u,  ü,  gj,  einfiicb 

dadarcb  ableiten  laaaen,  daaa  man  o/^  an  die  Stelle  von  n.  h 
treten  liaat,  ao  daaa  man  alao  nur  die  erateren  vier  Griij»äen 

V,  a,         ^  zu  berecbnen  bat,  woxn  wir  nun  Obergeben.  Eli. 

niDlrt'nian  aoa  den  Gleich  linken  ('2)  eiiiiual  v  utjii  eiimiai  Uj  so 
eriiält  man  folgende  ztvei  Gleichungen: 

(H-L«)f42  f  IL^Ju  4-  J#«-.r2  =  0, 
(1-1-1^)9«  -f  2itfo-|-  Af^^fSI^ssO. 

IMe  «rate  Glolchuns  gibt  die  a«fei  Abuclaaen  der  beiden  Durch* 
tfebnittftpunhte  der  Geraden  {xy),  {ah)  mit  dem  gegebenen  Kreia. 
Da  aber  de?  eine  Dnrcbacbnittapunkt  {xy)  iat,  ao  maaa  die  erate 
der  voratehenden  Gleichungen  identisch  ernillt  werden,  wenn  man 
«  an  die  Stelle  von  u  aetzt  Aua  gleichen  GrOnden  muss  auch 
die  zweite  Gletchnng  Identiacb  erfSllt  werden,  wenn  man  y  an  die 
Stdie  von  e  aetzt.  Man  erhSIt  hierdurch ; 

(1  +  JL*)«*  +  U,M3s  +    *  -    SS 0, 

ÖAt  man  dieae  zwei  Gleichungen  der  Ofdnong  nach  von  deii 
«wei  vorhergebenden  ab  und  zerlegt  in  Factoren,  so  ergibt  sich: 
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0 


(ti  -  :i)  { (1  +  L»)  (M  +  ar)  +        }  =  0 . 

da  aber  der  Veraasseteung  gemüna  n  und  e  von  x  und  jr  veracbie- 
den  siod»  so  kOnnen  die  voratehendeor  CSleicbaagen  nur  erfSIlt 
werden,  wenn 

und  hieraus  ^olgt: 

^^y-  («-a)*  +  Cy-6)«'  • 

Mithin  I 

yt(*-<)H(y'-6)»}~2(x~o>(Ag->#y), 

oder  auch,  weil 

==al(j:-a)H(y-W-(*+ö)K«-«)H(y-6)2i--2(y-6)t6(a;-a)-a(y-Aji 
=o|(ar-a)*  +  fy-6)«)  -  (x-<i)ta:«-  a« +2&(y-6>|-  (y-ft)*(:r-ii) 

und 

»6  J  («-«)» + -  (ar-*)  [y*-    + 2a(ar-a))  -(Ä-«)a(,-^) 

=6     -  fl)*  +    — Ä)*  i — — (r*  -  a«— Ä«) 
iat: 

<i|(g-ft)^-f 


(10) 


_  ^(3r^fl)H(f/~6)^l-(y-»)(r«-o«~6«) 


Nimmt  man  jetzt  nücicaieht  auf  die  am  Eingänge  dieses  Para- 
j^phea  itt  Betreff  der  AbleitooK  van  e'  sos  r  |;emacbCe 
Remerl(iin||f,  so  hat  man  unmittelbar: 


als  eiHAMUieuiie  Kurpen  eine»  SysUma  rmt  AreiueAne».  411 


{.  4. 

Weil  nach  der  Glefcboeg  (1) 

(12)  'i^=-- 

wt,  eo  vntdi 

i  (Zfibl.r  von  u)  =  2«(to-«y)-y(r»-a«-6«) 
cur  ^ 


(ZäWer  vo«  •)  =  a»<to-iy)-|.^(r'-a»- Aj) 


uaü  hiermit  nach  den  geuöholicheo  Uegeio  der  Diflereiiziation 


der  ZSbler  reu  ^ 

— l«  i  (ar — «)*  +  (y  ~     i  -  (ir  -  II)  (r»  -  a« — A»)] '^^^^^ 

y 

öer  ZälUer  von  ^ 

y 

y 
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Da  eodllch 


du 


und 


de 


^  die  zweite  Potoi»  voo  (.t— ii)*-K3f -6)*  sm 


geineinHcbaftlicben  Neiiuei  hüben ,  so  wird : 

dv  


(13) 


Wird  auch  hier  wieder  die  Bemerkung  aiu  Eingänge  des 
§.  3'  berückeichtigetf  so  erhält  man : 


(14) 


dx  -  \  (ar-flO*  +     -  ^T\}f  ' ' 


dx 


u. 


Wenn  wir  zur  Vereinfachung  der  Rechnung 
(15)    i|=---rL^^        ,  = 


setsen,  so  wird  mit  Rlicksieht  auf  die  Beroerkong  des  §.3.  in  Besag 
anf  die  Ableitung  von  gj. 

g=*'.'. 

und  diene  W^äie  irellen  wir  nun  in  die  Gleichungen  (9)  substi- 
tairen.  Weil 

ferner 

dv     dv'  du     du'  ,^ 

80  tvird  der  Zähler  von  x  gleich 

-  (A— A')«»'  («—«')  —  (e"— e')  (JUi'e  -  Ä'«e')t 
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als  Hnhüiiende  Kurte»  eines  Syslems  rou  hreissehHen.  4)3 


oder  ^venii  man  die  Glieder  mit  hu'  und  die  Glieder  mit  h'uj  je 
lursich,  zai^ammeiifasst  und  dabei  bedeukt,  dass  m*  |  r''  =  «'*+i;'*=r' 
töt,  aacb  gleich 

Der  ^ieniier  von  x  biogegen  wird  gleich 

^(ku-  *  V)  (ic  -  «0  -  (ÄP  -  Ä  V)  (p — »') , 

oder»  wenn  man  die  Glieder  mit  dem  Factor  h  und  jene  uiit  ileiii 
Factor  hf»  Je  fflr  akb»  suaammenfasat  und  wieder  milteUt  der 
ReUtion  ti*-f  e'sti^-l-c^sr*  redncirt,  aiicb  gleich 

nftUn  wild 

(1?)  »  =  -X+A-- 

Wird  dieeer  Werth  bei  der  «weiten  der  Gleichnngen  (9)  »berOcIc- 
aichtiget,  so  gibt  dieselbe: 

_  {hu*    hfu)  (p  -  cQ  ^-  (/i  -f  /iQ (tfp^  —  ff V) , 

der  Zähler  die^ef*  Uruche^  luinn  jedoch  Iricht,  ^^enit  mau  die 
Glieder  mit  u  und  u*  je  für  tiich  £U8an)nienta(«.*<t,  auf  die  Form 

{(«bracht  werden,  eo  da^i« 
wird. 

♦ 

Tm  rujs  tlf»f!  GlfichunucMi  (17)  und  (IS),  u eiche  nunmehr  an 
die  Stelle  der  Gleichungen  (f)  treten,  die  Werthe  von  x  und  jr 
als  Functionen  von  x  und  y  zu  erhalten,  ist  nur  notbig,  fulr  tc  und 
p  die  Werthe  aus  (10)»  für  u*  und  e'  die  Werthe  aus  (II),  (fix  h 
und  die  Werthe  aus  (15)  «o  setzen.  Nehmen  wir  tn  besserer 
Uebersicht 

M  wird : 
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yl«  I» 

hc'  +  h'c  —   ^^^2-  

^  y«,. g/g^  />/2         (y  -  z>)  (r*>* a« ~  6«) 

und 

A  +  Ä  =  i 

folglich  ist: 
(20)  X  = 

in  ^^^k^le^^  Aiisdrütken  man  bicli  (ür  t'^,  i*'^  die  \N  erthe  aiw  (W) 
zu  iieiilceii  liat. 

Wenn  mao  to  den  zweiten  Theileti  «Ter  Gleichungen  (19)  cot* 
wickelt  und  aladann  berfiekaichtiget,  dass  x^^y^^¥^  iat,  eoirift}: 

(21) 

und  wenn  man  aich  diese  Werthe  fSr  und  in  die  GleicliaD- 
gen  (^)  eingeföhrt  denkt»  ao  wird*  einleuchtend,  daaa  diese  Gf«* 
cfanngen  in  Bezug  auf  xr  und  y  Fom  ersten  Grade  alad.  loM 


wir  iiMMebtigen,  ZCJblar  imil  Nenner  in  den  swelte»  Theileo  die- 
•tr  Gleichungen  In  Bezug  auf  die  Coordinaten  x  und  jf  an  ord- 
nen, maclien  wir  folgende,  zur  Vereinfachung  der  Tranafermatien 

dienliche  Vorbereitung.    E«j  ist  identisch : 

'.vird  die  erste  Gleichunfi:  mit  die  zweite  mit  «'  nuiltiplicirt,  und 
\t  erden  alsdann  beide  Gleichiingcn  addirt,  wird  ferner  dasselbe 
!\laii«)ver  mittelst  der  Alultipticatoren  b  und  h*  ausgeführt,  «o  er- 
hält  man: 

(22) 

MemU  wird  der  ZSIiler  von  x 

=s    r«(«(r*— +  a'(r2— a*— 6«))+«(ii«+6*)(r*-<i'«— 6'*) 

-I-         +  6'*)  (r«—«i— 

=    2r«l«(r*-<i'«— 6'«)+a'(r«— a«— 6»)| 

-  2^  { nA  (r* — +  «'Ä*  (r*—  ««-  6*)  \ 

=  2f 2  { « (r« — «'«  —  6'-^)  -f  rt'  (r^  -     —  ft^)  \ 

und  der  Zähler  von  y 

=    f«t  &(f«— -  6«) + 62) }  +  0  (a2+ 6«)  (r«  -  a**— 6'») 

—26 (n^  +  6^)  (r2-  ^  //^)(,.2_„2 _^t^ 

-.(,2  _  «a— ^2)  (,a«.a'a-6'2)  (2^—6  -  Ä') 

-2.r  { ab  (r^—  a*^  -  b*^)  \  aV/  (r«  -  a«  -  /'y«)  | 
2r2|6(r«-«'2— 6'2)  +  6'(r2— «a— 6*)| 
Sjy  Kf*  -     (r«  -  « « — + 6«  (r«  -       A«)  I 
«»tfl*(r»-a«-A«)  +  a'6'(r«-a«— A^. 
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Der  X  uod  y  geraeiiiscbaftlicbe  ^ienoer  wird 

=    (r« — a«—  6'«)  (r«  4    + 6«— Söa: — 26.y) 

=    \  (r»—  a'«  —  6'«)  (r«  +  a«  +  6«)  +  (r« — a«  -  A*)  (ra+  o'*  + 
— 2»  U  (r»- ««- 6«)  +  «'(r«— Ä^J 
— 2  !  6  (fi — ««  -  Ä'«)  +  6 '  (r« — «• J 

=    2  { r* — (ff*  +  6«)  (a'*  +  ir-) ! 

-  2a;    (r^  —  a'*— 6'*)  f  n'  {r-  -  ö«— Ä«)  j 

und  man  hat  daher  endlich : 

(28) 


I 


S.  8. 

* 

I>i6«e  Gleichungen  (23)  treten  an  die  Stelle  der  tilekliiB' 
gen  (20)  oder  nchlleeslich  an  die  Stelle  der  Gleichungen  (9) ,  oo3 
69  ist  daher,  um  zur  Gleichung  der  uesuchten  einhüllenden  Karre 
zu  celans^en,  jetzt  nothwendig,  aus  diesen  in  Verbindung  mit  d«( 
Gleichung 

(1)  ««  +  y«  =  r« 

.  die  laufenden  Coordinaten  y  su  elimlniTen«  Diese  £liminatio* 
»oll  im  Folgenden  einfhch  dadurch  bewerkstelliget  vrerden,  diSf 
wir  X  und  y  aua  den  Gleichungen  (23)  bealimnien  und  die  gefiP' 
denen  Werthe  in  dIeCMeicbuiig  (1)  anbatituiren.   We  resuKirende 
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Gleichung  wird  aasser  den  Coordinaten  x  und  y  nur  noch  die 
CoMUatm  r»  a,  6»  aS  CDlfaalten  und  als  die  verlangte  G1«h 
chnng  dtr  einhOllenden  Kurve  alle  AufscblOeee  üiier  die  Natur, 
die  Lage  und  die  Diniensionen  dieser  Kurve  gebeo.  —  Werden 
die  Gleichungen  (23)  in  ßezui;  auf  die  Coordinaten  y  geordnet, 
»o  erhelteo  dteeelbeo,  wie  ohne  Weitere«  eiDlenehtet,  die  Fora: 

^"^^  \  W+Äo'7)+Mi'+A'y)«+(^'+B|'y)y=0; 

vid  swer  ist: 

Ao  =-r«{a(r«— a'«-6'»)  +  a'(r«-a»— Ä«)}. 

Bg  =:—ta(r«—a'«—6'«)  +  o'(r*-. 

=  — |6(r«— «'«-Ä'«)  +  Ä'(r«— ««— 6«)}, 

J^^  =    ;  a  (r*  —     — 6'«)  +  a'  (r»  -  a*— 6«) ) , 

Horau«  man  die  liclationen  entnimmt :  . 

Multipltcirt  man,  in  der  Absicht  7  zu  elimlniren,  die  f  rst.»  il»  r 
Gleichungen  (24)  mit  Ji'  +  ^i'j'  ^'i*^  zueite  mit  /i^+^i* 
sabtrahirt  die  Producte,  muittpiicirt  man  ferner,  in  der  Absicht 
X  KQ  eliminiren,  die  erste  Gleichung  in  (24)  mit  Ai*  -\-  Bi'j ,  die 
zweite  mit  Ai  +  Bi%.  ui)d  eobtrahirt  die  Producte  ebenfalle,  eo 
ergebee  eieb  eofort  avr  BeetiiDintiDg  tob  x  ond  folgende  zwei 
GloiciMnigen : 

I      ^ox)  iA'  +  B^'j)  -  (^0  +  ßo'r)     +  ß'i^) : 

+  i  ( J| + /^ix)  ( J.'  +  -  iAg' + ^i'y)  (^,4^  if,x)  U=0, 
+ 1  (^2  +  B%^)  (4 ' + ^l'y)-  W  +  >ß»'y )  (-^t  +  B,  X))  y  =  Ü ; 
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wUhn,  WMn  mä«  dt«  i«  den  l^bminehi  eniWtMm  AiMiMU 
«ftliridlelt«  in  Beci^  aif  x  iiiid  7  wdttet  und  dabei  btiicbielh 
ti|^,  dftis  intTnOg«  dar  RaUtionen  (i6) 

ist,  in  dia  lieidBii  folganden  Obarj^eliea: 

ui^d  aalst  man  andltch  aar  AUcfirattags 

(27) 

^=BoA^'-B^Jo*,  W=zB^A^'-B^A^*,  ^^^zß^A^'^i^A^, 

t:=zA^BJ^A^B^\  t'ssAoßt'^A^B^/,  <r,a^,A;'-^B,'; 

aa  geban  die  varbergabaadeD  Glaicbongen: 

and  niaa  bat  durch  Sabatitetiaa  dieaer  Wertbe  io  die  Gleicfaaa; 

(I)  ««  +  y2=r« 

aia  Gieicbong  d^r  ^aancbten  aiahüliaadea  Kanre: 

CÄ)  (ilf»x+«y)*+(ii'+»'x+«'y)*=r«(4t+3|X+«Ey)*. 

I);:  (iifise  (ileichun^  in  Bezue  auf  die  (^oordiiiateii  x  unH  ▼  wom 
7.ucitrn  (jrade  ist,  so  srhÜesi!.!  luan  daraus  zunächst,  dash  die 
ge?iuchte  einhüllende  Kurve  ein  Keire!f<chnitt  ist.  Vm 
weiter  über  die  besondere  Natur  dieses  Kegelte i t ti» ,  über  die 
I\i(  })tnn^  und  <irösse  seiner  Hauptnxen  efit^cheiden  zu  können,  IM 
eile  Ikrechniin!?  der  mit  ü.  1^,  i£,  Ü\  u.  8.  w.  bezeitbnetailflalHi' 
aaa  »ilielrt  der  Gleicboogau  (27)  «ihI        natbwand^  . 


» 

'§.9. 

Durch  AiiweiMliiiig  eler  Helationen  (2f))  auf  die  Gleichungeu  (27) 
überz«ufi^  iiia»  sich  mit  Lßicliti^keit,  «lacis 

t-t;  iiian  bat  daher  von  den  neun  Grossen  U,1Ö,  (f,  ilMÖ'.  (T', 

nur  die  sechs  (^S  J^i ,      ,       /u  rechnen,  voi  sodann  die 

fibtigen  drei  DDmittelbar  bioscbreibeo  za  Luoneii. 

Die  WertKe  aus  (25)  in  dem  Ausdrock  (ur  B  in  (27)  substi« 
tuirt  geben  unmittelbar: 

»=: -r*|  A  (r*— -  6^  +  6' (r*- «*— 6*)  P 

+  {(r«— fl«)(r«-o«~6'*-j  f  //'-^(r»-ii«-6^)}(r*-(oH6*)(a'H6"^)} 
=-2^'r*(r«  -«a-  6*)  (r^— ^  6«) 

I  r26'*  (r«— ««— -  ^tr*^(a«+Ä«)  (o«+6'«)  t  ] 
-(r*-a'a-/^=^jir^(i^«'^6'*)~(^5^tr*-(aH6a)(fl'HÄ'«)i]. 
ödet  w«1l 

r262  (r2  -     —  6«) — Cr*  —  ä«)  l  r*  —  (««  +  6«)  («'«  +  6'«) } 

(r«-  a«- 6»)  I  aHa*^ + 6«)-  r*  | 

ist, 

B=(f«-a*-6«)(r«-ci'«-6'»)i-2M^rS+6'«(a«-|'^'a'(«^^6'*)ir4|» 
Q^tr,  wie  man  ikiii  leieht  findet: 

£bento  wird: 

^  =  r»i  a(r*-©'^«)+a'(r*- o*— 6^0 1 1 6(r«-o'«-6'*)4  6'(r3-o«-6«)  | 

+  (r«  -  a«^6«)  «^A'  [r«  (r*- 6»)  - 1 H-  (e^H- 6'«)  J) 
«il«  weil 

28* 
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oder  auch : 
Ferner  findet  man  : 

=    2aa'r2  (r  *  —  a«  -  6^  (r«  -  a'«  —  6^ 
oder  weil 

(^2    fl^a    ^/a)  —  (r«  —  6«)  I  r* — (a*  +  6»)(a^*4-6^g)  I 

=:(ra— fl«— 6«)  |6«(a'« +  6^5-r»: 

ist,  so  wird 

oder  auch,  wie  man  sich  alsbald  überzeugt: 

Wir  gehen  nun  über  zur  Berechnung  der  Constanten  Üi,  Jp^r 
Zunächst  erhält  man: 

=    { (r*- 6^)(r^a^^— 6^^)-|  Q^'(r^— {(r*— fl')(r»-fl^-^' 

+  6^2ir2-_ö5^ 

—  I  ci6  (r«  -  fl'* — 6'»)  +  a'ft' (r«  -  o« — 

3^        -~  0^2  _  ^/2)a  { (ya     gt)  (^a  —  6«)  —  aH^ ; 

also  auch 

Ü,  =    r«  (r*  -  tt«  -  6«)  (r«  -  a'« — 6^ 

4-  (ra^ga^^a) (ra_»/2_//'i)|(r2_ 52)^^2  ^  (ra_-aa)g/a_2flfl'W'l 

oder  • 


aU  eiHAülUude  Kvrti»  9inei  Systems  ton  ArfiMeAnen,  421 
i:.beoso  ist 

+  a'(r«  -  a^)  —         -  abb% 
mdi'Wie  man  mit  Leiehtlgkolt  findet: 

»4  =5 — (r« — a«  -  6*)  (r*  -  o'*  -  6'^)  (r^  —  aa'  —  bb')  (a  +  a'). 
Eodfieb  ist 

+  ii'2(r2-a«— 6«)| 

—  aa*b*  —       } , 

odtr,  wie  man  eich  ebenfalls  ebne  Sebwierigkeit  fiberseogt: 

tf| = — (r«— a*— 6*)  (r«— a'^— A'*)  (r^— «a'  -  ^6')  (6 + 6'). 

Hiermit  sind  die  sechs  Constanten  if,  be* 
rechnet  und  wir  haben  mit  Rucksiebt  auf  die  Relationen  (29),  indem 
wir  zu  besserer  Lebersiebt 

setieo,  tolgeode  Zusammenstellung: 

=     H{ab'  \-a'b), 
(90)  ^  »'=-*iy(a6'  +  a'6), 

»is=-il(a4.a0» 
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$.  la 

Die  Werthe  der  Coiistanten  il,       tf,  ü',  u.  8.  w.  uären  nmi 
in  die  Gleichung  (28)  des  gesachten  einhälienden  Kegelschnittes 
zu  substituiren;  da  aber  diese  Constanten  sdaimtlicfa  den  Fador 
H  gemeinscbaftlicb  bftben,  so  sieht  man,  da«s  nach  jceitcbchen«? 
Substitution  die  genannte  Gleichung  den  Factor        in  beide* 
Theilen  enfhalteo  wird,  durch  welchen  man  also  abkOrsea  k»mi. 
^^ir  haben  ferner,  um  der  Rechnung  die  VortheÜe  einer  synime- 
tritfcheo  Daratellung  zu  erhalten,  bisher  die  Richtung  der  Cum<l 
natenaien  ganz  unabhängig  von  der  Lage  der  beiden  Ronkte 
und  {a*b^)  gelaaaen;  ee  iat  jedoch ,  ohne  der  AllgemeiaheH  der 
Untersuchung  irgendirie  zu  schaden,  immerhin  erlaubt ,  eine  6m 
beiden  Axen»  s.  B.  die  Aze  der      parallel  mit  der  Verbindnogs- 
.  Knie  der  beiden  festen  Punkte  {ab)  und  {a^b*)  aSMinebmea ;  hier 
dnrcb  wird  6»^.   Wir  wollen  also  von  nun  an  unter  J»  B»  C 
ü'y  Wf       Üu^i*  (Ti  dasjenige  verstehen»  was  aus  den  Wer- 
tben In  (30)  wird,  wenn  man  erstens  allenthalben  den  gemon* 
sebaftllcben  Factot  H  weglässt»  und  zweitens  6=s6'  setzt  Skr 
ditreb  wird: 


/  ^ 

-f«(«+a'). 

1  » 

+  aa'  —  6«, 

l  ^ 

<  w 

-6(a+«'), 

1 

r»  +  aa'  +  6*, 

-(«  +  «'), 

und  die  Gleiciiuiig  det»  einbüUenden  Kegelschnittes  ist  nach  i%ie  %'or : 

(28)  (il+»x+<^y)H(il'+»'^+<r'y)^=r«(J|+»iX+i£iy)S 

oder  wenn  man  entwusbelt.  In  Bezug  auf  %  und  j  ordnet  mid 
dabei  berficksicbtiget,  dass,  wie  man  sich  mittelst  der  Werthe 
aas  (31)  sogleieb  fiberzeagt : 
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wl,  daää  aiäo  die  Glieder  iu  xj  ver«€biviiid6M) 

(32) 

wobei  die  constanten  Coeflficienteii  durch  Substitution  aus  den 
(jleichungeo  (31)  noch  zu  berechnen  »ind.  Um  dieses  auf  dem 
btqiemüten  Wege  zu  bewerkstelligen,  d.h.  um  am  KSebnellst<Mi 
laden  einrach«toli  Formen  zu  gelangen,  »velche  die>e  Aueidrücke 
iBoehmen  könoeo,  verlatisen  i^ir  die  Ordnung'  der  Aufeinander- 
folge und  beginnen  mit  dem  CoelUcienteii  von  jlK  £s  iet 

(33) 

oder  wenn  man  bezuc^lich  r*— 6~  tiie  Ejitw ickelung  dea  ersten 
Glieder  mit  den  beiden  folgenden  ordnet: 

.  (34) 

SR  Cr«  -    -  6*)  (r»— a'* — ^«). 

Man  uberzeugt  »ich  ohne  Schwierigkeit  von  der  Richtigkeit  der 

beiileii  lolgenden  Gleichungen : 

(36) 

rV  +  oO^— 162r24-(r«4.aa'+6«)«=(«-aO"^Ä«-(r»-fl*-6*)(r«-rt'»-Ä«), 
W(o+«i)«_4Ä%*+(f*-aa'+6»)fe(fl-«')%^(i*-««-4i^(r«-a«- 
denn  ao«  nnserer  TrauKlonuation  von  (33)  auf  (34)  folgt,  daa» 

(36) 

oder 

(i^i-aa^  +<^*)*— 46a(r'+aa')  +  6*(a +«')»— •*(«+«')' 

<i«--iia'  +  ^*)*  +  4r^(«ü' -  6*)  +  Ä=«(«  -I  «'X^— r*(«+«')* 
s=  (r«— a«—  Ä»)  (i*—     -  6*) , 

oder 

(t» + flo' + 6a)»-46  VHA«(«  -«lO*— r^Cii + aO«= (r«-««-6-^Xr^-«'*-^*^). 
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weiche  s«rei  Glei^ngen  diifch  edilieblee  TnuiepeHireii  der  GK»> 
der  oDiDittelber  in  die  zu  beweiaeodeo  abergebea.  —  Kraft  dietor 
Gleichungen  (35)  wird: 

JP+ il'»-r*ll|*=r*Ke— «OH«— (r«  -  (r«--a*-6«)|. 
Ferner  let; 

— (6 -1-60(0^ + 
=r*|  (a  +  aO  2**'  +  (6  +  ^0  (a^'  +  a'b)  \  =  0. 

S.  11. 

Die  Gleichung  (32)  der  geeacbten  einhAllendeo  Kvrve  hat 
also  die  Form: 

(37)  -m+Hx'^^SPj-f^y^^O, 
,  wobei  die  Conetanten  <Sl  folgende  VVertbe  haben; 

jn  =    r«  |(r« — #f •  -  6«)  (r«  -    — 6«)  -  (a  -  a')*  6*  1 , 


(38) 


oder 


X  s    (r*  -  o*  -  6«)  (r*  -  a'*  -  6«) , 


(39) 

^»=s-^*(«-a')«. 

Die  Gleichung  (37)  der  gesuchten  einbülleoden  Kurve  kaü» 
endlich  noch  darcb  die  Annahmen 


(40) 
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(41) 

auf  die  einfachäte  Form : 

(42)  i«  +  "nB^ 

gebracht  utirden,  und  unser  letztes  Rechnuiigsgeschäft  wlril  ntiti 
darin  bestehen,  die  Grössen  n,  A*,  unmittelbar  durch  die  Con- 
stanten des  Problems,  nämlich  r,  fi,  a',  6  auszudrflcken,  um  als- 
dann unverzüglich  zu  den  aus  unseren  Gleichungen  ableitbarei« 
geometriscbeo  Folgerungen  Oberzugehen. 

Ami  den  Gleiehimgen  (30)  erbftit  man: 

Wä, f  (r*— 6«) (a— a)'*» -  (a - aO^i^r^l . 
mttbio  iat 

P«-MCSl=:r^llI  +  (a— flO'(>^— \ . 

oder,  da  ans  der  GlelchoDg  (36)  mit  ROckticbt  auf  die  Badealung 

der  Grosse  "U 

(r^— aa'— 66'/^  -f  ^H«  — «*)•— r*(a  —  a'f  =  », 
(a-iiO*(f*-Ä^=^ 

Ptniir  ist 

(Ä— U  +  (a— (r«— na'— 6«)«+  (a  -a')**«, 
Qfld  in  Folge  dessen: 

/  Jf=0, 

(43)  I  fa*(a-iiy 

(44) 

^*'*'*(f«— II«'— 6*)»  +  (a-o')«6*' 
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Da  die  Gleichung  der  gesuchten  einhüllenden  Kuire  vom  zwei* 
ten  Grade  bt,  60  ist  dieselbe  ein  Kegelschnitt,  fi-ie  \\\x  bereits 
io  {.  8.  bemerkt  haben. '  Die  Form  der  Gleichung  (43)  deotel  auf 
eine  Ellipse  oder  Hyperbel»  je  nachdem  das  Prodnet 

(45)  (r*— a«— 6*)(r-~-a'^— 6^;, 

welchen  In  (44)  in  dem  Aoadrack  flir  B*  erscheint,  das  Voiui- 
chen  -t*  oder  —  hat,   oder  je  nachdem  die  beiden  Faettieo 

r*  — a* — 6*,  —  a'^  —  b'^  gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen  baboi. 
Der  Punkt  (rn)  ist  der  Mille!|)uiikt  und  A,  B  sind  die  Halbaxfo 
des  einhüllenden  Kegelschnittes.  —  Ist  £;leitii/.eiiig  r^^a'^i-^*» 
r2>fl'a  +  Ä«,  oder  ist  gleiclizeitig  r«<a«  +  A^,  r*<a'«  +  A*,  so 
haben  die  lieiden  l  ck  toren  in  (4Ö)  gleiche  \  «rzeichen.  In  dieseiB 
Falle  Heuen  aber  die  beiderf  festen  l^unkte  A  und  ß  beide  lu- 
gleich  innerhalb  oder  beide  zugleich  auss^erhalb  des  gegebenen 
Kreises.  Ist  hingeuen  r^<^a^-\'b'^  und  r*>ü'^  +  6^  oder  urage» 
k:ebrt,  so  haben  die  Factoren  in  (45)  un^'leiche  Vorzeichen,  ood 
einer  der  beiden  Punkte  A  und  B  li^gt  innerhall»,  dt»r  andere 
ausserhalf)  df»s  gei^elieiien  Kreises.  Wir  können  duher  »a^eo. 
Liegen  die  beiden  festen  Funkte  A  und  B  beide  zu- 
gleich innerhalb  oder  beide  zugleich  ausserhalb  des 
gegebenen  Kreise»,  so  iat  die  gesvchte  einhulleode 
Kurve  eine  Ellipse;  liegt  einer  dieser  Funkte  inoer> 
halb,  der  andere  ausserhalb  des  gegebenen  Kreises, 
so  ist  die  gesuchte  einhüllende  Kurve  eine  Hyperbel. 
Ans  der  Form  der  Gleichnng  (4*2)  orheUeC  ferner,  dass  die  Rieb- 
tang der  ersten  *)  Uauptaxe  A  der  gesuchten  einhüllendea  EUipit 
oder  Hyperbel  stets  mit  der.  Richtung  der  Axe  der  x  oder»  wa» 
dasselbe  Ist,  mit  der  VerbindungsKnie  AB  der  beiden  festoo 
Pnnkte  parallel  ist.  Der  Mittelpunkt  der  einhOllenden  filKpse  oder 
Hyperbel  Hegt  stets  in  der  Senkrechten,  welche  man  von  Mit- 
telpunkte des  gegebenen  Kreises  aof  die  Ricbtang  der  Yetbia* 
dongslinle  AB  der  zwei  festen  Punkte  föllenkann,  weil,  wiewv 
ans  (43)  ersieht,  ^  stets  mit  b  dasselbe  Voraeidien  hat 


*)  Denn  A  i»t  iiuiiier  reell,  und  für  deu  Füll,  dasi<  auch  U  reell  i«l 
ist  wegen 

«teU  A  > 
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Bftieklma«  wir  fOr  deo  Fall  der  Hyperbel  den  cpilsen  Win- 
kel, welcbeii  eine  der  beiden  Asymptoten  dereelben  mit  der  Axe 

der  X  eioschliesst»  mit  a»  ee  iet: 

^  ^  A         V^(ra-.aö'-6«)«  +  (a-a'j«6«  * 

Wir  wollen  nun  fiber  die  Lage  der  zwei  fenten  Punkte  A 
and  B  verachiedene  special le  Annahmen  machen  and  nntersucheni 
▼on  welcher  beeoaderen  Art  die  enlopieehende  eiahlllleade  Etllpae 
oder  Hyperbel  iat 

$.  la. 

Sind  die  beiden  festen  Punkte  A  und  B  gleicbweit  vom  Mit* 
telpookte  des  gegebenen  Kreises  entfernt,  ao  bat  man  a'=^a 
setaen,  die  einhüllende  Kurve  ist  wegen  der  posltifcn  Bescbaf" 
ÜMbeit  des  Prodnctes  (45)»  welches  sich  aladann  in  ein  volUtän* 
diges  Quadrat  Terwandelt,  stets  eine  Ellipse,  die  beiden  Punkte 
A  nnd  B  mügtn  innerhalb  oder  anseerbalb  den  gegebenen  Kfei* 
ans  Hegnn  nnd  die  Gleicfaoiigen  (43)  und  (44)  geben  aladann  s 

\  ?""(r*  +  a*— 62)2  +  4a^^i' 


(  ^  '^^ \ (r«  +  fl»-  6»)»  +  4a«6«J»' 


Ist  in  dieaiem  i*'alle  überdies»  6=0,  d.  h.  liegen  die  beiden  festen 
Punkte  A  nod  B  gleichweit  vom  Mittelpunkte  des  gegebenen  Krei* 
aes,  nnd  gebt  die  Verbindungslinie  AB  durch  diesen  Punkte  ao 
wird  jr=0,  1^  =  0,  es  föilt  also  der  Mittelpunkt  der  einbOllenden 
Ellipee  mit  dem  letsteren  anaammen,  nnd  man  hat  feroer: 

(48)  A=r,  ß=rj=5' 


werana  man  aieht«  dase  die  groaae  Ualbaxe  dem  Radina  des  ge* 
gebeneo  Kreises  gleich  Ist. 

Setzt  man  in  den  allgetiieiuen  Gleichungen  (43)  uud  (44) 
bs^Q,  wodorch  man  voraaeaelst,  dasa  die  Verbinduugslinie  AB 
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der  beiden  festen  Punkte  A  und  B  durch  den  Mittelpuukt  des 
gegebenen  Kreises  geht,  während  sonst  ihre  Lage  willkürlich  Ut, 
so  ergibt  sich: 

iJ  =  ü, 

^  n 

(1^  =  0; 

 JiHS?  * 

80  dass  also  auch  in  diesem  Falle  der  Mittelpunkt  der  eiobfillen- 
den  Ellipse  oder  Hyperbel  mit  dem  Mittelpunkte  des  gegebenes 
Kreieee  sasammenföllt  und  die  erste  Hauptaze  dem  Radius  die- 
ses Kreises  gleich  ist  Die  Kurve  ist  eine  Ellipse,  tvenn  gleich- 
seitig r«>a«,  r«>  a'^  oder  gleichzeitig  r*<o*,  r*<a'«  ist,  a.h. 
wenn  A  und  B  beide  gleichzeitig  iooerhalh  oder  gletcbseittg  aus- 
eeriieih  des  gegebenen  Kreises  liegen.  Ist  hingegen  r'>  e*  vrf 
f^<a^  oder  umgekehrt »  so  ist  die  einhftllende  Knrve  etnellypa^ 
bei.  DIeee  leistete  kann  sogar  in  ein  System  aweier  paraHdtf 
Geraden  fibergehen,  wenn  a  und  a'  gielehe  Vorseicben  bab« 
(d.  fa.  wenn  A  ond  B  beide  auf  derselben  Seite  des  KreisaHtil* 
punktes  liegen)  nnd  r*saa'  ist  In  der  Tbat  gibt  hierfür  9tt 
Gleichung  (42)  snr  Beseiehnnng  der  einhüllenden  Kurve: 

(51*)  x«=ra  oder  ^  =  ±t. 

Setzt  man  hi  den  Gleichungen  (50)  und  (51)  «'  =  q©,  womit  nuo 
voraussetzt,  dass  von  den  zwei  lestoii  Punkten  A  und  B,  welche 
beide  auf  der  Richtung  einen  Durchmessers  des  gegebenen  Krei* 
ses  liegen,  der  eine  in  der  Unendlichkeit  liegt,  «o  wird: 

(Ö^  {  r'  —  o« 


die  Kurve  ist  eine  Ellipse  oder  Hyperbel,  je  nachdem  r^<a* 
oder  r^>  a^,  d.  h.  je  nachdem  der  Punkt  A  ausserhalb  oder  iDD«^ 
halb  des  gegebenen  Kreises  liegt. 

Liegen  beide  Punkte  A  nnd  B  in  unendlicher  Entfermn^ 
aber  In  gegebenen  Richtungen,  so  bat  man  asso»,  u'sod,  ^sgdi 
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-ssl,     rsl*  xo  setzen»  wo  t  ond  H  die  trigonometrisclien  Tao* 

«zeiitcn  der  Winkel  bezeichnen,  welche  die  gejyebcnen  festen 
Hill) langen  mit  der  Axe  der  x  eiiiBchüe8«eo.  Üa  unter  dieser 
VoraussetzuDg 

wird,  woTOD  man  sieh  leiehC  überxeagt,  ireoii  man  Zlbler  ond 
Nenner  in  den  ersten  Theilen  dieser  GleiciinDgen  dnreh  ^  dtvi* 
dirt,  so  wird  9ss0  und 

(54)  A»  =  r«-  ' 


*  +  (l  +  «o* 

welche  Resultate  man  erhält,  wenn  man  in  den  AusdrOcken  fttr 
n  und  Zahler  und  Nenner  vorher  durdi  (r^  — aa'  — 4*)*  dividirt. 
Fernec  geben  die  ftligemeineo  Gleicbungeo  (44): 

A«  _  (r«—  aa' — b^^  -f  (a  --  a')^  b* , 
(r*— fl«-.Ä«)(r»-a'«-6«)  ' 

i;eht  man  biermit  anf  den  Torliegenden  Fall  Aber,  indem  man  vor^ 
her  Zähler  and  Nenner  durch  6^  diTidlrl»  berOcksicbtigend ,  dass 

TS  Ti    t  =     18t»  SO  findet  man: 

9     t     b  t 


db  «Inbtlllende  Knrve  Ist  also  ein  mit  dem  gogebenen  eoneentri- 
scber  Kreis,  dessen  Radius  dnreh  die  Gleiehong  (64)  bestimmt 
wild,  ßeaeichnen  a  nnd  die  Winkel»  welebe  die  gegebenen 
Richtungen  der  Ijage  der  beiden  festen  Punkte  A  nnd  B  mit 
dsr  x-Axe  einschliessen»  so  ist  nach  dem  oben  Bemerkten  tgasi; 
tgtt'sl'y  nnd  wenn  m  den  Winkel  beseiebnet»  welchen  die  gege- 
benen RiefatungeD  nnter  sich  einsebliessen»  so  ist  »ssn— a'  nnd 

<  — <* 

lk»sstg(a-'«r')s=:  j-qT^,  folglich: 

oder 

(55)  AtsrCwm, 
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der  RadiiiK  A  des  einhütlcndeu  Kreispf«  ist  also  deich  der  Pro 
jt  ctidii  d«  s  Radius  r  des  «begebenen  Kreises  uDtpr  dorn  Winkel  ü. 
weichen  die  {refrefipneii   1> ichtuiigen   der  Lage  der  sw^  feitoB 
Punkte  A  und  ß  mit  einander  einscbliesfleo. 

Anmerkung.  Hiermit  ist  das  in  $.1.  aufgestellte  Problem 
nach  der  Methode  der  analytischen  Geometrie  celnst,  und  di« 
hierbei  geivnnnenen  Resultate  gehen  auch  die  Mittel  an  die  iiauii, 
den  einer  gegebenen  Lai;e  der  zwei  festen  Ponkte  A  und  B 
entsprechenden  Kegelschnitt  zu  construiren ;  wir  v%erden  in  einem 
späteren  Aufsatze  diese  Constructionen,  so  wie  eine  Annendnn^ 
derselben  zur  Lösuiiff  der  Aufgabe  miUheilen :  In  eirun  Kreis 
ein  Dreieck  einznschi  eilten ,  dessen  drei  leiten  durch  drei  uege- 
bene  Punkte  gehen,  eine  Ajil^abe,  welche  durch  die  Ijedeutenden 
Männer  (Pappus,   Castillon,    Laü;range,    Euler,  Fusi, 

Lexell,  ),   die  sich  mit  ihrer  Lösung  beschiiltigten,  so  wie 

nicht  minder  durch  die  einfache  Krlediuung,  vrelebe  sie  von  dem 
jungen  Neapolitaner  Ottaiano  gefunden  hat,  eine  gevrisse  Be> 
rfibmtheit  erlangte.  Nach  unserer  Methode  ergeben  sich  im  AU- 
gemeinen  zwei  Dreiecke,  welche  den  gegebenen  Bedingeogei 
geniigen.  —  Auch  das  Problem  des  Albaxen»  die  Glanzpunkt« 
des  Kreises  betreffend,  kann  mittelst  dieser,  ein  iSehneneyttiB 
den  Kreiees  einhiillenden  Kegelecbnitte  gelost  werden. 

Schliesslich  «ei  bemerkt,  dass  wir  die  Lüsuni^  des  analogst 
Probleme  von  der  Kugel,  welches  loigendermaasseu  lantet: 

Es  sind  im  Räume  drei  feste  Punkte  A,  B,  C  sid 
eine  Kugel  gegeben«  Verbindet  msn  diese  drei 
Punkte  mit  einem  beliebigen  Punkte  üf  der  Ku^el, 
«o  werden  diese  Verbindungslinien,  nuthiges- 
falls  verlfingert,  die  Kuffcloher fläche  noch  indrel 
anderen  Pur»kteri  ,  ßj  ^  C,  schneiden  und  die 
Lage  der  rl  u  r  c  h  diese  Punkte  A^ ,  /y,  ,  Ci  geleg- 
ten Ebene  ist  für  jeden  Pnnkt  ßf  derKnsel  eine 
bestimmte,  ^lan  soll  die  krumme  OherflSche 
ermitteln,  welche  diese  Eheiie  hesehteihf.  wäh- 
rend der  Punkt  M  die  Kugclober ( iüehe  bt- 
schreibt» 

sar  %*er8ffentliehung  in  dieser  ZeltAcbrifl  vorbereiten.  Beide  Prt- 
bleme  sind  noch  einer  bedeutenden  Verstigemeinerong  insofern 
f^hig,  als  man  an  die  Steife  foii  Kreis  und  Kugel  eine  beliebigt 
Linie  oder  Fläche  der  svreiten  Ordnung  treten  iSsst 
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Die  logarithiuische  Linie  als  Curve  der  ruckvrirkendeii 
Festigkeit,  nachgewiesen  im  Aolauf  des  Pfeilers»  der 

Säule  uod  des      Taniidalkörpers  mit  quadratischem 

Querschnitt 

Ton  dem 

Küuiglicheii  Sections- Ingenieur  Herrn  v.  Stokar 
%n  LiehtenfeU  in  Ober-Franken,  Bnjera. 


Der  Pfeileranlauf. 

VoD  einem  Frinma,  dessen  Querschnitt  und  Ansicht  von  oben 
Is  Fig.  h  «rslchiicb,  89W«  folgend»  Eigeoadiattcii  hekunvi  s 

1)  Sie  Ober-  und  UnterSScIte  de99«4l>en  «elen  horizontal; 

2)  nach  der  rechtseifi[r**n  f.äiüzenrichtung  sei  dasselbe  von 
einer  senkrechten  Wand  begrenzt ; 

3)  die  Länge  desselben  betrage  l.üü'  Einen  Fuss»  eben  so 
•        viel  seine  obere  Breite,  uod  sei  xogteicb  Ein  Fqm  ftir  die 

Lftogeneioheit  aDgenomme»; 

4)  das  Eigengewicht  der  Prinmenmisoe  fiir  EineB  CabiklMS 
sei  mit  p,  die  reeiproice  Festigkeit  derselben  flir  Einen 
Qnedratfitee  mit  10  bejseichoet 

Welches  wird  die  nach  links  den  (^uersoliiiitt  des  Prismas  be- 
grenzende Curve  sein,  wvun  in  je<it'm  Mt  iner  Horiznntalscbnitte 
genau  den  AitNprLieben  der  reciprokcn  Festigkeit  bezüglich  des 
fiberlagernden  Prismentheile«  genügt  werden  soll,  das  heisst:  der 
jeweilige  Gesammtzuwachs  an  Breite,  durch  die  Krüuiinuog  der 
Cnrve  erzeugt,  und  mit  der  LSnge  1.00'  eine  Fläche  bildend, 
mittelst  der  letzteren  hinreichend  sein  soll,  eben  diesen  Prismeo' 
iiieil  zu  tragen. 

*)  Die  zu  diesem  Anfiatz  ^hörende  Figurentafel     «qf  Taf.  iV« 
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Diese  Bedingung  bezeichnet  sich  analytisch,  wenn  der  Co<jt- 
dinatennullpunkt  bei  A  liegt,  längs  AB  die  Abscissen  und  auf 
Ihnen  senkrecht  die  Ordinateo  gemeaseo  werden«  io  der  Qkt 
cbvng : 

woraoe  darch  Integration: 

jj=  ^Log.naty 

und 

Fl» 

ff 

entsteht,  wobei  e  die  Basis  des  natürlichen  Logaritbniensystew 
bezeichnet« 

För  x^OSXy  i*t.v=«  =1.00% 

nir  yssOXWist  jr«^IiOg.natO  =  — oe.  ^ 

Mit  Berücksichtigung  der  oben  Terlangfen  Elgenacbaft  dir 

Curre  und  des  geluiideneu  Resultate«,  daee  ihre  Ordinate 
Coordioatennuilpunkt  =1.00'  sei»  muss,  kennaddinet  eicb  dl^ 
selbe  non  in  der  Gleichung: 


nun  aber  ist 


Log.  nat  e* 


weil  Log.  nat  e»  1X0  ist,  so  ist  ancb : 

e»  d«= 


/ 


J^'^        ist  aber       c«  aa:  —  C=  |  -  C,  woselbst  Cdem  W«*« 


de«  FlScbenlntegrala  filr  «=sO  glelcb  iet 
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ai$  Cnnt  dtr  rückwtrkmäem  fnUgkeiU 


4da 


Wird  ferner  betrachtet,  dass  schon  die  Fläche,  entstandeu 
durch  die  Maltiplication  der  Ordinate  am  Coordinatennullpunkt 
BMt  dar  L&oge  de«  PrisimiB  LOO* ,  elo  «ber  diMem  robendes  Recht- 


eck ¥00  der  Breite  =1.00',  der  HlShe  s=^»  der  Liege  sLOO* 
und  dem  Gewicbt  von  p  fOr  Eioeo  Cubikfue«  tragen  kann»  eo  ist 


C=s  —  f  daher  oea : 
P 


p  p 

tr 


,_1 


was  la  beweieen  war. 


Die  Fig.  I.  giebt  den  graphiechen  Beweie  ftr  die  Richtigkeit 
der  Terbergebendeo  Sfttse»  nnd  Ist  fiBr  ißeaee  B^eplel  w  s=  100 

Zeotner,  psl  Zentner  angenoromeD  worden. 

Die  nachfitehende  Tabelle  bedarf  keiner  Erläuterung,  und  er- 
leichtert die  allenfalls  wünsch enswertbe  Bekräftigung  der  gelteten 
Aa%abe  nlttelet  einen  Zahlenbeispiele. 


FuMte. 

0.000 
10.000 
20.000 
30.000 
40.0Ü0 
50.000 
60.000 
70.000 
80()00 
HOIKK) 
1 00.000 
110.000 
120  000 
130.000 
140.000 
150.000 
160.000 
170.000 
180.000 
190*000 
90Q4N10 


1.000 
1.105 
1.2-21 
1.350 
1.492 
1.649 
1.825 
2.014 
2.226 
2.459 
2.718 

aoo4 

3.320 
3.669 
4.056 
4.482 
4.953 
5.473 
6.050 
6.680 

7^ 


0T0*S 

0.129 
0.142 
0.157 
0.176 
0.189 
0.212 
0.233 
0.259 
a286 
0316 
0.349 
0.387 
0.426 
0.471 
0.520 
0.577 
0.636 

aToi 


0.106 
0.221 
0.350 
0.492 
0.649 
a825 
1.014 
1.226 
1.459 
1.718 
3.004 
2.320 
2.669 
3.056 
3.482 
3.953 
4473 
5.060 
6.686 


29 
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r.  Sfo/tqr:  Die  lofiarlihtnisctie  Unit 


E.**  sßf  -=  4-0^50' ,  uo(l  »olj  beispieUweifse  diese  Uimenstmi 
zugleich  die  9^,ere  halbe  Breite  eine«  ^IpiiefJi  i^ezeic^nen^  &o 

wird  sich  au«  der  Gleiciiong  Log.iifft    and  ans  der  fo^ 

stehenden  Tabelle  ;c  =  140.00'  ergeben.    Fefner  »ird: 

y^''  .V8x  =  (y-I)-  =  3.056M 00  =  305.60^ 

•ein;  der  Vorsprung  bei  j:=  140,00'  ist  aber  aneh  y — 1  —4.056'. 
^1.000\  =3.056%  und  kann  daher  die  FiSche/ lyelche 
zur  Breite  und  l.OOO'  zur  Länge  hat,  den  Prisroentheil,  deweo 
Länge  ebeoralU  l.OO'  und  Jessen  Schnittfläche  aO&.6U9'  i«^t,  tri 
gen  9  trenn»  wie  «chon  angenemmen,  ps=l  Zentner,  tv^lODZeBt- 
ner  ge«etat  wird. 

Soll  bei  gegebener  oberer  halber  Pfcilerbreite  und  ebenlalii 
bestimmter  PreiYerhohe  die  untere  halbe  Breite  gesucht  werdeit 
80  geschieht  diess  nach  obigem  V^erfahren: 

En  sei  helepielswelse  snr  oberen  halben  Breide  as4.QES0'  4e 
Pfeilerhohe     10.000'  gegeben. 

Au«  X  =  140.00'  wird  nun     =  140.00' +  10.00' =  150.00',  bimI 

bestiniau  »ich  ^  aus  der  Gleichung  y^e^  mit  4.482'. 

Die  Fläche  mit  der  Differeni  4.483'^  44)66' =a4W  snr  Bnite 
und  1.00*  snr  Länge  reicht  gerade  hin,  am  den  10.00'  holei 
Halbpfeiler  so  tragen,  so  dass  die  In  der  Flifche  40S69'  mhende  tfiek* 
wirkende  Festigkeit  hlersn  gi|f  nicht  in  Ai^spr^cl)     noromen  inH- 

Der  Sättleoanlanf. 

Es  werde  dio  Curve  j^esucht,  welche  iso  bfsrhaflfen  ist,  das^. 
wenn  in  Fig.  '2.  der  Halbmesser  cioer  Sänie  am  Cnordioatea- 
nulipurikt  .-1  =  1.00'  i-^t,  und  bezüglich  der  Messnnir  der  Ordi 
nateii  .sowohl.  aU  der  .Abscissen,  so  wie  hinsichtlich  (icf 
lirusAen  p  and  w  die  beim  Pfeitoranlauf  gemachten  \  orau> 
setstingen  Geltung  behalten,  bei  der  Drehung  der  von  der  Curre 
begrensten  Fläche  um  die  Achse  ABf  das  beisst:  dem  hierdarcii 
erzeugten  Rotationskörper,  stets  der  jeweilige  ringförmige  Zuwacb 
die  ihn  überlagernde  Scheibe  t  deren  Hübe  ist,  tragen  kann, 

so  wie  dani|  stich  selbstverKtändlicb  der  den  roro  Coordinaten- 
noilpunkt  SQS  beginnenden  Gesaninitzuwachs  bezeichnende  Ring 
sncfa  dem  gaaseo  zwischen  ihm  und  diesem  Punkte  befindlicke« 
Drehuigskärper  Widerstand  sn  leisten  fllhig  Ist 
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mm  Umkhmi  Mk  «naigrliicli  fvi«  folgt: 

2wnhy 

liircli  integratioQ  roaultirt  bieimn«: 
oder 

y  =  Ä 

Far  x=iQ  18t  y  =  l.üO',  fär  ysO  ist  ots-od. 

Wird  nim  da«  Resultat^  dass  behnCoordinateiiDalliniDkt  y^hW 
isti  mit  der  in  Vorhergeliandefli  Ton  der  Corte  geforderten  Eigen* 
acbaft  TerboDdeiiy  eo  drÜelEt  sieh  das  in  der  Gleiehnng: 


»(SP*—*) 

aus,  wplcl)pr  He<iingun|5  aber  auch  durch  die  gefundene  turve 
(ipiniLre  geleistet  wird,  wenn  in  üetrachtung  kommt,  das»  flie 
Scheibe  am  CoordinatenoDUpvnkt  schon  einen  Cylinder  von  l.OÜ' 

Halbmesser,  ^  Hohe  und  p  Eigcngevicht  für  Einen  Cubikfuse 
tragen  kann. 

Es  ist  mnilcb  jetst: 


fo 

Fem  er  ergic4bt  sieh  «Isdann : 


w 

P 


%f  jr%f  IAA.»  /• 


waa      jb<x«ieis#n  war. 
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9.  Stohar:   DU  iogarUUmiiche  Unit 


Es  kann  auch  filr  diese  Carve  schon  au8  der  graphischen 
Darstellung  die  Kichtigkeit  der  bethätigten  Analyse  eotBommen 
werden,  so  «rie  dberdiess»  damit  ein  Beispiel  in  Zahlen  den  Be« 
weis  liefern  kann,  die  nachfolgendu  Tabelle  aus  den  ErgebniMeu 
der  eotwickelten  Formel  construirt  U|. 


Ordinalen. 


Jeweiliger 
Ordinatensa« 


GetaniiDl'^, 
OrdioateH^ 


04)00 

40,000 
6(M)0Ö 
80,000 
100.000 

120,000 
140,000 

leo^ooo 

180,000 

L>00,000 
220,000 
240^ 


280,000 
300,000 
;S20|000 

34aooo 

360,000 

380,000 

400,000 

420,000 
440,000 

460,000 
480,000 
600,000 


im 

1.105 

1.221 
1.350 
1.492 
L649 

I.  825 
2.014 
2.220 
2.459 
2.718 
3.004 
3.320 
3.609 
4.056 
4.482 
4.953 
5470 
6.060 
6.686 
7.390 
8.160 
94» 
9.H7Ü 

II.  050 
12.180 


0.106 

0.116 

0.121) 

0.142 

0»157 

0.176 

0.189 

0.212 

0.233 

0.259 

0.286 

0.316 

0.349 

0.387 

0.426 

0.471 

0.517 

0.580 

0.636 

0.704 

0.770 

0.865 

0.945 

l.ObO 

1.130 


0.106 

0.221 
0.350 
a492 
0.649 
0.825 
L014 
1.226 
1.459 

I. 718 
2.004 
2.320 
2.669 
a056 
3.462 
3.953 
4.470 
5J0S0 

6.390 
7.160 

ao» 

8.970 
10.050 

II.  180 


B0  Mi  s«  B.  ytsl.649',  «o  wird  «idi  «  m  te  mMM 
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«ü»  Cmrpe  der  rückwirUnden  FesUgkeit,  4A1 

y~ß2v>  öjer  ar=~ Log.  nat. if 

üüdeu,  und  zvrar  mit  dem  Wertbe  von  100X10'. 

Der  UotatioDskfirper  ohoe  den  Aber  dem  Coordioateoallpttnkt 

Mndiicben  Cylinder  wird  den  Cnbos  too  -(.v*— ])ff=S40,172^ 

P 

ausweisen,  welcher  rntusrhe  Inhalt  durch  Zerlegung  des  Körpers 
in  Scbeiben  von  20,00'  Höbe  oad  mit  ZohilfcMbine  obiger  Tebelie 
aeeftbemd  gefaeden  wird. 

Wie  zum  gegebenen  oberen  Säulendurchmesser,  wenn  die 
SSolenbohe  bestimmt  ist,  ^ich  der  untere  Üurchme^ser  berechnet, 
kann  wohl  übergangen  werden,  da  ganz  dasselbe  Verfahren,  wie 
beim  Pfeile  ranlaufe,  befolgt  werden  darf,  und  der  Beuels  für  die 
Richtigkeit  desselben  8chon  im  Vorhergehenden  enthalten  ist,  da 
ja  bei  einer  Säule  von  \.()0'  oberem  Halbmesser  und  100,00^  Höbe 
•ich  die  ätärice  de«  uuleren  üaibmessers  mit  1.64^  aaewiee. 

Der  Aolanf  des  PyramidalkCrpere  mit  qnadratiechem 

Qoeracboitt. 

Wie  in  der  vorhergehenden  Untersuchung  der  Anlauf  der 
Säule  [jefiinden  worden  ist,  so  uerde  jetzt  der  Anlauf  des  Kör- 
pers behandelt,  welcher  /,uiii  Florizontalschnitt  in  jedor  beliebigen 
Hube  nicht  den  Kreis,  sondern  ein  halbes  Quadrat  hat,  und  sei 
die  jeweilige  Länge  dieaea  Quadratea  mit  2y»  deaaeo  Breite  mit  jf 
beMielittet 

Die  abrigeo  Beaeieboengen  end  Warthe  aeien  dieaelben  wie 
b  die  beiden  vorbergebenden  Problemen »  nnd  iat  ea  aelfiatrer- 
tttadKcb,  daaa  von  dem  KSrper,  deaaea  Qoeraehnitt  ein  balbea 
Qoadrat,  auf  denjenigen  geachieaaeir  werden  darf«  deaaen  Scbnitt 
das  Doppelte,  das  ganze  Quadrat  iat,  ao  daaa  der  für  das  halbe 
Quadrat,  da.s  heisst:  für  drei  Seiten  desselben  entzifferte  Anlauf, 
aUdan»  das  ganxe  uacb  allen  vier  Seiten  umgiebt. 

In  der  Ilgor  3.  Iat  dieaea  halbe  Quadrat  aewobl,  ala  daa 
gaase  eralehtlieh«  Die  BedlngnlaafEleichnng  wird  mit  BerOckalch* 
Ugaag  der  iHr  den  Sinlenanlanf  gefundenen  Reeultate  nein : 
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43>^  t,  Stokar:  Die  lofarUhmi$cke  Urne 

oder  mit  Worten: 

Es  wird  stets  derZuwadis  des  am  CoordioatenDotlpunkt  tm- 
bandenmi  halben  SjW  iMigan  nod  liW  Imilt»  Quadrats  dea  gp* 
s#n  PyfamidalkÖfper  von  dem  Coordioateomillpunkt  abwirta  tra- 
gen milaaen. 

Obige  GieicbuDg  differenzirt  giebt: 

a 

/O 

m 

Bocbmala  differenzirt: 
nun  integrirt: 

Log.nat  jfsj?—  oder  yse«». 
Also  bt  die  AnbafsctirYe  dieselbe  wie  filr  die  Slnle. 

Es  treten  auch  ganz  anslof^e  Verhältnis«»  hezüglkb  (]cr  lotr 
gration  zwUcheo  den  Grenaeo  ü  und  x  ein,  Indem  hier  sUti  fls» 

Cylladers  ein  ReekteckkSrper  mU  -  Hobe  und  tUN)«'  Basb  aa 

Coordinatennullpunkt  als  von  dem  halben  Quadrat  getragener  äwt 

per  erscheint. 

Dass  aber  die  Einfttbnmg  £eees  VerbÜtDiesee  nd  def  On^ 
▼engleiehimg  in  die  BedlngDlssgleicbang  dieee  lelitttre  «fM 
gebt  ans  Pelgeiidem  lisrver ; 

Wird  aller  swiacben  den  Gteoaea  0  und  ;r  integrlrt»  so  Isir 
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Uieses  Rewiltat,  eiogefuhri  io  die  BedingoiMgleichung 


10 


bt: 


10  10 

nas  zu  beweisen  war. 

Eh  werde  bei  eioer  Hdhe  des  Pyramidalkilrpers  von  100.00' 
db  Friibe  gMoaebtr 

Nach  der  Fmiel  ist  der  €itbas  detaelM  vom  Coordinateo- 
DtillpaDkt  abwSfta 

Vena  y  :s  lAiV»  ivaa  aus  der  Gleicbnng  ^  =  e^  fesullirt«  und 
iritd  mittelal  der  berecboeteh,  auch  hier  giltigen  Sticbnaasse  für 
den  SiuleDaalauf  der  In  je  nur  20.00'  HObe  gezogenen  Ordinaten 

För  den  Fall,  dass  für  die  Längeneinheit  nicht  Ein  Fui>s. 
sondern  eine  beliebige  kleinere  Länge  aDgenoninien  wird,  ändert 
sich  die  Curve  sowohl  für  den  Pfeiler,  als  die  beiden  änderen 
&8rper  ab#itls  von  der  Ordinate  1.00'  ntcbt  ab'^  tfobl  äb^r  auF- 
wirts  Ton  derselben ,  indem  dieselbe  Fläcbe»  welcbe  veVUdf'  dtti'di 

ein  Recliteck  von  l.OO'  Breite  und  -  =  100*  Hobe  ansgedilelit 

wurde,  nunmebr,  wenn  etwa!  beim  Pfeileranlauf  fär.die  Längen* 
einheit  Ein  halber  Fa8H  genommen  werden  will,  durch  ein  ande- 
res  Reckteck  von  100.00'  Hdbe  and  0.5'  Breite,  also  mit  öO.OOf' 
Fliehe  und  einen  Ö0.00f'  grossen  Flächenabschnitt  zivischen  den 
W  and  l^Xr  onNi  den  Abaelaaeii  OXT  and  mi'  ane- 


gediUcktwIrd,  welelier  letstereWertbf  ans  der  Formel       Log.  nat.^ 

durch  ElnaetsnDg  von  f  =:  swel  balbeft'  Fnaaen  swet  Längvn- 
ebiheitea  reiMiltki 
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Dwcb  diese»  Ergebniet  tot  uch  enrieses,  itoes  y  nie  M 
werden  kaon»  weil  doch  immer  eine  poelÜTe  GrSsee  nie  Liogct- 
eteheit  genemaen  werden  mvae»  defcer  Meli  der  Werth  «m 
«SB  —  «  nir  yssO  dnrelians  begrfindet  ereclieint 


CoefBcienten  und  üidependeiite  Formeln  gar  Berech- 
nung der  combinatorischen  Producle. 

Tod 

Herrn  Cmrl  fVu$mund 

in  BUdr-Eerlh«  Wlicontlii.  DBae-GaaBtj,  (ÜMth  Amtica.) 


Bezeichnet  man  die  Summe  der  combinntoriscbeo  Producfe 
der  rteo  Klasse  aus  den  Elementen  I,  2,  3.... m  für  die  Coabi- 
nationen  mit  Wiederholungen  dnrcfa  IT*  nnd  Dir  die  CemblnalioneB 

ohne  Wiederholungen  doTcb  C>,  so  lassen  sich,  wie  ich  in  eiaefl 

früheren  icleineo  Aufsätze  *)  gezeigt  habe,  aus  deo  bekaoateo 
RelatioDen : 


•)  AtchiT.  Tbl.  Wh  Nr.  XVIIL  8.asa  Der  Herr  VtrÜMMr 
mweist  la  ümtm  Aaflbafao  auf  am  aaeh  auf  4le  Abhaailaag« 
Herrn  Sehllfll  hi  Tht  X.  8.  Thl.  %IU  8*  6i.  la  etoem  aa  M 
gerlehtetMi  Briefe  aaa  Black-Barth  Tom  Ml  Noveaiber  IflW  beiaMrt 
er  sebr,  das«  er  die  Scblifll*«chen  Abhaadlaagoi  jetei  nicht  nMfc 
l4amal  habe  eiatehtn  Itonnen,  welche«  hier  an  bemerken  ich  mich  ib 
Heraaegther  für  Terpflichtet  halle.  Ebea  so  eehr  halte  ich  mich  n 
kaBMrken  ▼erpflicbtet,  data  Herr  Waamaad  mir  schreibt:  |,Allcf 
wa»  Ich  Ton  nathcmatiechen  Bachern  aiir  Hand  habe,  tit 
die  Yoa  Ihaea  beraaagegebaae  (ebeae»  aiphäriacbe  aad  ifbä* 
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%ur  Berechnung  der  comitinaiorisckeH  Froducte.  441 
K^^mKf^^^  K^-^  UDd       ä iiiC>-^»  + 

duicli  Samniniiig  sritbmetindber  Reiben  leldrt  foigeade  Anmiricke 
ablflitMi : 

|^=(m+3)4-f  lü(//i  +3)4  +  lÖ(m  +  3)e. 

und 

qf=2(m+l),  +  3(wf  1)4, 
C5-=6(m+l)4+20(«+ l),+15(m+lV, 

(m  +  l)r+i  +  ^;(m  +        + . . . .  + 1;«,. 

Diene  Uoee  tod  t  abbSngenden,  mit  B  and  A  lieseicbneten 
Ceeflkienten  iaeeen  sieb  berechnen  nach  den  Fonneln: 

Äj  =  ^^-(r  +  3),  A;  +  (r  +  3),1^. 

roidiscite)  1  rigononietr ie  und  der  2.  Theil  Ton  F.  Wulff« 
theuretiieli-|»rAktitcb«r  Zahlenlelira.  Wmm  beiden  Bücher 
•ind  mir  deilMlb  «o  viel  wwlii ,  well  ele  in  eioeB  fcleiMn  Banale  e»  viel 
iBihillBn  IMa  HaaplMhala  iat  abtr  efie  Sanoilttag  vra  Bevefkna- 
g«B  aad  ForaMia,  dia  leb  mir  gele^eallieb  befaiLeeia  valbmalieeber  ' 
Scbrlftia  aafgaatiebael  babe.<^  Vater  allta  Bedlagaigea  babe  ieb  daa 
aaa  «a  ireiler  Faraa  mir  aagaeaadlaa  Anfbala  cIbm  vaa  mir  la  allea 
Baalahaagaa  tebr  bachgee^Atetn  Maaaai  nd  Fraradee,  dem  ieb  dla 
barsliehteen  GlnckwAaeche  aber  d«a  Oceaa  binabar  taitada,  mit  heeaa- 
dtfar  Fiaada  bi«r  abdroskea  latMa«  G. 
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4t2      W asm  und:  CotfftcienUn  Huä  indepeudeuU  Formeln 
und 

4=6';  ,  '  ■  ^ 

ifr^sCH«-  (r + 3)|  qf+H  (r  +  3),  . 

A\  =  CJ^^>-  (r+i)iC;+'-H(r+i%C;+*-»-«..+(--I)*-HH'»^ 

oder  noch  bequemer  naeh  den  ReletHmeD: 

Bach  welchen  die  beigefügten  beiden  Tafeln  1.  wd  Ii  iixi  die 
ereton  10  Combinationaklassen  berechnet  «Ind. 

'  Nachdem  ich  diaae  beiden  tafeln  Ureclinet  hatte,  habe  kk 
noch  gefunden,  daae  eich  beide  Conbinalienaarte»  naeh  vget^ 
einer  derselben  berechnen  laaaen.  Setat  man  nftmlleh  ia  ^ 
Relation  für  die  CombinationeD  mit  WlederhehiDgen  m  flh  * 

so  kommt  s 

"r  r   

aiia  der  Relatien  flir  die  Combinatlonen  ohne  IWiederholunueo  folgt: 

die  Vergfeichung  dieaer  beiden  Werthe  lür  m  leitete  mich  W 
folgenden  Sata: 

Eslet 

K-("H-i)  =  C"  oder  ÄT-^CH"^*). 
Ich  wiU  bfoee  zeigen,  dasa 

d.  h. 


(»+ 1)4-  lÜ(m+2).  +  I6(m+3)5  =  6(m+l)4+20(m+I).  +  15(m+l)i 
eei.  Nenlet 
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(ffi  -f-  n)r-^n = n^mr  -f  i»i  mr^  1 4-  n^Mt^^  . . . .  et<*  ( A tcMv.  1.  f*  482.)/ 
abo,  w«no  man  M-f-J  ffir  m»  4  ittr  r»  1  aod  2  fiir  »  «ettt: 

'      ^  10(m  4-  10(m  + 1)4  -  10(m+ 1)., 

+  15  {«1  +  3^  s  +  1 5  (m  + 1)4 + aO  (iji  + 1).  + 16  (w  + 1^ ; 

.  Würaus  sich ,  wenn  man  addirt,  die  Richtigkeit  der  obigen  Be- 
hauptung ergiebt. 

man  ergieN  MerMi  «eheiit  4wm  aieh  der  iJgenein»  Dia»«la 
anf  dieselbe  Weiee  filbren  liaeti^  Tbtfl  niait  die*»  ergebe»aleh 
dabei  npCer  anderen  die  foli^enden  Rebttionen  iwieeben  den  mi 
B  and  Ä  beaeiebneten  Goetfilicienten : 

Ä{=:±(<-l)*,i^J  l)<^iiit^,T.M.  +  (r~l)<-i^;, 

^'j=db(»-  DwiÄ;^  (Oi-iÄ;|.ii:(i+  l)i-i^iF ....  +  tr^l)<-i^ 

wo  die  oberen  Zeichen  zu  uehnien  aind,  wenn  r-^i  g^ade,  die 
enteren»  wenn  t-^i  ungerade  iat. 

wo  die  oberen  Zeichen  gett^n,  wenn  r-f-l  gerade,  die  aateien« 
weuM  r  f  1  ungerade  ist. 

Naeb  Obigem  bat  man  alae: 

IC«=ÄI  («  +  r)r+i  +  Bym  ^tU% + »J(« + r)r+,  -f ....  +Ä^J(n^f)tr 

s=i^(-ai)rf I  +  4l(-  »)ria  +  i<J(— m)r4e  +     +  ni)ir 
ind 

C*=ÄJ(-jn-l+r)r+i4^Äi(--ai-Hr)r4a+^(-«-Hr)r<^  + 

/...i'B;(--^^l^t*)W 
=^(«1-1:        >  A^(,m-^\)f^%  +  /I  J^m    l)r^+  ....  +  4(i»+l)ar. 


« 
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444      Watmumä:  Caefßtimien  und  ind€pm4§mi$  formeim 

m 

Die  independeoteo  Formeln  habe  icb  au(  foigeade  AH 

erhalten : 

Beaeicbnet  mn  die  ersten  Glieder  der  leten»  2teii»  3tei,  ele. 
Diierensrelhe  Air  die  Reihe  Or»  U,  79,  av,....  mit  JPOf, 
«tc,  00  ist  bekanntlieb 

En  int 

Seist  mstt  Ittr  die  beiden  Dlflerensen  Innerhslb  der  Kisismem  dit 
eiitspreebenden  Reiben  *  se  kennit: 


«0«»-*— «1  («  —  I)»-*  +«^(*— 2)3F-i  ^x%{x^Zp-^  + j 


=  «0^— +  3)»4-....  etc., 

wie  bebsnptet  wurde.  ^ 

Es  ist 

ii     =  . 

r     1. 2.3....  in 

Ans  der  so  eben  bewiesenen  Gleichung  folgt,  wenn  man  mfiir 
,x,  m-f  föf  y  »etzt  und  dann  durch  1.2.3....  m  dividirt: 

1.2.3 ....  «~'"^i.2.3....m^  1.2.3..-(«-n)* 

Der  obi^e  Ausdruck  ^pniiijt  also  der  Relation  für  die  romWna- 
tiooen  mit  Wiederholungen  und  stimmt  überdies  für  ;//  =  1  und  2 
damit  Gberein,  %^'oniit  also  der  Satz  erwiesen  ist.  Ich  habe  eine 
Tafel  HL  der  Differenzen  liir  2,  3  bis  10  berechnet  nsti 

beigeljBgt» 

Man  bat  also  jetst  die  independente  Fornel : 

 ^"'O^f*' 

'     I.2.3....  m 

1.2.3....si 

.Der  Analogie  nach  müsste  nun  t>=:  sein  dem  vorigen  Ans- 

dfoek»,  wenn  man  darin  ^(si-|-l)  ffir  m  seCat.  Zu  ermitteln,  sb 
dies  ridilig  Iii»  ivflrde  ooeh  -«ine  waUere  Oatsrauefcmig  erlMtni« 
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Mau  bedarf  aber  deisfen  nicht,  da  die  CoefHcienten  B  durch  die 
K  ^e^eben  sind,  und  die  Coef6cienten  A  sich  durch  die  B  au8- 
drüclien  lassen.  Ich  habe  auf  diesem  Wege  auch  eine  indepen- 
dente  Formel  für        abgeleitet.     Die  Sache  bat  weiter  keine 

Schwierigkeit  ond  will  ich  desebalb  hios  noch  die  ReeeKate  an« 
geben.  Ee  war: 

Hietnoe  findet  man: 

•m 

U  tlo(2r+l),^<(r+i)i-i-  li(2r+2)r-<(r+<+l)i-i] &\ 

[+l(r-l)o(2r+l)r-^r+i)i-,i-(r-l)A(2r+2)r-i(r+»^^ 
\  +-;+(-l)^i-l)rla(ftr+r)^<(8r+<-l),-i]Arj 

Den  iiidependenten  Ausdruck  für  erhStt  man  jedoch  am  leich- 
ttsten,  wenn  man  durch  die  Coeffieienten  B  ausdrückt,  dann 
nach  K  ordnet  nnd  endlieh  die  in  i^^,  ÜC^^etc.  mnltipUeirtett  Glieder 
•omnirt  *).  So  erhilt  man : 

*)  Dieae  Suronirungen  IsMen  tieb  l«ifhl  bewerkslelligen  nach  den 
Mgsaden  Formeln; 

fV(a+r)«  +  (r  +  l)r(a+r+l).+(r+2Mfl4rK2)«+....+  (r+//)r(a+i4-^^ 

=  (« + («  +  r  +  p  + > 

md 

rr(« +r)44— i  +  (r  +  l)r(o  +  r  +  +  (r+2>r{a+r+2)*4*-i+.-. 

(a  H-r  -f-  a  -  2)r  (o  +  r  +p4>f- l)«fr.f^t 
-f(j-l)t(a+r+x-3)r(a+r+|i+x-2;^r+—a 
—  (t—  1),  (fl  +  r  +  r — 4)r  (a+r+p  +  * — 3)«+r+«-,  + ....  etc., 
kb  mir  an  di«Mm  Zwaeba  abgaltitaC  bab«. 
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uo  die  oberen  Vorzotehen  20  nehmen  <>iiicl,  wenn  r  nngerade»  die 
uDtßre^^  Yfenji  r  gerade  ist. 

SchlieMlicb  ivill  ich  nur  ooch  e^ras  anüBbren^  irts  ieh  bei 
Megenheit  bemerkt  babe.  fiezelcbnet  man  .di^  Vaieneti»  Binlo- 
MS»  TeriiioDeii  etc.  fiBf  die  Cemblnatioiieii  ohne  Wied^fbelangen  mit 
A^'Bt  CD,  Et  etc. ,  für  die  CombinaÜtiiien  mit  Wiederbotuagen  mit 
atb,c,d,e9  etc.,  eaddieSemmederlaten,  2ten>3ten»  4tev.,«»  Peten- 
zen  de?  Elemente  mit  Si,  S2,  ^3,  S^,  etc.,  wobei  die  Eleraeote 
^anz  tieliebige  sein  kumien,  so  hat  man  ftir  die  Coroblnationen 
pbne  Wiederholungen  die  bekannten  Relationen : 

jissSi  oder  A=Si, 

etc.  9|e. 

VBt  dt«  Combinatiomn  mit  Wiederholungen  besteben  gsn«  Sbn- 
liebe  Relationen,  ntmlich: 

^=Si  oder  mssSi, 

die  sich  von  den  vorigen  nur  »ladurch  unterscheiden,  daa*«  sSmmt- 
liehe  Vorzeichen  positiv  «ind;  aus  beiden  erjrebon  sich  norli  Rela- 
tionen zw  ischen  den  C^nibinationen  mit  und  ohne  W  iederboiufigeo, 
olmtich : 

etc. 
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wo  die  obertD  Voneicben  galten»  wenn  r  engemle»  die  unteren, 
wenn  r  gerade  Ist.  und  we 

—  afftC«— 6)»+ ....  etc. 

ist. 
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Kabatar  des  Fusspunktenkorpers  eines  KHipsoides 

Von 

üerrn  Dr.  Alheri  Magenery 
Lehrtr  iler  Matkemntik  «nd  Physik  an  «ler  ReaUchHie  mn  Pntm. 


W^nn  man  von  ciDem  beliebigen  festen  Punkte,  den  Pole, 
auf  sSromtliebe  Tangentialebenen  einer  gegebeni^n  FlSche,  d«r 
Basis,  Senkrechte  fllllt,  so  bilden  die  Fuss  punkte  dersetks 
vi'iederum  eine  Fläche,  die  Fusspunktenfläche  zu  der  ge^e^ 
henon  Rasis.  Wir  w  ollen  den  von  einer  solchen  Flache  besräju- 
ten  korper  den  Fuss  p  u  ri  l<  ien  k ü  r per  der  Basis  in  i^o/iii;  aut 
einen  gegebenen  Pol  nennen,  und  im  Folercrnliu  erster)«  da.» 
Volumen  desjenigen  Fusspunktenkorpers  bestimmen,  (Je^«cf> 
Hasis  die  Oherflliche  eine$  dreiaxigen  Ellipsoide^  tst.  uixi 
/.H-eiteim  den  geometrischen  Ort  gleicher  F usspuokteu- 
kür  per  eines  bilipsoides  aulsucben. 


Es  liege  der  Anfangspunkt  eines  rechtwinkligen  Coordiotkf 
System»  im  Mittelpunkte  ^nei«  Elüpsoides  mit  den  Halbtsu 

b,  c,  wo  a>6>c  sei,  so  ist  die  Gleichung  des  Eltipsoide^ 

U)  -iß  +  £2   i  c«"-'' 

also  die  Gleichung  seiner  Tangentialebene: 

'    «»       ^      6«      ^  c« 

")  Dieter  Aufsatz  rnlhäU  eine  aiini  Thcil  nenr  Knr wirkrhiittc  usi 
F(>rt«etxung  de«  im  Programm  der  BeaUchule  su  Pnspo  Oitera  1^ 
behandelten  Thema«. 
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mithin  in  Foige  der  Gleicbang  (1): 

Ferner  sind  die  Gleichnngen  eines  vott  einem  Ix^liebigeD  Punicte 
P{fit9ß,y)  auf  die  Tangentialebeoe  gefäliten  Perpe^dilteU: 

üni  nun  eine  Beziehung  der  Fus8punkte  aller  dieser  Perpendi- 
kef  und  ^ninit  die  (ileicbung  der  Fusspiinktenflächc  zu  erhalten, 
elintinire  man  aus  den  Gleichungen  des  Filipsoideö,  der  Tangen- 
tialebeoe  und  des  Perpendiicels  die  Grössen  ^'x^  y\i  2|,  indem 
man  die  Gleichung  (2)  erst  mit  a{x  — «),  dann  mit  6(y — /?),  end- 
lich mit  c(:  — y)  nuiltipilzirt.  Mao  erhält  dann  niil  Hülfe  der 
Gleichaugen  (3)  folgende  GleicbuiigeD  i 

■ 

(4)       I  ^  ix{x^a)  ■{■yiy-ß)  -f  z{z~y)\=.b{y^ß), 

u(«-«)+af(yHO+*(*-y)l=c(»-y); 


c 

eriiebt  md  diese  in'a  Quadrat  and  addirt,  so  erhJÜt  man: 

folglich  aU  Gleichung  der  gesocbten  Fnaapanktenfliehe  die 
Gleiebnng  vierlen  Grades: 

(6) 

\x{x-a)-iy{y- ß)  +  2(1— y)  l«  —     (x-a)-  +  6^(^/3)«  +  c«(j— y)« 

Fikhtt  man  vermittelst  der  Gleichnngen 

a(j;— ö)  =  rcoe^,   6(3f— /})s=:r8in^co6^,   c(2— y)  =  r sin ^ein^ 

Polarcoordloaten  *)  etn»  so  erblttman  folgende  Pelaigleicbung  der 
f nssponktevllicbe : 


Im  et  gentliehen  Sinne  tfnd  satArlicb  bfer  4^.  i*  keine 
Poinrcoerdinaten,  was  man  andi  noch  liei  einigen  im  Naebfolgendee 
gebfnecbleo  Aoidrfiehen  tn  bwchlen  haben  divfie.  G. 


90* 
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45:^  Magener:  Kukatur  dei  FutspunlUeHkörpen 

*       _r  cos^     sin^Ocos^  .  sin ^siu  ^t/^  1 

'•=(''L     +  — 6« —  +  — ? — J 

IT*  — 3  +  i  

oder: 

(7) 

oHlht^  —  ctiib'^c^  cos  ^  —  ßa^bc*  sin  9  cos  fjf  —  ya^b^c  sin  9  am  i|r 


Wir  gehen  nuii  sur  Bastiaiainng  d«8  Volumeoa  des  too  dfe^ 
ser  FiScbe  eingeschlossenen  FnsspnnktenkSrpers  Aber  and  be- 
zeichnen das  zum  Pole  P(a,  ß,  y)  <;ehurige  Volumen  desselbea 

mit  ji,  y).    Bekanntlich  verwandelt  sich  das  dreifache  Inte- 

gral JJJiljcdifdz  durch  Einiühruni^  der  Polarcoordinateu 

s^Ar  cos  9 9  y = ßr  sin^cos  ^ »  t  =  Osin  ^sio  ^ 

in  das  Intei^ral  AßCjjffr^Bini^dO^ii^i/dr;  mithin  erhalten  wir  da» 
Volumen  des  Fusspunktenkurpers : 

%     *o  *^ 

oder 

(8)         F(« .  ^,  r)  =        / '    C  r*aiii«<IM«. 

o  o 

wenn  man  die  Integration  nach  r  ausAlhrt 

Entwickelt  man  den  Werth  von  r'»  so  wird  F(a»  ^,  y)  gleicb 
einer  Summe  von  xwansig  Integralen ,  die  naeb  d  awiaeben  den 
GrSnsen  0  und  »  und  nach  ^  awiacbeo  0  ond  2«  an  nebnien  aiad 
und  alle  einen  gemeinsamen  Nenner  baben*  Alle  diese  Int^iale 
verschwinden  aber  bis  anf  vier.    Es  Ist  nftmlleb  das  Integmi 

8iii^>>^cos"^civ  =^t  denn  die  Elemente  des  ersten  Qua- 


/ 


dranten  werden  von  denen  dei«  vierten  und  die  des  zweiten  Qua- 
dranten von  denen  des  dritten  iiiilL:<^}i(>f)eji ,  weil  in  ihnen  der 
Faktor  sin^^'^'i!'  stets  gleich  und  entgegengesetzt  ist,  der  Fak- 
tor cos*^  aber  dem  Vorzeich eo  und  der  tirusse  nach  stets  gleick 

/In 
cos'^^^sin"^//^'  =  0,  w  eil  die  Ele 
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uente  des  ersten  und  vierten  Quadranten  %on  den  entsprechen- 
deu  Elenieuten  des  zweiten  und  dritten  aufgehoben  werden ;  Sad- 
ist aocb  J^^  CQS*»f^8iD«M&sO,  weil  d|«  Elemente  de* 

o 

ersten  and  sweitee  Quadranten  des  Faktor«  cos*"»*^^  wegen  gleiche» 
aber  eotgegengeeetste  Wertbe  haben. 

Nun  haben  alle  jeue  Dnppelintegrale,  titU  AuHnahine  von  vie- 
reo,  in  iiirem  Zähler  einen  versehwindenden  I  aktor  von  einer  der 
erwähnten  drei  Formen,  die  Werthe  des  Nennera  »ind  aber  in 
ilen  einander  entsprechenden  Elementen  der  verschiedenen  Qua- 
dranten dem  Vorzeichen  und  der  <jirü«i»e  nach  gleich^  ut-il  sie  aun 
einer  Summe  von  Quadraten  bestehen;  mithin  verschwinden  alle 
jene  Integrale,  wenn  man  In  passender  Weise  i-ntu  oder  erst  nach 
i|;  und  dann  nach  {f .  oder  erst  nach  ^  und  dann  nach  ^  zwiechen 
deo  angegebenen  Gränzeo  integrirt. 

Mao  erhilt  aomlt: 

y)  = 

1     pn   r»«;r  Jla*^*«H3«^«*^*^^^*co82^  +  3^rt«Ä*c«8in«^^co8«i/;( 

ZSeJ    J      I  -f-ay'tt^A  V*gin^eip«»  I  sin  ^d^d^  \ 

<•      o       <6*c*cofl^4.a«cHlQ«l^co(i*i|>i'a^*8in«^8inVI'  ' 

oder,  wenn  wir  die  vier  Integrale,  aus  welchen  V{ju,ß,y)  be- 
steht, mit  Fo»        Vß,  Vy  bezeichnen  und 


cos*^     sin^^cos^     sin^Osin'i/;  _ 

-5r+  — ^  =* 


setzen ; 


m 


8     /•»  /•«  8ia»d»d* 


o  o 


n  71 


8a«     /*•  coe^asin^d^il^ 


a' 


O  0 


8/5*  r»8in«dcos5Vii#</^ 


O  0 
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Die  vier  Integrale  Tq,  F«,  Fjf,  Fy  lassen  sich  verniitteL«.t 
einer  einzigen  Integration  darstellen.    Differentiirt  man  nim* 

Höh       paHieM  nacb  a»  6»  e,  so  erliSlt  mn: 

-»^  =  T  äSr-^'  sln^C08V=  4  .-^-. 

BerOcksichtigC  man  dies»  so  orhSit  man: 

\  2««  /•*  \R^J 


FQbft  man  dl»  anf  a,  6,  e  bezGglicben  partiellen  DifferentiatioMi 
erst  nach  Tollzogener  Integration  aus,  so  kommt  es  our  dtraif 
an,  den  Werth  des  Integrals 


n 


-/•/ 


o  'o 

stt  ermittelo.  Daians  ergiebt  sich  dano  auch  der  Werth  fiSr  F«»  ^ 

co»^  -f  sio^OcQö^  -f-8in*^8in«^=:  1 
ist,  durch  blosse  Addition: 

und  somit  wird: 

(12) 


Digitiilcü  by  Google 


.  Aus  diesem  VVertbe  für  F(cr,  y)  und  der  Formel  (9)  laMen 
«ich  die  roeUteo  der  «p&ter  (in  Nq«  4. ,  5.  und  6.)  aufg«st#U(en 
8iti«  berteiteo. 


Bevor  jetJoch  /.u  diesen  Sätzen  überi^ehep,  wollen  «ir  deu 
Werth  von  V{a,     y)  «utivickelo.    Das  Integral 


n 


0  o 


ist  damelbe,  auf  welebea  C  G.  J.  Jacob i  *)  die  OberOScbe  eines 
Ellipsoiden  mit  den  Ualbaxen  ^>  \*  \  ^a^- 

Zor  TranaforniaUon  deaaelben  aetse  man  oacb  Jacobi: 


Vi 


wo  A*= -jj--^  ist,  dann  wird: 
mithiB: 

!f  in  &ä&dxtf  a6*c*  c*is  Sdödxlf 


Da  ma  fSr  ^aO  eosd=-  und  flir  •sir  cmIos  I   imd  jaQ 


5 


wird,  ao  iat  in  Beao;^  auf  d  swiacben  arceoa^  and  0  an  tiitegri' 
reo,  und  man  erbilt: 


Jai-obi.  De  trariHforinaiiont'  «■(  d «lur um tmli on t;  inlcgra- 
iiuiu  ti  u  I»  t  i  UIU  lu.    C^rulle'it  Juurniil  lld.  X. 
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Führt  man  die  lotegratioo  nach  ^  zwischen  ü  ond  ^  ans,  «o  tr- 
bftit  man»  da 

X 

tm^coö^i^ +?i2öin^i/;l*^4  '  mit'    nin' ( 

o 

ist, 

O  •  0 

Dieser  Ausdruck  lä88t  sich  auf  elliptische  IntegraJe  reduciren  iid 
erhalt  dann  folgenden  Werth: 

C=         lain^dAXit,  d)  +  cosHF(k,  d)  1+  j6 V 

oder 

(13)  C=:j^^^t(aW)£(*.d)f««fl(*,«)H^6V, 
oder  auch: 


 w 


wean  5^-,  ~>  ^  die  OberflSehe  eiaea  Ellipsoidea  mit  daaflift- 

azea      t»  bedetttef. 

a    er  c 

Differentürt  man  nun  C  partiell  nach  a ,  b  und  c  und  berfidL- 
sichtigt,  daea  die  elliptiachen  Inte^ale  F(k,S)  and  £(A»d), 
wir  der  Kflna  wegen  mit  F  and  £  beselebnen  wollen»  ala  FM* 
tionao  ?oo  il  and  d»  die  GrOaaen  a,  6,  c  laiplieita  enthaUea,  m 
erhalten  wir,  wenn  wir  Ü^-|-A'*s|  setaen: 

a«  — (a«-.6«)*(a«-d»)r 

 *^  

91  (II«— 6«)4(o«—c«)i' 
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ButiiiD : 

hEhk_      bE  . 

BFaÄ      eE       _cF  (fl»-6«)c' 


FcriMT  ist: 


a£;  aa  6c 


aF  aa  aa_  _  _c  

66  ea  "  Jda'~  b{a^'-e^)i ' 
dEBö    ^    dFdd    ^    .  dd 

SS  a=®'  ädS5=^'  06=^ 

d£  aa  _  b 

aFaa  c 

SelieD  wir  diew  Wettfi«  ein,  «o  eriialteD  wir  die  paHiellen  Dif- 
fmntliilqitolieiiteii  von  C  nach  a,  6.  e  wie  folgt: 

(14) 

S6="4"}7t*+6^J'*''-'*  ^     (a»-c»)(6«-c«)J  Vo»-<> 


Digiti-:: 
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2$ub«ütuiren  wir  nun  die  für  ^gefundenen  Wertiie  ia 


Formel  (12),  eo  ergiebt  sieb  das  Volomen  des  Fnsspottktenkvrpen: 

(15)  ^(«.  fi.  r) 

i  * 


4. 

Die  io  Formel  (9)  aufgestellteii  Ausdrfieke  fSr  F«.  F^,  Fy 
bleibea  stets  positiv,  da  die  Elemente  der  in  ibnen  vorlconoieo* 

den  Doppelintegraie  inneriiaib  der  gegebenen  Gräiizen  0  und  | 

nir  alle  Wertbe  Ton  9  vnd  ^  einen  positiven  Werth  bebaitss. 
Daraus  et|;ielit  sieb  erstens»  dass  der  FnsspanlctenkOrper  F{m,  (1,  f) 
ein  Minimum  wird,  wenn  Fa.  Vp,  Fy  versehwinden»  ond  sira^ 
tens,  dass  die  io  Fa,  Fßt  Fy  enthaltenen  Faktoren  von  o*,  /S*»)!*« 
wie  sie  in  den  Formeln  (19)  und  (15)  vorkommen»  ebenfalls  stets 
positiv  bleiben  müssen.  Beseiebnen  wir  diese  positiven  Fakto- 
ren mit  X»,  M\  19*  und  mit  eine  beliebige  positive  Constania, 
nnd  setsen : 


so  behilt 


oder 


H»es  EiUpmMdei,  •  459 

Minen  Werth»  «o  lange  die  Gleidinngen  (16)  erßiUt  trerden,  and 
wir  erhalten  foigende  S&tse: 

1.  Ffiilt  män  von  einem  beliebigen  Punicte  Pia,ß,f) 
aal  alle  Tangentialebenen  eines  dreiaxigen  CMipcoi- 
de*  Senkreebte,  ho  ist  das  Volnmen  V{a,ß,y)  des  von 
der  erseo^ten  Fläche  eingeeebloss enen  Fuaepanicten- 
kurpers  gleich  der  Summe  von  vier  Körpern  Vq-\-  Va 
Fy*  deren  Inhalt  nach  Formel  (15)  durch  elJip- 
llecbe  Integrale  erster  and  xweftter  Gattung  aaege* 
drfleht  iverden  kann. 

%  F/iegt  der  Pol  P{a,ß,y)  i  m  M  i  1 1  el  pu  n  I;  t  e  des  El- 
lipsoiiies,  so  ist  der  zugehörige  Fueepuokteukürper 
Vq  ein  Mioimam*). 

a  Liegen  die  Pole  P{a,ß,y)  auf  der  OberHäche 
einen  dreiaxigen,  dem  gegebenen  Ellipnoide  eoncen- 
trinehen  Ellipseidee»  welches  dnrch  die  Gleichang 

ausgedrfickt  wird,  so  sind  die  zugehörigen  Fnespank- 
tenkOrper  V(atß,y)  einander  gleich. 

Ist  ferner  die  Gleichung  eines  beliebigen  xueiten  Ortsel- 
lipsoides 


L*  J/' 


ao  verhält  eich 


*)  Den  In  Formel  (15)  lar  eetwiekfllten  Werth  hat  Tortoliai 
w  Groll«*«  jonraal  BdL  31.  in  dar  jlbhaadioog :  Noovo  applieatioai 
4el  Celeolo  lategrol«  relative  «IIa  Qoadratnra  delle  «nper- 
fiieie  eorve  e  cnbatera  de  eoliili  gegeben.  Die  doreh  die  Glct- 
ehnog  (x'-fir'-l-s*)*  — «t*x*-f  6>jf^-f-c«s*  autgedrückte  Fliehe  iet  bo- 
kanntlich  die  Flä( he  der  opti«chen  Elaaticität.  welche  Freeael 
in  «eiaea  Untersuchnngeo  über  doppelte  Strehlenbrechung  der  Conetnio* 
tioii  der  ebenen  Wellee  tu  Grande  gelegt  hat.  Mao  kann  dieeelbe  uiicb« 
vie  Flacker  (Discnaaion  de  l»  forme  generale  det  ondes  lu- 
laineoses.  Crelle^s  Journal.  Bil.  19.)  narhgewtPHpn  h.ir.  »u«  dem 
E  1 1  i  jinrt  i  d  <• .  deNArn  AKeii  die  r  c  c:  i  p  r  •»  k  f  n  W'frlhc  drr  ^if'irhperirh- 
teien  Axta  de«  hier  %u  tiriiode  gelegten  i:iiii|i«Mi(i(if  «ind  ,  entstehen  hunen. 


I 
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D  D  D     Dl  Dl  D, 

folglich  sind  die  Flauptaxen  je  zweier  Ortsellipsoide  pro- 
portionirt  uud  ivir  erhalten  den  SaU: 

4.  Die  geometrischen  Oerter  der  Pole  gieieler 
Faeapunl^tenkOrper  eiod  eioaoder  fihDliehe»  cobccb- 
trisehe  Ellipsoide.  ' 

Dass  da^  Ortsellipsoid  dem  gegebenen  Ellipsoide  im  AUge- 
meinen  nicht  ähnlich  Ut,  ergiebt  sich  leicht  au  For]Ml(i5)* 

Setzt  man  a  =  :^na,  =  116,  )'  =  i:»C|  so  erhält  man  nach 
Formel  (12) : 

(17) 

F(«a,  nö,  nc)=  Vq  -f-  3ii*Fo,  also  F(a,      c)=4  Vq  u.  s.  w. 

Dan»»  folgen  die  Sfttze; 

5.  Liegen  die  Pole  der  Fuaapanktenkurper  in  den 
vier  Geraden,  deren  Gleichungen  a=jt:na,  ß=zA^nb, 
ysz:^nc  sind,  so  sind  die  Volumina  V(na,nb,ne)  gleich 
dem  (3M>-|-l)fAcbeD  Volomen  des  MlnimamltOrpera  F«. 

Da  die  ganze  Schaar  <1er  Ortsellipsoide  alle  Punkte 
d  i  CS or  N  i  er  Geraden  durchschneidet,  so  is t  jede r  Fuss- 
pu  rik  tenkürper  V(a,ß,y)  gleich  (3»*+ wo  v  sich 
ans  der  Gleichung  (16)  des  Ortsellipsoides  bestiiu- 
men  lässt 

Der  Werth  F(at^»7)  erscheint  unter  einfacherer  Foni, 
wenD  man  a^ß=y  setst.  Da  nämlich  Üeine  homogene  Funk- 
ttoo  vierten  Grades  ist  *)»  so  erglebt  sich  nach  dem  Satse :  „Wm 


n  Jt 

o     0     l^är-i-  -r  I 

itt  isrBeisg  anf  h^c  «joinielritch ,  denn  e«  behält  mImmi  W«fth» 
wma  man  darin  IST,  e  oder,  wa«  dacaelbe  Revallal  gielrti  die  W*" 
Mtt  eoa4^,  aia^cos^,  «iii.4^tlii^  mit  einander  vermucht«    Seilt  M 

nimlieh  nadi  Jaitobi  I.  c.  ^tg^  <*<ier  ^tg^  für  (gif  ein,  ao  erblit  oMa» 

während  sowohl  di^  iWnm.vw  df«  Inh-p-rnls .  al»  aurh  sein  Wprtli  iinvef' 
ändert  bleiben,  dieselben  Traniformatiooen,  aU  wenn  man  b  oder  C  mi\ 
erlauf  cht. 
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man  die  partiellen  abijelpiteten  Funktionen  nten  Grades  durch  <lie 
Veränderliche,  woran I  sie  sieh  beziehen,  muUipiizirt,  so  ist  die 
Summe  dieser  Producte  gleich  der  /ifachen  Funktion"  die  Glei* 
clniDg:  III 

(»«)      •SJ+*eA +  ''aT=**^=  5  • 

welche  Dian  auch  direkt  aus  Formel  (l4)  Utte  bwMlen  htaMO. 
erbaltoo  wir  aaeb  Fonwl  (13): 


(19)  F(a.  «,  •)=  F,  +  ,McS     .  J .  J)- 

l>ie  vier  durch  die  Gleichungen  :l:o  =  dr/S=  dby  ausgedrückten 
Geraden  kann  man  als  die  vier  Diagonalen  des  Würfels  an- 
sehen»  welcher  mit  dem  gegebenen  Ellipsoide  denselben  Mit* 
telpankt  hat  und  dessen  Kanten  den  Hauptaxen  deMaiben  paml- 
lel  sind.  Wir  wollen  sie  die  Diagonalen  dee  dem  gegebenen 
EUipeoide  concentrischcn  Würfels  nennen.  Dann  erglebt 
steh  ann  der  letzten  Formel  folgender  Satz : 

Liegt  der  Pol  eines  Fnaepnnktenlcvrpere 

F(a,  ff, «)  in  einer  der  Diagonalen  dee  concentrlsclien 
Würfels,  so  Ist  derselbe  gleich  dem  BfinimnmkOrper 
Fo  plus  dem  Körper,  welcher  entsteht,  wenn  man  die 
Oberfläche  des  Ellipsoides  mit  den  reciproken  Axen 
mit  eßabt  multiplisirt.  Die  Zuwachse  dieser  Fnsspnnk* 
tenkOrper  stehen  Im  Verhftitniss  ton  n^,  oder  anch  Im 
Verhiltniss  der  Quadrate  der  Entfernungen  des  Pols 
«em  Mittelpnnkte  des  gegebenen  Eilipsoides. 

In  dem  iieüonderen  Falle  nun^  in  welchem  die  Halbaxen  des 
gegebenen  Ellipsoides  d^r  Gleichung  iic  =  6^  genügen,  wird  nach 
Formel  (13): 

(20) 

F(«,«, a)  =     +  ~{c^  f  V'^^ ^ ^""^  " ""^^  ^ * 

•der 


*)  Hieran«  ergiebt  sich  aach  Furuicl  (19)  fewitcheii  dau  Oberflacheo 
5(s»  Vsff,  €)  end  s(^^        ,  ! J  die  Relation : 
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Bezeichnen  wir  hier  das  zum  Pol  Pi<u,ß,y}  gehGiige  VoIbimii 
mit  ,  so  Hird: 

(«»fty)        a         ß  y 

Die  Werth«  V*  und  F'*  erget»eu  sieb  aus  Formel  (15)  für  6cc: 

Dsraus  folgt: 

(22)  F«  =  J^+^«(«.«.6). 

da  die  Oberilicbe  flinea  abg«plattet«ii  RotetioDaeilifMoiiles  bH 
dan  Halbazen  a  >  6 


iaf. 


Ä(a,     6)  8  ss(  2a«  +  ^7==—  ^  — w— ^— I 


Um  F""  an  fioden»  nrnaa  maa,  da  Formel  (14X  das  vanckwte- 

ß  ' 

dendcn  Nenners  ffl  —  c^  wegen,  nicht  angewandt  werden  kaon, 
zum  Werthe  von  C  in  Formel  (13)  zurückgehen.  Bezeichnen  wir 
nun  mit  Cb^c  den  Werth  von  6\  den  es  ffir  b  =  c  annimmt,  und 

hb)b~        partiellen  DIflerentialqttotleQten  voo  C  oeeh  ^ 

wenn  in  ihm  nach  vollzogener  Differentiation  6=c  gesetzt  wWi 
80  ergiebt  sich: 


fol|[ttdi: 


Da  ituii  C  tu  Bezug  auf  6  uiid  c  symmetrisch  ist,  so  ist  ateb 
Note  2. : 

folgÜcb: 
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ß  nb\obJi 


oder 


mithio,  da  ist: 


(23) 


Formel  C22)  giebt  den  Safe: 

Der  FoeaDuoktenkOrper        tlesseo  Pol  im  Mittel- 

punkte  einen  verlingerten  Rotationa-EIHpaoidea  mit 
den  Balliazen  a>6  liegt,  iat  gleich  dem  vierten  Theile 
einer  Kngel  mit  der  groaaen  flalbaze  den  Ellipsoidea 
ein  Radina  plna  dem  KOrper,  welclier  durcli  Maltipll- 

©' 

cation  von  —  mit  der  Oberfläche  eines  abgeplatte* 

n 

ten  Rotaiionaellipaoidea  mit  d^nnelben  Azen  entatebt. 

Nack  der  Formel  (17)  ergiebt  aicb  aus  Formel  (22): 

(24)  r«      =4r«=~-  +  ^'s(e.«,6). 

Datana  ergiebt  aieb  der  Sata: 

Sind  in  einem  v  er  (a  n  e  r  t  e  n  R  o  f  a  t  Jon se  1 1 1  p  s  o  i  d  c  als 
Basis  die  C  o  n  r  d  i  n  at  e  n  rl  c  s  [*  n  1  s  gleirh  den  flalhaxcrt 
der  Basis,  so  ist  der  F  u  s  s  j mi  n  k  t  e  u  k  ö  r  p e  r  g  l  e  i  c  Ii  einer 
K.agel,  deren  Radius  gleich  der  grossen  Hall)a\c  der 
Basis  iatj  plus  dem  Körper*  der  durch  Multiplication 

von  —  mit  der  Oberfläehe  eiaea  ab|;;eplattetea  Rota* 

a 

tionaeUipsoidee  mit  deaaelbea  Axen  entsteht. 
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Die  den  Werthen  L,  M,  iV,  D  entsprechenden  GrJlMen 
1**,  Jy*'  sind  auch  für  da«  RotationaeilifMoid  aU  Bam 

•  a  a 

stets  positiv,  und  da  hier  M^^N^  ist  rnid  F«  seinen  Wsrtt 
90  lange  behält,  al«  die  Gleicbneg  a^lAJ^iff^^y^)  M^-m  tMi 

m  mm 

wird,  80  ergiebt  sich  der  Satac: 

I«t  die  Baeie  ein  Terlingertee  Rotationeeitipsoid, 
80  ist  der  geometrische  Ort  der  Pole  gleleber  Fats- 
puoktenkSrper  ein  verlängertes»  eeneentrisches  Rsta- 
tiensellipsold,  dessen  Azen  sieh  durch  die  Formel 
(33)  bestimmen  lassem 

^etst  man  /^-f  y*:»«*,  so  behält  F«      seinen  Werth,  » 

lauge      unverändert  bleibt.    Daraus  folgt  der  Satz: 

Liegen  fOr  ein  verlängertes  Rotationsellipsoid  aU 
Basis  die  Pole  auf  der  Oberfläche  eines  Cylindm. 
dessen  Axe  mit  der  Aze  der  Basis  sasammenfällt.  §« 
stehen  die  Znwachse  der  Fnsspunktenk3rper  im  Vtr* 
bältniss  von  c^;  mithin  sind  die  FnsspnnktenfcOrper, 
deren  Pole  auf  derselben  Cylinderoberfläche  liegen  aid 
gleichen  Abstand  vom  Bf  ittelpunkte  haben»  einander 
gleich*  Bleibt  u  nnverändert»  während  ^  sich  ändert, 
so  stehen  die  Zuwachse  der  Pnsspunktenkvrper  in 
Verhältniss  von  q\ 

Verlegt  man  femer  den  Pol  Pi«i,ß,  f)  in  den  Brennpuakt 
der  groBoen  Axe,  «etat  also  ir^so*  — 6*  nnd  ^sysO,  sswW 
das  sugeh9rige  Volume«: 


Uierau«^  ergiebt  sich  der  bekannte  Satz: 

Ist  die  Basis  ein  verlängertes  Rotationsellipsoid, 
so  ist  der  Fusspunktenkorper,  dessen  Pol  im  Breso- 
punkte  der  grossen  Aze  desselben  liegt,  gleich  eiscr 
Kugel  mit  der  grossen  Halbaze  als  Radius. 

Setzt  man  endlich  a^ß=iy,  so  folgt: 
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r«  ^  


»a.    •"•  +  (1)' 

Mitbin  «rbdittD  wir  den  Satt: 

Ist  die  Basis  ein  verlängertes  Rotationsellipsoid, 
80  i  s  t  der  F  u  ä  6  p  u  n  k  t  e  n  k  ö  r  p  e  r  ,  dessen  Pol  in  e  i  ti  o  r  der 
Diagonalen  des  concen  tri8ch  en  VViirfeli»  liep;t,  gleich 
•ieni  M  i  n i  niumkürper  plus  dem  Körper,  welcher  ent- 
steht, wenn  man  die  Oberfläche  de$  abgeplatteten 

Ratmtlnnselltpsoldts  mit  denselben  Axen  dnreb  mol 

tiplicirt;  oder  gleich  dem  vierten  Tbeile  einer  Kugel 
Bit  der  grossen  Ualbaze  der  Basis  als  Radius  plus 

den  KCrper,  der  dnreb  Mnitiplleatinn  von  ^  ■  mit 

der  Oberfläche  des  abgeplatteten  Rotationseiüpsoi- 
dft  mit  denselben  Axen  entsteht 


6. 

Wählt  man  znr  Basis  ein  abgeplattetes  Rotationsellipsoid 

mit  den  Axen  2a<2c,  ro  erhalten  wir  den  vorigen  analoge  Sätze. 
Die  Gleichnng  der  1' iisspunktenfläche  geht  für  einen  Pol  Picßpy), 
weno  a  —  b  ge£»etzt  wird,  üher  in: 

U(«-Hr)  +  i(s-r)P= «*K*-«)»+ +<^(i'-y)*» 


*)  Hieran«  folgt  nach  Formel  (19)  die  Relstioo  xwiachen  den  Ober* 
tidcticn  der  RotationMllipsuidc : 
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femer  wird 

o 

Bezeicbneo  wir  das  zum  Pol  P(a,  ß,  y)  zugehörige  Volumtii  mit 
und  überhaupt  alle  aui  das  abgeplattete  Rotationsellipsoid 

besflgiiebeo  Grossen  mit  dein  Index  so  erbnlleii  wir  nadi  Fer* 
mel  (16): 

mw^      ^»t%m    .OB.  A    V  a*  —  C* . 

F^^  j|3A+2c- +  arclg  — I . 


oder 


(26*)  F« 


0 


•ä  ^  H  — i5(o,  c,  c). 


da  die  Oberfliebe  eines  verlSngerten  Rotationsellipsoides  mi 
den  Halbazeo  a>c 

ist 

8C 

Da  in  Formel  (14)  den  verschwindenden  Nenner  «'-^ 
eotiillt»  so  müssen  wir»  nro  F«  an  entwiclcein,  den  Wertli  von  C 
ans  Formei  (13)  an  Ufiife  nehmen ,  ond  etlialten: 

folglich: 


mithin,  da  nach  Note  2.  -*~^^^^a^ 


r = S(a=. =4iÄ^ '•'»•'-*^+ ««^ 


1 
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Abo  ergiebt  sieb,  da  F«=:  F«  f«t: 

«  P 

(27)    - 

/  ^  3a«  Va«— c». 

^iicH^a^c+^^^^arctg— j  1 

-*rr  2a«  V"  O*  —  C* 

Aus  Formel  (26)  erhalten  wir  deo  Satz: 

Ist  die  Basis  ein  abgeplattetes  Rotationselllpsald 
mit  den  Halbaxea  a>c«  so  ist  der  FasspunktenkUrper 
F«,  dessen  Pol  im  Mitlelpuskte  der  Basis  liegt»  gleich 

<]  (  in  V  i  erten  T  heile  einr  r  Ku  ^^el  mit  d  er  kleineren  Halb - 
axe  als  Hadius  plus  dem  IkOrper,  welcher  durch  Mal- 

6)' 

ttplieatibo  tob  nit  der  Oberfliehe  eines  verlfin- 

gerten Rotatiooaellipsoides  mit  deoselben  Azeo  ent- 
steht 

Ferner  ist  nach  Formel  (17)  und  (26*) : 
(2B)  F*     =:4F*=^.^  +  ^5(a,t,c). 

Mitbm  erhalten  wit  den  »Satz: 

Sind  in  einem  abgeplatteten  RotatioDsellipsoide 
alsBaeis  die  Coerdinaten  des  Pols  gleich  den  Halb- 
azen  de?  Basis,  so  ist  der  Fusspunktenkorper  gleich 
einer  Kngel»  deren  Radius  gleich  der  kleineren  Halb- 
axe  der  Basis  Ist,  plus  dem  KSrper»  der  dnrcb  Mnltl- 

plicatioo  von  —  mit  der  Oberfläche  eines  verlfinger- 
•  c 

ten  Rotationsellipsoiden  mit  denselben  Azen  entsteht 

Auch  lur  das  abgeplattete  Rotationsellipsoid  bleiben  die 
Fonnel  (27)  sich  ergebenden  tirüssen  L\  M\  N\  stets 


positiv;  mithin  behttt,  da  MAssM^  Ist,  F«  ^  seinen  Werth,  so 
lange  die  4*leichong  (««-f  (}*)l^-f  y*iV''  =  />^  erfüllt  wird. 
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HiAin  erbAltep  wir  dMi  Satit 

Int  die  Basis  eiu  abgeplattetes  Rotati ODsellipsoid, 
tio  ist  der  geometrische  Ort  der  Pole  gleicher  Fuss* 
pii!)  k  te  n  k  ürp  er  ein  abgeplattetes,  coDcentrisches  Ro- 
tati o  n  s  el  I  ipsoid^  desseo  Azen  durch  Formel  (27)  bt* 
stimmt  werden, 

Setstmao  a>4-/3*=p*»  M  baMIt  F«     ««inen  Werth»  Mlngt 

0*  unverändert  bleibt,  und  wir  erhalten«  ide  bei  dem  ?eiÜig«>» 
teo  Retatieneellipeeide,  den  Sats: 

Liegen  in  einem  abgeplatteten  Rotatiensellipaelle 
aU  Baeie  die  Pele  auf  der  OberflSehe  eines  Cylindtrs, 
deeeen  Aze  mit  der  Aze  der  Basis  zasammen fällt,  ii 
stehen  die  Sawacbse  der  FusspunktenkSrper  im  Ver*  ^ 
hSltniss  von  y*;  mithin  sind  die  FusspunktenkSrper, 
deren  Pole  auf  derselben  Cyl  inderober  fläche  litgei 
und  glcichaii  Abstand  vom  Mittelpunkte  haben,  einiii-  i 
der  gleich.  Bleibt  y  unverändert,  während  g  sich  ia- 
dert,  so  stehen  die  Zuwachse  der  Euättpuuktenkurper 
im  Verhältniss  von 

Verlegt  man  den  Pol  Plu^ß^y)  in  den  Brennpunkt  dtf 
Rotatloneaxe  2e>  eetit  also  y*=i^^c^  nnd  «s/^sO,  m 
wird  das  sugehSrlge  Volnmen: 

(39)  F^„t„.c+^^arct6-^|— 3-=2F.~5-. 

I 

Daraus  ergiebt  sich  der  Satz: 

Liegt  In  einem  abgeplatteten  Retationeelllpsoiile 
der  Pol  Im  Brennpunkte  der  Rotatlonsaxe,  ee  Ist  d«r 
fPusepuoktenkgrper  gleich  dem  doppelten  MieInmi* 
kffrper  minus  einer  Kugel  vom  Radius  der  halben  Az0. 

Setzt  mau  eodlich  auch  hier  a=^=5y,  so  erhält  mau: 
(30)  f     =  •) 

(«».«,«)  w 

oder 


•)  lüonias  ftigt  uch  Formsl  (19)  die  BOlatlOB  swischm  dm  fHm- 
fläch«  der  BotaÜoiis-EllliiaeMe: 
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r«^    = — 5(a,  c.  c)  +  üSr, 

(o,  a,  a)  C  O 

Wir  erb«llea  «oinU  den  SaU: 

Ist  die  Basis  ein  abgeplattetes  Rotationsellipsoid, 
so  ist  der  Fuss  p  u  n  k  t  e  n  k  ü  r  p  e  r ,  dessen  Pol  in  einer  der 
Diagonalen  des  c o n c e n tr i.s c h e n  Würfels  liegt,  gleich 
dein  M i n i iiiu  III kü rp  e  r  plus  dem  Körper,  welcher  ent- 
steht,  ivenn  man  die  Oberfläche  des  verlängerten  Ko- 

tatlon«ellipseldes  mit  denselbeu  Axen  durch  nul- 

tipticirt;  oder  gleich  dem  vierten  T heile  einer  Kugel 
mit  der  halben  Axe  der  Basi^  alsKadtus  plus  dem  Kür« 

-+(17 

per,  der  durch  MuttiplicAtioe  von   — —   mit  der 

Oberfläche  des  verlängerten  Rotatioa^ellipt^oides  mit 
deuseibeo  Axeo  entsteht. 


7. 

Wenn  wir  zam  Schlüsse  die  Kugel  als  Basis  nehmen,  so 
erhalten  wir  fiir  a  =  6  =  c  für  einen  beliebigen  Pol  i«t»ß»Y)  tAs 
Gleichung  der  Fusspunk tenfläche: 

W  ir  wollen  die  auf  die  Kugel  bezüglichen  Grössen  mit  dem  Index 
M  bezeichDeDt  dann  müssen  wir,  um  F*      zu  bestimmen,  zum 

MpraoglielieQ  Werthe  von  C, 

n  n 

^"V    J     /co82^  ,  sin««xos«^  .  elQ^aluH^V* 

o    o  +  si  +  3 — ) 

surttdcgehen  und  erhalten: 

n  TT 


o  0 

Da  nun  C  in  fieiog  auf  a,  6»  e  aymmetriach  iat,  ao  lats 

VBo/»i=6=c     \döJa=zb-9  \Sc/as=»s<r' 
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ferner 

mitbin  nacii  Formel  (II)  oDd  (12): 

wns  die  geometiiecbe  Betncbtonf?  eofort  ergiebt,  nml 
oder 

''''  j::,.=^'^-'-r<''*'^+^i- 

^etil  mau  o*    |S*  -f    s  r',  eo  wird : 

(32)  + 
Nimmt  mnn  bierin  rssa,  so  erbtit  man: 

(33)  F*=2.^a» 

•  « 

Hieraue  ergeben  sieb  folgende  SStxes 

1)  Ist  die  Basis  eine  Ku^eloberfl äche  vom  Raditt 
a  und  ist  r  die  Entfernung  des  Pols  vom  MittelpanUt 
der  Kugel,  so  ist  der  Fusspunktenkürper  gleich  der 
Kiiij;t't  plus  einem  Rutationsellipäoid e  mit  den  Halb* 

ujLen  u  und  r. 

2)  Licet  der  Pol  im  M  1 1 1  e  I  |i  u  n  k  t  e  der  Kugel,  so  ist 
der  F  us8p  u  nktenkorper,  die  Kussel  selber,  ein  Mioi* 
muni;  liegt  er  abor  auf  drr  K  u  e  I  obe  r  fläcbe>  ao  iil 
derselbe  doppelt  so  gross  als  die  Kugel. 

3)  lat  die  Basis  eine  Kugeloberfläcbe»  so  ist  der 
*^geometrische  Ort  der  Pole  gleicher  Fusapunktenkor- 

per  eine  mit  der  Baaia  eeneentriaebe  Kageloberfiieba 


i 


Noten. 


1.  Die  parliellen  Dlisrentiali|aetieBten  einer  aymnetriacbev 
Fonctioa  too  n  veracbledenen  Variabelu  geben  in  eiaaadtr 
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ÜMT»  wemi  man  nach  ▼oDaogwiflr  Dtleraiitiatioii  iiigend  swoi  4tr 
VariabelD  mit  einaader  ▼eHanacht 

2.  Setzt  man  io  eioer  symmetrischen  Ftinctlon  von  n 
verschiedenen  Variabeln  die  Variabeln  einnnder  trIeU-h,  so  ist 
der  totale  üifferentialqaotient  iß)  der  Function  nach  einer  der 
Variabeln  gleich  dam  nfachen  partiellen  Differentialquotienten 
(d)  der  Functioo  nach  derselben  Variabelen,  wenn  darin  nach 
roilaogaoer  partieller  Differentiation  die  Variabeln  einander  gleich 
gesetzt  werden.  Es  ist  also  flSr  eine  aymmetriache  Fanction  von 
a  .Variabel«  fia,  6»  c»  ••••)• 


df{a,  b,  c,  »..)o=»src=  ^  {^f{*h  b,  c ....) 

da 


__/mu,  b,c.,,.)\ 

\        da  .... 

DerBeweia  fSr  beide  Sitte  iat  leicht  au  IHbran. 


3.  Sind  in  einer  homogenen,  symmetrischen  Function 
mten  Grades  von  rt  irerschledenen  Variabeln  die  Producte  aus 
irgend  zwei  partiellen  abgeleiteten  Functionen,  multiplicirt  mit  der 
Varial^ln,  worauf  sie  sich  bezieben,  einander  gleich,  so  sind 
alle  ao  gebildeten  Prodncte  elnaader  gleich,  ond  es  Iat  die 

Function  selLi>t  gleich  der     ten  Potenz  des  Products  der  Vaiiu- 

belo,  multiplicirt  mit  einer  wlllkfirlichen  Conatante. 

Beweis.  In  jeder  symmetrischen  Function  f{a,b,c....)  von 
n  ▼er^chiedenen  Variabeln  ist  der  partielle  Differentialquotient  nach 
einer  der  Variabeln«  etwa  nach  a,  eine  symmetrische  Function 
der  fibrigen  Variabeln  b,  c,  d.... ;  denn  es  bleiben  in 

j»c....)  _  f(ü-^da*  b,  c. 6,  c...j 

beide  Posten  des  Zählers  rechts  symmetrische  Functionen  von 
b,  c...«  Sind  nun  awei  beliebige  der  obigen  Producta  gleich ,  etwa  i 

dfja,  bt  e....)      d/'(a,  b,  c....) 

•  "ää —  ^  • 

fo  iat,  da  aP^^*''g^J^—  ia  Bemg  anf  d,  d.».  aymmeiiiaeb 
iet,  auch  —  in  Besng  auf  6,  e»  aymmetilacb, 

folglich  mii 

a  5j  =6  J—^  = €  jg  » .... 
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Da  aber  für  jede  bomoseiie  Fuelioii  J^a,  6,  c....)  ntea  Gnke 


BF    ,dF     BF  ^ 

Ut,  so  erhalten  wir,  wena  /(a,6,  e....)  eine  bemo"^  ene«  sjib* 
netriaclie  Function  mten  Grades  ven  ii  yersebiedenen  Variabefaiit: 

_ Bf(a,  6....)  _  ^ a^e,  i».>)  _  y(e,  b....)_  » 

a  -       SS  *c  «iÄ«»*-->» 


aleoj 


fia,  6....)  9a 
folglicb : 


y{e,        ,     wi  da 


da^ — —9 


1       Bfim,k,.„)  m 


oder 


^  m  j  ein     //6  cic 


m 


i,f{a,ö,  «...Os-  /(a^)-f  Cooat» 


wenn  ik  eine  Mrillkubriiche  Constaote  bedeutet. 
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Aadeutaagea  über  astronomische  Ueobachtiuigeii  bei 
tolal<ni  Sonnenfinstermssen  *)/ 

Herrn  Karl  von  Littrow^ 
wirkliehMB  MitgliMto  dw  Itiiiterl.  AkodMoie  der  WiwMaclitIteo  so  WUn. 


(Aus  den  XXXIX.  Baodi^  S.  W,,  des  Jahrganges  1860  der  Sitsnoga» 
beriehte  der  oiathem.'^iiatarw.  Claase  der  baiaerlicbeii  Akademie  der 
Wiaaenscbaften  besoodera  abgedniekt) 

(Vorgel^t  in  der  SiUiws  am  ft.  Febrnar  IMi) 


Wir  beattaeB  nacbgeiade  eMge  aehr  lebitelebe  InatnKtieMD 
Uber  die  Beobacbtuogeo,  welche  bei  totalen  SonneoflnateniiaaeB 
anaaatellea  aiod;  ich  ftbre  hier  aar  an«  Arage'e  Anfaati  Im 
Jknmaire  du  Bmmm  det  hngitmdu  1843,  die  voo  der  British 
dnoeiaUm  mit  ZeratbeMiuDg  tob  Otto  Strafe  1661  herausge- 
gebenen „SuggetHmuto  Attrmumm'M**,  dann  Carrington's  1868 
erschienene  „InfmmtMim  tmd  SitggutUmt",  ferner  ans  der  neue» 
•teo  Zeit  Faye'a  Vertrige  In  der  Pariaer  Akademie  (Compte$ 
'^siuiiitl889,  Odeber),  endlidi  Alry 'a  Bemerknngen  In  den  Monihlg 
iVblSMi  4er  H.  Aalr«  See.  VeL  XX«  fir.  3.  So  aehr  ich  den  hohen 


*)  Diesen  mir  freundlichst  mi ti;etheilten  Aufsatz,  welcher,  den  Ge- 
gsutaad,  am  den  e«  «ich  hier  Landeii,  vorzugsveiie  an«  richtigen  Ge- 
*i>htepiiäktM  aofliMMBd,  io  Tonüglicher  Weiie  geeignet  ist,  Beobachter 
tslsliv  8—1— iaitwatw  auf  das  Masewelisa,  weraaf  «ie  haaptoichlicfa 
ihn  AnfsMifcaaadtsit  an  riehltn  halMa,  laaao  kh  ao  adUsna^,  aU  ea 
^  tigsad  migllah  Ist,  fai  dam  AraUvs  ahdmafcan. 

Dar  Boraaagahar« 
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Werth  dieser  Schriften  im  Allgemeinen  anericenne,  muss  ich  doch 
gesteheu  ,  dass  ich  in  manchen  wesentlichen  Punkten  mit  densel- 
ben nicht  übereinstimnie,  und  halte  mich  durch  den  ^[CiclcUchen 
Zufall,  der  mich  die  seltene  Erschciriuiig  zweimal  8o  vollständig 
als  niüglich  sehen  iiess,  gleichsam  für  verptlichtet,  auch  mein 
Scherflein  üher  das  Was  und  Wie  der  eigentlich  astronomisciiea 
Aufgabe  beizutragen. 

Vor  allem  rnnss  ich  nach  meiner  Erfehrong  dringend  empM* 
len,  eile«  an  sieb  Umveaentlldie  wegsalasaen.  Die  Zeil  der  Tel»* 
litSt  iat  auch  im  besten  Falle  eine  ao  knne,  der  ElndmelL  dct 
Pbinoroenee  ein  ao  anwiderafeblicb  mXcbtIger,  daaa  die  gaait 
Faaaong  eines  gefibten  Aatronomen  daso  gefalirt«  ein  auch  oar 
einigen  Wenige  mit  votler  Sicherheit  wirhiich  an  beobachtea. 
Ich  rechne  aber  an  aolcben  unweaentlichen  Dingen:  Beienehtoag 
ttnd  Farbe  Ton. Himmel  und  Erde»  Einwirkung  avf  Thier*  aed 
Pflanaenwelt«  Ab*  und  Zanabme  von  Temperatnr»  Fencbtigictil 
and  Licht  etc.  In  letzterer  Bealebung  wird  ohnehin  die  unerlin- 
«ige  Bedingung,  unter  wekber  aHdn  aolche  Notirungen  Sinn  babeo» 
nämlich:  vullig  reiner  Himmel,  hier  nur  sehr  selten  erfüllt,  da 
eine  mehr  oder  minder  bedeutende  Wollcenbildung  mit  zur  Cha- 
rakteristik der  Erscheinung  gehurt. 

Da  in  den  meinten  Fällen  die  Beobachtunga- Stationen  nor  nad 
längeren  Relaen  au  erreichen  sind^  an  dem  giffcklicben  Tims* 
porte  der  Instrumente  aber  allea  gelegen  tat«  so  aoUte  man  diaie 
auf  daa  Allemotbwendigste  beschränken.  Ein  gutes  Fernrohr  too 
wenigstens  3  Zoll  Oeffnuog  und  eine  veriässigs»  Seeunden  neigende 
Taschenuhr  scheinen  mir  der  Hanptsaclie  nach  vBlIlg  hlnreicbend. 
Damit  wird  allerdings  auf  Angalie  der  Orts- Zelten  des  Anfanges 
und  Enden«  Ja  aelbat  auf  genaue  Beatimmnng  der  Dauer  nad  eil 
auch  auf  beasere  Kenntniss  der  geogrspblschen  Lage  des  Beek- 
acbtnngaortesTerzichtet,  denn  dasu  bedarf  man  weiterer  Inatrumesle 
und  eines  eigentlichen  Chronometers*  WosU  aber  sollen  hier  diess 
Efsdiwerungen  der  ohnehin  nicht  leichten  Aufgabe  des  reisenden 
Astienomen  dienen)  Zu  Längenbestimmungen  bat  die  beutige 
Wiasenscbaft  länget  well  beasm  llitleU  aar  BeafiaNDung  der 
Fehler  uneerer  Tafeln  werden  die  Beobachtungen  aller  stäadigen 
Sternwarten,  denen  die  Flnalemlssy  wenn  auch  aur  partiell,  MI* 
bar  ist,  ebenso  gutes  undl>esseresMaterhilaamroeln,  die  genaoea 
geographischen  Coordinaten  der  Statienen  endlich,  wenn  überhaupt 
in  besonderen  Fällen  nothig,  mag  man  beliebig  später  und  auf 
auüerc  Weise  sich  verschaffen.  Unsere  Aufmerksamkeit  wird  wobi 
noch  für  eine  geraume  Zeit  auf  die  Erforschung  der  Stellon^ 
Dimension  und  Beschaffenheit  ülierhaupt  von  Corona  und  Protu- 


Digitized  by  Google 


477 


kefuseii  «ich  besebrintoi  nteeo«  und      wird        smilebsl . 
damn  luuMido»  niuwroa  lutraneBtto  die  hUrsii  geeigntten  Ein» 
tkbtimgea  so  geben. 

In  dieser  Hinsicht  erlanlie  ich  mir  auf  meine  bei  anderer  Ge- 
legenheit gemachten  ßemerkungen  (Sitzungsberichte  der  kaiser* 
tichcn  Akademie  der  Wissenschaften  mathem.-naturw.  Cl.  XV^If.  Bd., 
S.411.  u.  IT.,  8o  wie  Astron.  Nachr.  XXXII.  Bd..  S.31)5.,  XXXIII.  Bd., 
8.  129.,  XXXIV.  Bd.,  S.27.  und  XLII.  Bd.,  8  m  u.IT.)  zurückzu- 
kommen, da  mir  durchaus  kein  Grund  bekannt  nurde,  meine  da- 
maligen Ansichten  irgend  n  esentlich  /n  an  (lern.  Ich  verweise  in 
Bezug  auf  die  nähere  Begründung  von  manchen  meiner  Vorschlage 
aof  die  angefiihrten  Quellen  und  will  hier  nur  bei  denjenigen  Punk* 
ten  länger  verweilen,  die  auch  Liebhabern  der  Wiaseoecbaft  sa- 
^glieb  eein  eolles. 

Corona  and  Protaberanawn  Terlangen  gans  veracbiedene  Kraft 
des  Fernrobreo.  Die  EigentbSmlicbkeiten  der  Corona  verwteehen 
iicb  immer  mehr,  je  ettrker  die  angewendete  Vergrüsserung  Ist, 
oad  Dir  dienen  TbeH  der  Eecbelnang  wlire  ein  Oenlar  am  sweek- 
miaaignten«  welebes,  wie  bei  Arago's  Vernuefaen  Aber  die  Flblg- 
keit  des  freien  Auges  die  Jupitersatelliten  auasnnebmen,  gar  nicht 
▼ergroaserte,  sondern  eben  nur  ein  scharfon  Bild  gäbe.  Ueberdiea 
ist  bei  Untersuchung  der  Corona  sehr  zu  wünschen,  dass  man  die 
ganze  Mondi^cheihe  beständig  überblicken  könne.  An  den  Protu- 
beranzen hingegen  gibt  es  Detail  zu  prüfen,  das  sich  erst  bei  etwa 
öümaliger  Verprösserung  in  hinlänglicher  Deutlichkeit  zeigt.  Am 
besten  also  würde  jede  dieser  Aiifffaben  einem  ( tiijenen  Beobach- 
ter zofallen.  Wenn  aber  schon  ein  und  derselbe  {>eobachter  bei- 
des bestreiten  soll,  so  müsste,  da  an  ein  zeitraubendes  Wechseln 
uiiU  wiederholtes  Richten  etwa  zweier  Fernrohre  nicht  zu  denken 
ist,  das  Instrument  entweder,  was  gewiss  am  betjuemsten,  nach 
Liaii»  mit  einem  Doppellernrohre  oder  nach  meinem  Vorschlage 
mit  einem  Doppel •  Oculare  versehen  werden,  dna  in  fSchicberform 
oder  durch  eine  excentrische  Scheibe  eine  schnelle  Aeoderung  der 
Vergrösserung  zulie.«;se.  Dieses  Ocular  imisstn  so  construirt  sein, 
dass  jeder  der  beiden  Einsätze  auf  das  Aii^xe  des  Beobachters 
bereits  eingestellt  ist  und  so  bieilit.  \>  enn  es  in  Th.lfiükeit  gesetzt 
wird.  Mit  einem  .«olchen  Dnpjiel  -  Oculare  verma?  au<  h  allenfaMs 
der  einzelne  Heuljarbter  dem  Bctlürlnisse  zu  entsprochen,  heliebin: 
oft  entweder  den  ganzen  Umkreis  des  ÄInndes  zu  übersehen  otier 
irgend  hervorstechende  Gegenden  irenaii  zn  erforschen.  Immer 
aber  bleibt  dies  nur  ein  Nofhbehelf,  und  eigentiicb  atironie  icb, 
«in  genagt,  fflr  Trennung  der  Aufgaben. 

Für  die  Measong  der  Lage  und  GrOase  aller  Erscheinungen  . 
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ftm  Rande  der  beiden  Himmelskörper  ist  der  hauptsächlichaten 
mechanischen  Einrichtonff  nach  das  gewnhnliche  Positions-MHoi»* 
TOefer  entschieden  der  aiii^eiiiessenste  Apparat,  wean  man  folgend 
Modificatiopen  to  GeUraucb  und  CoostrootioD  elntretvB  ilMt: 

1.  Die  Eur  Messung  des  Pesitionswinkels  dienende  Linie  kaoo 
zum  Behufe  der  Messung  nicht  wie  sonst  in  den  Radius  gelegt, 
sondern  muss  an  der  betreffenden  Stelle  des  Mondrandes  mit  diesem 
in  Berührung  cehracht  werden.  Die  normale  Lage  dieser  Linie  ist 
parallel  zum  Aequator  und  mit  hier  völlig  hinreichender  Genauig- 
keit dadurch  zu  bcstinmien  ,  dass  man  kurz  vor  und  nach  der  Beob- 
achtung den  Sonnenrand  oder  einen  Sonnenfleck  bei  ruhit;  stehenden 
Rohre  längs  der  Linie  hingehen  Insst  und  dieselbe  so  lang  dreht, 
bis  das  Ohjcct  io  der  ganzen  Ausdehnung  des  Gesichtsfeldes  die 
gleiche  Entternung  von  der  Linie  behült.  Die  Lesung  am  Vmi- 
tionskreise,  welche  dieser  Stellung  der  Linie  entspricht,  wir! 
notirt,  und  damit  jeder  in  dem  gebrimchüchen  Sinne  von  rsord 
Ober  Ost  gezahlte  Fositionsw  inkel  unmittelbar  combinirt  Durch 
Bemerkungen  in  einirreri  der  vorerwähnten  Instructionen  veranlasst 
hebe  ich  ausdriK  klich  hervor,  dass  es  hierbei  keinen  wesentlit  hen 
Unterschied  maciit,  ob  das  Fernrohr  Hquatoria!  monfirt  ist  oikr 
nicht;  das  Verfahren  ist  hei  parailaktischer  oder  iranz  cinTarher 
horizontaler  Aufstellung  des  Teleskopes  gleich  anwendbar.  Faye, 
der  diesen  urspriinjrlirh  von  Hessel  (Astr.  iSachr.  XVL  Bd.,  S.  16L) 
ftlr  ähnliche  Zwecke  ^einachten  Vorschlag  adoptirt,  will  durch  ein« 
Libelle  die  primitive  Lage  jener  Linie  auf  den  Horizont  bezogen 
wissen,  was  mir  keine  Verbesserung  der  BesseTscben  idee 
seheioty  da  es  das  Instrument  complicirt,  die  Operation  sebwieri* 
ger  and  wohl  auch  ungenauer  macht,  endlich  unntitzerweise  den 
Winkel  siriscfaen  DecliontioDS-  and  Verticslkreis  ia*s  8piel  briegt 

2.  Der  Positionskreis  soll  im  Inneren  des  TJnhros  angebracht 
sein,  so  dass  man  den  Positionswiukel  ohne  Uiiie  einer  Lampe 
und  ohne  das  Ause  vom  Fernrohre  zu  entfernen,  ablesen  kfiim. 
Herr  Faye  hat  vollkommen  Hecht,  sich  gegen  sniflieri  innereii 
Positions^ kreis  zu  erklären,  unter  der  Voraussetzunsi,   dass  man, 
wie  hei  dieser  Einrichtung  hi.sher  immer  geschah,  die  Position«« 
winket  unmittolhar  auf  den  Mittelpunkt  dos  tiestchtsfeldes  bp7o- 
gen  denkt,  denn  damit  ist  auch  die  in  der  Praxis  so  gut  wie  unau- 
führbare  Annahme  gemacht,  dass  man  das  Centrum  der  Mondsclieibe 
beständig  auf  jenem  Mittelpunkte  des  Gesichtsfeldes  erhalte;  er 
thut  aber  gewiss  nicht  gut  daran,  diese  Einrichtung  auch  dann  z« 
verwerfen»  wenn  man  den  Positionswinkel  durch  Tangirung  der 
Peripherie  des  Mondes  niisst,  wo  von  solchem  beständigeo  Cee- 
triren  weiter  eicht  die  Rede  ist 
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1»  8tttl  PMm  mHI«  «Iii  MiMt*  iv«iltiil4iMS  und  planpamlltltii 
•GIm  in  BfeMpMiito  «togOMtit  wtrJm«  da«  dwdi  awei  «of  efo- 
•wkr  aenkredkt*  Rtlben  vmi  .fBinea  liiiiieii  lo  Quadmle  getMlt 
'  kt  Die  «ine  Reibe  diteer  Lioieo  vertritt  des  in  eetner  Dormelen 
•^dlong  tmi  Ae^foater  pftralleleii  Feilee»  die  aodere  Reihe  den 
beweglicfieii  Faden  dee  gewdbQlieiien  PeeiHeoa-Mibemetera,  und 
ea  reicht,  nachdem  irgend  eine  Linie  der  efsteo  Reihe  mit  dem 
-hetrefeaden  Ptohte  der  Meadachelbe  In  BcfOhrang  gebracht  and 
der  Peaitbnavrinlcel  w  beatimmt  iat,  ein  einaiger  Blielc  ebne  alle 
weitere  Manipalation  bin,  die  Öimennionen  der  fraglichen  Ob» 
jede  nach  allen  Richtongen  fealanatellen.  Ich  habe  mich  bei  der 
totalen  Sonnenfinateroiaa  Im  Jahre  I86I  auf  daa  beate  abeneugt, 
daea  eine  aolcbe  Glaaplatte  dem  dentlichen  Ananehmen  aacfa  der 
aarteafen  Objecto  oidit  den  geringsten  Eintrag  thvt,  nnd  daaa  man 
die  auf  daa  Glan  gerltaten  Ltalen»  wenn  anch  ao  fein,  daaa  man 
•le  mit  freiem  Auge  kaum  bemerkt«  auf  d^m  lichten  Hintergronde 
derCerona  rSlIig  beatimmt  sieht,  wfibrend  a.  B.  D*  Abb adie  il. 

M,  iV.  Vol.  XVIII.,  |)ag.3]2.)  die  nnangenehme  Erfahrung  machte, 
daaa  ihm  die  Fäden  verschwanden.  HauptaSchUeh  deashalb, 
dann  aber  auch  wegen  der  gnlaaeren  Sicherheit  vor  sulalligen  Be* 
achSdignngen  nnd  well  man  auf  Glaa  beliebig  enge  und  genau 
dquidiatanle  Linien  graviren  kann,  aiehe  ich  hier  die  Glaaplatte 
dem  Fadennetae  vor.  Der  in  %  besprochene  innere  Pealtionakreia 
kiSante  ßglich  auf  dieaer  Glaaacbeibe  angebracht  werden,  wo  dann 
der  Index  an  der  FaKsung  fest  sein  maaate,  wibrend,  wenn  der 
Poaitionakreis  am  Rande  dea  Diaphragma  etwa  in  einer  ZShnnng 
beetOnde,  die  Glaaplatte  den  Index  an  einem  beliebigen  Punkte 
ihrea  Urofangea  au  tragen  bitte.  Wenn  daa  Ocular  die  oben  be- 
sprochene Einrichtung  eines  Doppeleinsataea  erhält,  ao  wird  man 
wohl  am  besten  jeden  Einsats  mit  einem  besonderen  Poaitlona* 
kreiae  versehen.  Die  Messung  der  Dimena^onen  wird  um  ao  ge- 
nauer aein  k<innen,  je  enger  die  Linien  gezogen  werden.  Ich  fand 
bei  einem  Fernrohre  von  3  Zoll  Oeflrtung  mit  HOmallger  Vergn'is* 
aerung  eine  gegenseitige  Entfernung  der  Linien  von  O^?  Bogen,  bei 
llmallger  Vergrnsserong  daa  Zehnfache  dieser  Distans  gans  ent* 
■precbend,  da  man  leicht  auf  da«  Zehntel  solcher  Intervalle  achätst 
and  damit  hinreichend  genaue  Reaultate  erhält.  Man  wird  gut 
Ihun,  diejenige  Reihe  von  Linien ,  welche  sur  Messung  des  Positlons- 
Unkels  dienen,  etwa  durch  einseitige  Abblendung  am  Rande  des 
Geaichtafeldea  kenntlich  au  machen,  um  bei  allenfalla  nOtbigen 
S'Saaereu  Drehungen  der  Glasscheibe  diese  Reihe  von  Linien  nicht 
mit  der  anderen  au  verwecbaeln,  und  so  um  90®  falsche  Winkel 
>n  erhalten.  Vielleicht  findet  man  es  bequem,  die  Lamelle,  mit 
welcher  dieae  Abblendang  bewirkt  wird,  mit  Zähnen  au  versehen. 


L^iyui^Lü  Ly  Google 


480t'»  Liiirow:  AmteuifoipeH  üker  astrommische  Beobackmim 

die  nis  ZHhIer  für  die  Linien  des  Mikrometers  dienen.  I^olliwct- 
diger  ist  solche  Zählung  Rlr  stärkere  Vercrn"j8«eri!n!»en  bei  der  ande- 
ren Ueihe  von  Linien,  denen  dann  die  grösseren  Dimensionen  iw 
messen  zufällt.  Somit  wäre  es  für  solche  V  cr^rdsserungen  aoi 
zweckmäspicsten,  diese  aweite  Reihe  von  Strichen,  u  elcbe  nr^spftlu-^« 
lieh  auf  (Im  Aequator  senkrecht  pesteilt  wird,  abznhlendcn ,  und 
die  erste,  zum  Aeqnator  jiarallele,  zum  Unterschiede  frei  zu 
lassen.  Die  (ilasplatte  muss,  ule  man  sieht,  von  aussen  drehbar 
sein,  könnte  also  hier  einen  zweiten,  äusseren  Positiooskreis  habe«, 
der  genauer  getheilt  wlire,  als  der  innere,  und  an  dem  man  durch 
Niederdrucken  eines  abfärbenden  oder  sich  eindruckenden  StifW 
die  Lesungen  am  inneren  PosItionskreiM  ergänzen  und  controli* 
ren  wfirde.  Diesen  registrirendeu  ftomeren  Kreis  allein  und  ekM  | 
den  inneren  anzubringen p  wie  Faye  Tnrschligt»  hielte  ich  wegw  ' 
mOgliclier  Venvechalongen  de?  elotelnen  Mesenngeo  flir  bedcnUidb. 

Um  die  Uhneiten,  deren  mSgUchst  bSu6ge  und  genena  Noti* 
ning  hier  Ton  grosser  Wichtigkeit  tett  ßirdie  renebiedetien  Wakr^ 
nehmuikgcn  zu  erhalten«  wird  man  eich  vielleicht  am  besten  eiset  i 
kleinen  Chronographen  bedienen,  4.  h.  einer  Vorrichhing,  die  ei» 

Rad  von  wenigen  Zollen  Durchmesser  während  einer  kurzen  Zeit 
gleichtiirmig  dreht,  auf  deswen  breiter  Felpc  ein  Papierstreifen  w 
befestigt  wird,  dass  ein  danil)er  auiiel)rachter  Stilt  durch  Nieder- 
drücken Zeichen  darauf  macht.  Die  hicisiee  Sternwarte  besitzt  ^ 
schon  seit  langem  einen  solchen  Apparat  alä  Hilfsmittel  zur  Map'  I 
pirung  von  Sternen,  und  Airy  macht  jetzt  einen  fihnlicben  Vorschiaj; 
für  den  hier  besprochenen  Zv;  eck  (7?.  A.  S.  lilonthly  iSoiices  Vol.  XX, 
pag.  63).  Ich  halte  einen,  ueiin  auch  nur  zur  Noth  erst  an  Ort 
und  Stelle  geschulten  Gehülfen  bei  der  Beobachtung  für  beinahe 
unentbehrlich,  und  dlesrni  wnrdp  ich  das  Geschäft  zutheilen,  den 
Stift  des  Chronographen  in  Thaligkeit  zti  setzen,  oft  er  vom 
Beobachter  dazu  das  Signal  erh?ilt ;  dio  Vergleichung  des  (  hro- 
noj^ra}>hei)  mit  dt  i  Lhr  vor  und  nach  der  Beobachtung  gäbe  die 
entsprechenden  iMomente  ir>  Uhrzeit.  Dieser  (»eljülfe  hätte  auch 
schnell  zu  Papier  y.u  hringcn ,  u  as  man  ihm  di(  tirt  urn!,  im  Falle 
kein  Chronograph  vorhanden,  an  der  Lhr  die  Secuoden  während 
des  Vertäutes  der  totalen  Fiusterniss  beständig  laut  zu  aihlso* 

Mit  aoieber  Vorbereitung  wire»  glaiibe  leb,  allen  bitligea  A>* 
fordern ngen  eiitaproeben  nnd  die  kurae  Dauer  des  PbfinoBMDts 
in  atreng  astronomiachem  Sinne  thunlicbst  aaaaunutaen« 

Es  crübrijjeu  mir  nun  noch  einige  allgemeine  Bemerkungen. 

Da.«P  grosse  Princip  des  Theilens  der  Arbeit  wird  hier  mehr 
als  irgendwo  in  Anwendung  zu  kommen  haben.  Wenn  die  An- 
aAhl  der  Beobachter  anf  einer  Station  ea  aoläaaty  konnte  aebrzQ» 
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Vortheile  der  Sache  jedem  dmelbmi        p^ewlner  TMI  der 

{Peripherie  des  Monden,  %.  B.  ein  bestimmter  Quadimot  i«r  Uebor- 
wachuni;  /u^evrie8en  vrcrden.   £•  würde,  wie  siieh  Cartilgt^tt 

8€hr  richtig  bemerkt,  ungleich  mehr  Notien  brtiigco,  weon  nuui 
eine  beütimrote,  an  sich  sehr  beschrankte  Clegend  des  SoBnemiia* 

kreises  mit  ungetlieiltor  Aufmerksamkeit  betrachtete,  als  weDfi 
man  in  dem  Streben,  alle«  bemerken  zu  wollen,  nur  vage  VVahr- 
nehimm^en  zu  Stande  brächte.  Jedenfalls  sollten  etwa  auf  Pola*' 
rl^ations- VersuLlie,  Anwendung  von  Adtlnometcrn  und  dergleichen 
sich  nur  solche  Beobachter  verlegen,  neben  denen  andere  jene 
Hauptaufgaben  bereits  vollständig  besorgen.  Insbesondere  wird, 
wenn  nicht  unerwartet  günstige  Verlidllnisse  behiilllich  sind,  das 
Aufi>ucbea  von  neuen  Unteren  Planeten  eine  grosse  Anzahl  von 
Beobachtern  erfordern ,  deren  jeder  einen  geuit-i^en  ganz  kleinen 
Theil  des  Himmels  zu  durchlorschen  hätte. 

Hinsichtlich  der  Corona  und  der  Protuberatizen  hat  mir  immer 
die  einfachste  Hypothese  die  beste  geschienen,  nSmIieli:  dass  sie 
Medien  angeboren,  welche  die  Pbotospfaäre  der  Sonne  umhulIeD, 
and  ieh  glaube»  dass  Jeder  Astronom  bei  dem  Anblicke  der  Er- 
scheinung sich  dieser  Ansicht  von  selbst  zuneigen  wird.  DafHr 
sptidit  mir  banptslcblieb  der  Umstand,  dass  die  Form  der  Pro* 
tuberanxen  sich  in  der  Corona  fortseist,  und  diese  an  denselben 
Stellen  ganz  hhnlleb  gestaltete  Henrorragonj^en  zeigt,  so  vrie,  dass 
offenbar  die  Prutoberanzen  nicht  Immer  in  einer  Ebene  liegen, 
sondern  büulig  steh  auf  einander  projiciren.  Es  schiene  mir  fer- 
ner fClr  diese  Frage  so  ziemlich  entscheidend,  t^enn  man  den 
niedrigeren  und  daif&r  auf  einen  grösseren  Theil  der  Peripherie 
des  Mondrandes  sich  ausdehnenden  Protoberanzen  mehr  Aufmerk- 
samkeit schenkte,  als  dies  bisher  der  Fall  war.  Ich  bin  der  Meinung, 
dass  diese  niedrigen  Ketten  Ton  Protobe rnnzen  sieh  überall  dort 
am  ersten  zeigen  %verden,  wo  grOssere  Theile  der  R&nder  der 
Sonne  and  des  Mondes  in  geringer  gegenseitiger  Distana  beisam- 
men verfreilen,  also  bei  den  Punkten  der  Inneren  Berührung,  so 
wie  eher  anf  den  Grenzen  der  Totalzone,  als  auf  der  Linie  der 
CentralitSt,  and  dass  man  durch  eine  gehörige  Verbindung  der 
Beobachtungen  von  verschiedenen  Oertlichkeiten  sich  von  der 
Continoitit  dieses  rothen  Saume»  überzeugen  werde. 

Es  ist  übrigens  eine  merkwürdige,  von  mir  srlhst  wiederholt 
beobachtete  Eieenscliaft  dieser  Protuheranzen ,  dass  man  diesel- 
ben zwar  bleich  und  farblos,  aber  doch  ganz  in  den  Umrissen 
ihrer  volligen  Ausbildung  einige  Secunden  vor  beginn  und  nach 
dem  Ende  der  totalen  Flj:sterni*«s  siebt.  Es  wird  schon  «ie^sbalh, 
so  wie  aus  anderen  nahe  liegenden  Gründen  gerathen  sein,  kurz 
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vor  dem  Verechw  uiden  der  Sonne  das  Blendglas  vom  Fernrohre 
abzunehmen  und  dassellii?  erst,  nachdem  von  der  Soone  mehr 
wieder  erschienen  ist,  als  das  Auf»e  ertragen  kann,  wieder  vor- 
zustecken. INurso,  nämlich  ohne  lilenderlas ,  wird  man  auch  vUer 
Baiiy's  f,beads^'  <>ntsch(Mden  köniien  .  Im  sonders  wenn  man  die 
Vorsicht  braucht,  diejetiii;eri  Tlieile  des  IVlondrandes,  welche  be- 
stimmt sind  f'flr  die  betreffenile  ^itation  die  letzte  und  ersff^  Phase 
vor  und  nach  der  totalen  i  insterniss  711  bilden,  geiiaii  zu  bclrach- 
tet)  und  («twa  zu  Papier  zu  briogeo»  da  ao  der  Lage  der  Moad« 
berge  hier  alles  gelegen  ist 

Eine  wesentliche  Vorbereitung,  der  leider  von  den  Voraosbe- 
rechnern  beinahe  nie  entsprochen  wird ,  ist  die  Kenntniss  dei 
Punktes  der  Mondscheibe,  bei  welchem  die  zweite  innere  BeruhroD« 
stattfindet.  Die  Corona  wird  in  der  ganzen  Geilend  des  Wieder- 
erscbeinens  der  Sonne  so  licht,  dass  den  Heobacbter  besonders  bei 
stärkeren  Ver<rrösser«ni^en  unwillkürlich  die  Hcsorgniss  ergreift, 
er  habe  vielleicht  mcht  den  richtigen  Punkt  im  Auge.  Das**  ai>er 
solche  Unruhe  vom  Lehel  ist,  brauche  ich  nicht  erst  zu  sagen. 
Kennt  der  Beobachter  hingegen  den  Po.sitionswinkel  de«  Endes 
der  Totalitnt,  und  lässt  er  sich  etwa  30  Secundcn  vor  diesem  Ende 
von  seintiii  (Jehiilfcfi  avertiion,  jso  ist  eine  einlaclie  Drehtin*»  dei 
Mikrometers  hinreichend,  um  mit  aller  Bestimmtheit  zu  eriabreo, 
wo  man  den  ersten  Licbtblitz  wieder  zu  erwarten  hat. 

Was  den  verniutheten  Zusammenbang  der  Protoberanien  nit 
den  Flecken  und  Faciceln  der  Sonne  betrifft,  so  sollten  die  rei- 
senden Astronomen  es  den  stabilen  Observatorien  überlassen, 
die  Beantwortung  dieser  Frage  die  notbigen  Daten  an  sanuneb. 
Das  Augenmerk  dieser  letzteren  wird  darauf  gerichtet  sein  afit- 
sen,  mCgtichst  genaue  Kenntniss  von  der  Lage  der  Fleckes  nad 
Fackeln  su  geben»  die  während  der  totalen  Finsterniss  am  Rasde 
der  Sonne  stehen,  also  an  sich  unsichtbar  sind.  Thnnlichst  tahl- 
reiche  Beobachtungen  der  Sonnenflecken  mit  sweckmüsslg  einge' 
richteten  Mikrometern  etwa  eine  Woche  vor,   und  ebenso  eine 
Woche  nach  der  Finsterniss  werden  die  Frage,  welche  Stellung 
die  in  Betracht  kommenden  Flecken  während  der  Finsterniss  ein- 
nahmen,  ganz  besonders  dann  hinreichend  genau  beantworten, 
wenn  man  der  Reduction  für  jrden  einzelneti  1  ieck  jene  Elemente 
der  Rotation  des  Sonncnkörpcrs  zu  Grunde  legt,  welche  aus  den 
Positionen  gerade  dieses  Fleckes  sich  ergaben.    Die  Reductioo 
wäre  allenfalls  ifi  der  \on  mir  befolgten  Art  (A.^.  Bd.XLll.,  S.^.. 
Sitzungsberichte  der  kaiserl.  Akademie  der  Wissenschaften  mathem  - 
naturw.  Cl.  XVll.  Bd.,  S. 411.)  vorzunehmen.    Die  Sonnenfackeln, 
deren  unmittelbare  Beobachtung  schwer  halten  dürfte,  kuootes 
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auf  die  Flecken  bezogen  und  ihre  relative  Lage  gegen  «lir>.  miig- 
lichst  vollstandii^  aniregeben  werden.  Während  der  vier/elm  Taije, 
in  deren  Mitte  die  Finsterniss  lioU'.  sollte  nur  eben  die  Fntuicke- 
luog  von  Flecli.(  (1  und  Fackeln  thunlicht»t  überwacht  werden. 

Uoter  den  Beobachtungen,  die  mit  freiem  Auge  anzustellen 
•iod,  empfeble  ich  wiederboil  (A.  Bd.  XXX H.,  8. 395.)  die  Fe«t- 
«tettung  derjenigen  Orte,  wo  entweder  die  totale  Finsterniss  nur 
eio  paar  Secunden  gedauert  oder  ein  gana  kleiner  Lichtfunke  der 
Sonne  übrig  blieb.  Wenn  man  dafür  Sorge  trügt,  die  Oertlich- 
keit  der  Station  genan  aoxogeben,  werden  f<oicbe  Bemerkungen 
über  die  eigentliche  Lage  der  nördlichen  nnd  südlichen  Grenaiinie 
des  Total itätdgürtele  von  grosnem  Nutien  und  vielleicht  den  zu 
ibniichem  Zwecke  vorgescblageoen  pbotograpbiacben  Abbildungen 
de«  Monden  voranaieben  «ein. 

Scbliei»>Iich  wünsche  ich,  dass  recht  viele  Astronomen  es  über 
sich  gewinnen  mügen,  ihr  Ause  festcebannt  am  Fernrohre  zu  Ia>>en, 
und  auf  den  (iennss  der  Scbrinbeit  des  I*banonienes  im  («aozen 
zu  verzichten.  Nur  wer  dieses  Opfers  fähig  ist»  uiid  wirklich 
Ersprieaslicbea  leisten. 


Nachschrift  des  Heraosgehers. 

Ala  ich  ebendieeea  Hefl  zu  schliessen  im  Begriff  bin,  erhalte  ich 
Nr.  1244.  der  »Astrooomi8cben?iachricbten.  1860.  Marz29.*V 
worin  sich  ein  aehr  lesenswertber  Aufaata:  «,Ueber  die  Pola- 
riaation  des  Liebten  der  Corona  bei  totalen  Sonnen- 
finaterninaeD"  von  Herrn  £.  Edlund,  Professor  der  Physik 
ander  k.  Akademie  der  Wissenschaften  in  Stockholm,  befindet, 
m  welchem  deraeihe  Nachricht  giebt  Qber  aeine  bei  der  in  Schwe- 
den eingetroffenen  totalen  Sonnennnsterniss  vom  28sten  Juli  1851 
an  Wernamoy  einem  beinahe  auf  der  Linie  der  Centrailinie  der 
totalen  FInaterniaa  liegenden  Orte  in  Schweden,  angestellten  Be- 
obachtungen. Aus  diesen  mit  groaaer  Sorgfalt  angestellten  Beob- 
achtungen ergab  sich  ganz  nnaweidentig,  dann  das  Licht  der 
Corona  pnlarisirt  war,  und  es  war  auch  möglich,  die  Dich- 
tung der  Polartöationaehene  zu  bestimmen.  Wenn  nun  Herr  Ed- 
Innd  am  Knde  seines  sehr  beachtenawerthen  Anfaatzea  sagt: 

„Die  Polarisation  und  die  Riehtun!»  der  Polarisationsebene  im 
Lichte  der  Corona  sind  schwer  zu  erklären,  wi  Tin  man  nicht 
annimmt,  dass  di»r  Sonnenkorper  von  einer  Atmos|ihäre  um- 
geben sei,  die  ohne  selbstieuchteod  zu  sein  das  VermOgea 
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besitzt,  die  Ltchtstrahlen  zu  rcflektiren.  Nimmt  man  die 
£xi$tenz  einer  soi«  hen  Atmospli  ire  an,    so  werden  die  too 

mir beoha«  Ii t e V. rsf  he i fi ii u r>eü <1  a v oii ei ne  nothwendi«« Folge 
sein  und  k'inneu  vorausgesagt  werden.  Von  ii l>riL;on  Unistan 
den,  welche  tür  das  Vorhandensein  einer  Sonnen -AtninsphSre 
ßpreclien,  will  ich  bloss  <Iic  erst  im  Jahre  185*2  von  Herrn 
8ec ch  i  gemachten  Wahriieliiiiurii^ea  hier  ervvlihnen,  zufolse 
deren  die  Sonnenscheihr;  \ou  der  Mitte  nielir  Wärme  als 
von  Punkten  n.ifier  an  ilt^r  l^'rijilierie  ausstrahlt,  woraus  man 
die  Folgerung  schon  gezogen  hat,  dass  die  Photosphäre  von 
einer  wärmenden  absorbicenden  Atmosphäre  omgeben  Mio 
möge;*' 

so  stimmen  wir  ihm  darin  ganz  bei,  und  sind  der  Meinung,  dtss 
auf  diese  Weise  ein  neuer  Beweis  geliefert  ist,  dass  die  bei  totalen 
Sonnenfinsternissen  vorkommenden  merkwürdigen  Erscheinungen 
lediglich  der  Sonne  und  nlclit  dem  Monde  aiigehüreji,  «enn 
mau  auch  hiervon  nicht  schon  anderweitig  längst  überzeugt  wäre- 


i  8  c  e  1 1  e  II. 


Die  gemeuisohaftiichen  Tangenten  sweler  Kreise  zu  sucheu. 

Von  Herrn  Dr.  VV.  Stamm  er. 

Gleietmngen  der  beiden  Kreiw  seien 
Bezeichnen  wir  dann  mit  s' ,  y'  die  Berührangspunicte  des  ersten 


und  mit  af*,  y"  die  des  xweite^n  Kreises,  so  hat  man  noch  die 
Mden  Gleichungen: 


SK^s^'^    y'-A'-  P^^' 
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Erliebt  man  die  letzte  Glejcbmig  in's  Quadrat,  addirt  auf  beiden 
Seiten  1,  so  kommt: 

y'  —  k'  _     t'  _x'--'h' 


i>adurcb  tieicrt  diu  erste  der  beiden  letzten  Gleichungen: 

y.-A')  <*'  -  A")  +  (ar«  -s')    -ff")  =    (-r»  T  r»). 

Da  dies»  Gleicbung  an  die  der  i'olareu  erianert,  multipiicire  man, 

r' 

m  In'»  sweito  Glied      sa  erbalton«  mit  ;  da«  gibt 

Jetaf  setze  man: 


daber 


vnd 


(y  -  Ä)  (ar.  -Ä') + («'     )    -y ) = r'« 

Die  geendittD  BerOhnrngaponkte  aind  also  die  Dnrcbachnltlipankte 
dea  Kreiaea  I  mit  dar  Polaren  dea  Paaktee  ^r«,  jf^.  Da  nun  sirel 
a»Me  Pankte  ^r^,  ^  eiiatiren  (wagaa  dea  Zeiehena  db)»  ao  gibt 
m  alao  In  Allgeraeiaen  vier  BarfflirungspoBkta,  mithin  aneh  vier 
Tangenten.  Sollen  diese  Punkte  eziatlrenj  aa  mnaa  die  Polare 
den  Kros  sebneiden ,  mitbin  die  Pnnkte  st^ ,  ^  anaaerbalb  oder 

anf  dem  Kreiae  liegen,  also         flr')^+(yt^Ä'j*^r'*,  woraus 

man  die  bekannten  Bedingnngen  ableltei  ^  Andermeita  aeigen 
die  Anadrflcke  f&r  «  ji^»  daM  dieae  Punkte  die  Centrale  im  Ver- 
biltaina  der  Halbmeaaer  tbellen  and  mitbin  mit  den  MiCtelpunkten 
barmoniaclM  Pnnkte  sind.  Nimmt  man  ana  einen  dritten  Krela 
bmxn  und  nennt  die  nenea  beidea  Phiare  Aebniicbkeitspankte  ,  ^ 
^1 »  STi  f  so  bat  maa : 

h"r'  ±  h'r"  hTr'-^h'i^        _  ^r^  l  h^f^ 


ffr'  4-  (fr" 


U.  6.  W. 


Daber 


_  AV  db  {h'r")  ±  h"!^  T  {h'^r'')  —  h"'T'  +  h'r^ 
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Die  Zeichen  der  einireklanimerteD  Ausdrücke  rühren  von  yg.Xj 
her,  lind  da  diese  von  ^r^,  t/j  unahhängig  sind,  so  folgt,  «ir^s  die 
eingeklammerten  Ausdrücke  unter  sich  und  ebenso  (iie  ruht 
eingeklamniertf n  unter  sich  zugleich  mit  dem  uberen  oder  dem 
unteren  ecnonniuii  ^^  «rden  müssen,  dass  aber  die  Zeichen  derein- 
geklaiiinirrten  von  den  anderen  nicht  abhängen,  i^ben  dieselbe 
Bemerkung  gilt  für 

9t-*9»  _  T (A"rO  —  h'r"  ±  /i V^->- hV  ±  ih"'r') ^ h'¥*' 

Zur  Bildung  dieses  Aoadrackes  miws  man  erat  Z£bler  und  llei* 
Der  von  mit  -^X  mttltlpliclren,  ao  daaa 

Beachtet  man  nun,  dass  die  einjyeklamnierten  Glieder  in  beiden 
ßriiclieri  zuLileich  mit  dem  oberen  oder  nnteren  Zeichen  genom- 
men werden  müssen,  weil  sie  sich  auf  denselben  Funkt  beziebeo, 
und  dass  die  oberen  Zeichen  dem  inneren,  die  untern  dem  äus- 
seren Aehnlicbkeitapunkte  entsprechen ,  und  dass  ferner  drei  vod 

den  aeehs  Punkten  in  einer  Geraden  liegen»  wenn  ^ — ^3^— — ^, 

»  X^—X^  Xi—X% 

ao  erhält  man  aus  der  Vergleichung  der  beiden  Brüche  für  die 
verschiedenen  Zeichen  sehr  leicht  den  bekannten  Sata  Ton  des 
▼ler  AebnlichkeitsÜnien. 

Wenn  auch  dieser  Beweis  etwas  weitlftofig  Ist,  so  bat  er  doch 
den  Vortbeil»  aefar  allgemein  au  sein  und  nicbt  (wie  der  vm 
Flacker)  emen  anderen  Lehraats  vorauasaaetaen. 


Ans  einem  Schreiben  des  Herrn  Dr.  Zehfuss  In  Heidel- 

berg  an  den  Herausgeber. 
Ich  bebe  eine  unter  gewiaaen  Vorauaaetzongen  aebr  allge- 
meine Formel  gefunden ^.welebe  ein  bestimmtea  Integral  mit  das 
Grensen  »  und  0  auf  ein  anderes  swiscben  denselben  Gremen 
surfickflUbren  lehrt»  wobd  sieb  bSu6g  Bestimmungen  ergebeo. 
Ueberdiess  erhält  man  wegen  EinfShrung  dos  Imaginfiren  alleiaii 
zwei  Formeln  auf  einmal.  Eine  Skizze  desjenigen  Theils  meiser 
Formel,  welcher  zur  lierleitung  des  einen  von  Herrn  Lector  Lind* 
man*)  erwähnten  Integrales  hinreicht,  iasst  sich  wie  ioigt  geben. 

F{x)dx  au  verwandeln,  denke  man  es  als  efoee 
apealellenVall  ^(0)  von 

•)  Heft  I.  dieaM  TheiU.  S.  118. 
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1)  Unter  Voraussetzung  der  Differentiirharkeit  die- 
§99  Inte^^rales  nach  jedem  positiven  Wertbe  von  y 
(vrozu  vor  allen  Dingen  die  Endlichkeit  und  Stetigkeit  von  F{x'\-yi) 
ftr  alle  Wertha  tod  x  und  jf  zwischen  0  und  od  gehurt)  ergibt  eich: 

0 

£•  Ml  D11II  V  00  bestimmt»  dass  für  n=  ce 

werde,  wo  h  einen  constanten  Werth  vorsteilt.  Nun  ist 
also 

2)  Wenn  non  i'>],  so  ftllt  rechter  Hand  das  erste  Glied 
weg,  und  indem  man  für  y  die  Grenzen  oo  und  0  annimmt^  entsteht 

3)  Falls  daher  ^(ao)=:/  fX^v-f  Terschwindet, 
bleibt,  da  i^(0)=zj^'^  F(x)da:  ist: 

/X  /»OD 

o 

In  dieser  Fuodameotalformel  setze  man  nun 

■  /x*)= — ,  wo  ,i:<i,; 

aMMB  aiDd  die  B«diBgoitg«a  (1>,  (2),  (3)  «rflillt,  abo  iat 

— r+^^^-V  -rar-««" 

o  o 

t 

4.  b«  nach  Trennung  des  Realen  und  ImaginSren : 
uad 
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-810(2,1- rr-2=»tof*»j/  -Y^*-^'* 

aal  bellen  Gleiehoogra  ergibt  skli  darch  AnflOfleD: 

Das  aodeiB  von  ll«rrn  Leetor  Lindman  erwähnte  lotegral  war 


0 

Man  hat 


_    ,  /**  cos  (g — 6)  — •  cos  (o  -j-  6)  j? 


Da  nun  nach  eintr  Mannten  Formel 


s 


X 

ist »  so  Ifisat  aicli  der  vorige  Wertli  avcfa  setzen : 


/*  e~(— g-(-f*)*  _    a  +  6 


Nachsat s.  Um  den  Werth  des  l>estimmten  Integrales 

»  sinM^»^#ifa 


=/ 


SU  ermitteln,  worin  n  and  /:  gerade  positive  Zahlen  sind,  ver< 
taneche  man  x  mit  im?;  «liess  gibt: 


cid;* 


^1 
Nun  sei 

An^^^Hax)  s=  ^1  sin  ax  4-  slnSoar -f-  .^ss  ZAm^\nmax , 
wo         ^f....  BioomialcoeflScienten  vorstellen.    AUdano  i^t 

Differentiirt  man  beiderseits  nmal  nach  a>  so  kommt: 
aUo  Ut 

s  t 

Ueideiberg,  den  Z,  Februar  1860. 


LtterariuAt-r  UtNcUi  cXÄXtll.  \ 


Literarischer  Bericht 

CXXXIII. 


Joseph  Orallich, 

PrsfaMor  der  liühvrea  Phjsik  u  der  Uaiveniltl  u  Win, 
•terbf  kAoni  30  JaKre  tU,  in  Wien  an  der  Schwindtaeht 

•m  13.  September  1859. 

Der  IleraiisaclHT  des  Archivs  ist  durch  die  Nachricht  von  dem 
Uahinscheidf^n  des  ()bii:en  trefflichen  jungen  mathematischen  Pliy* 
sikers  wahrhalt  crscliuttert  wordet».  Kr  liatte  im  Jahre  1850  das 
Clück,  dcnselhen  jiersöniich  kennen  zu  lernen,  namentlich  einige 
iliii^  euis;  unver|[;e8sliche  Stunden  in  dem  engeren  Familienkreise 
eines  von  ihm  wahrhaft  hochverehrten  Mannes  mit  dem  so  fn'ih 
Pahini^eschie<l«'TKM»  zu  verlehen ,  nnd  ulauhtc  damals  in  demselben, 
im  höchsten  Grade  angezogen  durch  die  grosse  LiehenswHrdig- 
keit  und  AnspruchAlosigkeit  seines  Wesens,  einen  jungen  IMaon 
von  blühender  Gesundheit  zu  erkennen,  —  wenigstens  seiner  äus- 
iseren  Erscheinuni;  und  dem  ersten  dadurch  hervorgebrachten  Ein- 
druck nach,  worin  man  sich  ohne  nähere  Kenntniss  Ireiiich  leider 
nur  zu  oflt  täuschen  kann.  —  Desto  erschütternder  und  beträbender 
musste  natürlich  die  Nachriebt  von  seinem  Tode  wirken.  Was  G  rai- 
lich der  Wissenschaft  war ,  zeigen  seine  Arbeiten,  uitd  Alle,  die  ihm 
näher  standen,  namentlich  seine  trefflichen  Lehrer,  wissen  es; 
mehr  über  seinen  Werth  zu  sagen,  ist  jetzt  hier  nicht  der  Ort; 
es  kann  nur  der  Wunsch  ausgesprochen  werden,  dass  derselbe 
recht  bald  in  einem  ausffibrlichen  Necrolog,  um  dessen  Einsen« 
duog  der  Herausgeber  de«  Archivs  dringend  bittet*  voUst&ndig 
fMIrdigt  werden  möge.  CU 


lllechailik. 

Ctuieitung  in  die  Mechanik.  Zum  Selbstunterricht 
mit  Rücksicht  auf  die  Zweclce  des  praktisciien  Lebens 

TkL  XXXIV.  Hfl.  K  1 
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von  H,  B.  I^fibsen.  IV.  Thcil.  Fortsetzung  der  Dynaiutk 
fester  Kr.  rpcr.  V.  Hydrodynamik.  VI.  A  er  od  vtiamik« 
Mit  51  Figuren  im  Text.   Hamburg.  O.  Meissner. 

Wir  freuen  uns,  das«  unser  im  Literar.  Ber.  Nr.  CXXIX. 

ausgesprochener  Wunsch,  dass  noch  die  auf  dem  obigen  TMd 
angegebenen  Theile  der  Mechanik  als  Fortse(zunii  der  früheren 
in  der  genannten  Nummer  des  Liteiarischen  iU  rit  lifs  angerei^^ten 
Theile  dieses  empfeblensuerthen  Buchs  erscheinen  inutiiten.  schon 
jetzt  in  Krlüllußg  gegangen  ist.  Die  Fortsetzung  der  Dynamik 
enthalt  die  Gesetze  der  Pendelschwingungen,  die  Lehre  vom 
Mittelpunkt  des  Schwunges  und  des  Stosses  und  die  Lehre  von 
der  Wirkung  oder  Arbeit  der  KrJifte,  w  o  hieb  auf  S.  119.  die  histo- 
rische Notiz  liiidet,  das«  das  Maass  der  Kräfte,  welches  maa 
jetzt  eine  P  fc  r  d ek  ra  ft  nennt,  daher  entstanden  «ein  soll,  <!  i>s 
Watt  gegen  einen  Fabrikanten,  der  eine  [Vlüble  durch  acht  Pferde 
bewegen  Üess,  geäussert  haben  soll:  er  wolle  ihm  eine  Danipi- 
maschine  liefern,  welche,  bei  geringeren  Kosten,  dasselbe  leiste, 
mit  derselben  Kraft  wirke,  wie  jetie  acht  PI  erde.  In  der  Hvtiro- 
dynamlk  inul  Aerodynamik  hat  sich  der  Herr  \  erlasser  nur  auf 
das  Allernothwendigste ,  in  der  gewöhnlichen  Praxis  am  Häufis* 
sten  Anwendbare  beschrankt,  nämlich  auf  die  Lehre  vom  Aua- 
fluss  des  Wassers  aus  Gefässen  bei  constanter  Oruckhohe,  die 
Lehre  vom  Ausfluss  des  Wassers  aus  prismatischen  GeßUacii  ^ 
constanter  Druckböhe,  die  Lehre  vom  Stoss  des  Walsers  gegen 
feste  Körper  und  umgekehrt,  und  auf  die  Lehre  vom  Ausflusse 
der  Luft  aus  Behältern.  Bei  Wi8senschaft<Mi ,  drrm  Natur  noch 
«o  sehr  eine  bloss  hypothetische  ist,  wie  die  der  Hydrod\ nanuk 
und  Aerodynamik,  halten  wir  bei  einem  Buche  von  der  Tendent 
des  vorliegenden  die  «ehr  engen  Grinsen ,  die  der  Herr  Verfasser 
«eh  hier  gezogen  hat.  für  yOltig  sweekentsprecbend ,  und  ver- 
weilen übrigens  rücksicbtiieh  unsere  allgemeinen  Urtbeile  al»er 
diese«  Bach  auf  die  oben  angegebene  Nummer  des  Literar.  Ber. 


Physik. 

Der  liedaction  des  Archivs  ist  der  nachstehende  Cat.ilog  j 
akustischer  Apparate  zugesandt  worden,  welche  bei  Herrn  Ru-  ) 
doiph  Künig  in  Paris  (Place  du  Lyc<$e  Louis -Le- Grand,  5.) 
verfertigt  werden.  Schwerlich  wird  man  anderwXrts  eine  eo  roll- 
ständige Sammlung  schöner  und  neuer  In  das  Gebiet  der  Akustik 
einschlagender  Apparate  finden,  wie  hier,  wobei  wir  hemerken, 
dass  anteh  die  Preise  une  seht  missif ,  OberaN  dem  .Wertfee  du 
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Apparate  enUprecbend ,  ane^esetzt  zu  i^ein  scheinen.  Wir  hätten 
ans  daher  für  ▼erpflicbtet,  unsere  Leser  auf  diesen  Catatog  auf- 
iiierksam  zu  machen,  welcher  in  systeniatischer  Orüuuog  237 
iNummero  enthält.  Die  iiaupt  -  Hubrikeo  deiwelben  kwnnep  wir 
in  Folgenden  leider  nur  nogeb^o: 

Catalogoe  des  pfincipaux  appareila  d^Aeonstique, 

qai  se  fabriquent  chez  Rudolph  Koenig  h  Paris»  Place 
da  Lycee  Louis-Le-Graod,  5.  Paris,  Inipriinerie  Bailly, 
Divry  et  CS  Place  Sorbonne.  2.    J85Ü.  8«. 

I.  Appareils  ponr  la  production  du  son  dans  les  prineipaux 
cfts  (N<».  1—30.).  II.  Etudea  aur  Torigine  et  la  oature  du  son 
(S^.  31—45.).  —  III.  Appareila  poar  traeer  et  poar  eompter  les 
ribrationa  (N^.  iG-'ÖS.).  —  IV.  A[>|)areils  pour  d^terminer  la  vitesse 
delapropagatton  du  aon  (N^.  56 — 59.).  —  V.  Appareils  pour  l'etude 
lies  mouveraents  ondulatoires  et  vibratoires.  (N**.  60— 79.).  —  V|.  VI«- 
brations  de  l'air  (N«.  80—123.).  —  VIL  Vibrations  des  cordea 
(MO.  124—133.).  ^  VIIL  Vibrationa  des  nenibranca  (NO  134-143  ). 
-  LX.  Vibrationa  dea  vergea  et  lamea  (N«.  144--1Ö&).  —  X.  Vi- 
biaHeaa  des  plaquea  (N<*.  199—172.).  —  XI,  ComninDicatioii  dea 
fibrattonaet  ayts^mea  vibranfa  (N<*.  173— 19a).  —  Tableauz  pelalt 
äThttile  de  1  niMre  SO  aar  I  ni^tre,  aer^ant  aux  dtoonatratieaa 
pobliquea  d*iNi  eoara  d'Aconatiqoe  (N^.  191 — 232.),  —  Quelqoea 
Hiod^ea  d'anatemie  diaatiqae  da  Dr.  Aaaonz  (N®.  233—237.). 

Man  wird  hieraus  die  grosse  Vollstandigkoit  dieser  Sanimliuig 
ergehen  und  die  besondi^te  Hinweisung  der  physikaii8chen  Kabi- 
nette aller  Lehranstalten  auf  dieselbe  gewiss  gerechtfertigt  finden. 
I)et,onder8  interessant  \»i  al)or  noch  die  dem  vuiliegenden  Catalog 
iieigelegte  Anzrii^e  eines  von  Herrn  d  e  u  a  r  d  -  Tj  on  8cott  er- 
tufuU'iu'M,  von  Herrn  Rudolph  koenig  rorjstruirteii  In8trunientis, 
welches  unter  dem  Namen  ..  Phonimto^jrrtphC  den  Zweck 
hat,  die  den  Schall  bedingenrien  vibratoriüchen  Bewegungen  L!;e- 
wissermasaen  niederzuschreiben  oder  bildlich  darzustellen.  Des 
Intfreaaea  wegen ,  welcbea  dieses  Instrument  noth wendig  erregen 
mvM»  lassen  wir  das  Wesentliche  aus  der  uns  vorliegenden  An* 
zeige  nachstehend  abdrucken»  Uideoi  mr  dea  Weiteren  wegen  auf 
den  Catalog  aelbat  rerweiaen : 

Le  Phonau  tographe,  appareii  jiour  la  fixation  gra- 
ublaue des  bruits,  des  sons,  ile  la  voix,  invente  par 
M.  Edouard-Leon  Scott  et  eoej*  fruit  par  M.  Kudolpb 
koenig,  constructeur  d  in«»tr  uments  d'acousti  qu  e,  a 
Paris,  Place  du  Lycee  Louis -Le-Grand«  0.  ßrevet« 
irau^aia  (8.  g.  d.  g.)  et  eirüugers. 
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M.  L^on  Scott,  voue  per  profcs^sion  ä  l  ötude  ar!i*tiqoe 
et  savante  de  la  typograpbie,  a  consacre  annees  d'effort*  «t  I 
de  sacfifices  ä  la  recherche  d'uiie  impression  naturelle  des  pbeno- 
n^neB  Roimres  ;  |(lii>ienr6  societes  scieritiiiques  et  des  profes^coT* 
emiueiUis  ont  reru,  a  differentes  repnj?es,  conimanication  dct«  epreii 
ves  par  lui  obteiiues  de  5ons  de  l  air,  de  bruits,  du  rhnnt  des 
Instruments  de  niusiqtie  et  de  la  voix.  11  est  en  nje^iirc  aujfjurdhui 
de  fouroir  aux  savant»  et  aux  praticieiiP  un  Instrument  capablede 
rtfalUer  iem  exp^rtences  le«  pliM  curieases  et  les  plus  varidet. 

L^inveotear  a  dA  latter  longteinp«  eontre  les  obatadea  de  teile 
natnre  qui  ae  raneoatrent  4  la  nalsaanee  dea  ddcooTcrtaa  tmpor- 
tantaa,  dont  le  rdaiiltat  ne  a*adreaae  paa  fmmddtateaient  i  la  » 
tiafactioii  dea  beeoina  matdrieln.  Hevreoaemeat,  vn  aaziliaira  W 
«at  arrivd.  M.  Radoiph  Keenig  aVat  mia  a  aa  dtapeaitioa  fm 
la  comptole  miae  en  oeuvre  de  la  pbeoautographie.  M.  Statt 
delt  beaoeoap  h  ce  conatructeur  babile  poor  TezdetttioD  r^Kke 
.de  rinstrament,  la  disposition  de  ses  diverses  parties  dans  de 
boniies  conditions  acoustiques,  rinr^eoienx  agencenient  qui  doit 
perinettre  a  Tappareil  de  figurer  honorahlement  dans  uu  cabinet 
de  physique.  En  nioins  de  six  niois,  la  coilaljoration  de  l'inven- 
teur  et  du  constructeur  a  donn^  naissanoc  au  Piionautograj)he,  eu 
ce  luoment  souinis  a  rappreciatiuii  et  au  jugenicnt  du  luund«  de 
ia  acieuce  et  de  l'art. 

La  adrie  dea  eiperieoces  d^jä  rduaaiea  et  qui  eat  iadiqMe 
ploa  loio  roontrera  Tetcndue  dea  aervices  que  le  nonvel  inatnuBHl 
eat  appele  a  rendre  a  la  acience  ainai  qu'aux  arta  entre  lea  miiM 
dea  pbyaieiena,  dea  pbysiologiatea,  des  proreaaeura  de  eeaacm- 
toire»  dea  lingulatea,  dea  facteara  d*inatniroenta,  dea  amatears 
eurlenz»  dea  cbercbeura  rdpandua  aar  la  aurfaee  de  TEarope  ft* 
▼aate.  Ii  aulBra  de  dire  lei  qu'oo  obtient  facilement,  dto  aaJoa^ 
d'bui«  one  impreasion  correcte  d'nn  graiid  noaibre  de  moavemeati 
rapidea  et  apdclalement  dea  nioovemeata  vibratoirea  qnl  a'acceoi- 
pllaäent  dana  Tair  et  qui  aoni  prodaita  par  dea  inatmineDta  qad- 
conqaea«  aoit  de  nidcanique.  de  pbyaique  oa  de  lanaiqne»  ou  mit» 
dea  ¥o!x  ou  d*avtrea  agenta  pbysiologiquea,  et  qu'oD  peot,  par 
ezteoalon»  ea  maltiplier  lea  dpreuvea  par  lea  noyeaa  coamia« 

Voici  one  adrie  d*expdrieocea  qo'oa  peet  rdaliaer  par  U  pba- 
nanfograpbie : 

1**  Ecrire  lu  niouvonient  viiiratoire  d  un  solide  quclcunque  pniir 
aervir  de  terme  de  comparaiäon  avec  les  nirm vpjuents  d  un  fluid*'; 
cotnpter,  an  nioven  du  chroiiometre  potnteur,  ic  noinbre  de  vibfA' 

tloo«  cxeiutees  par  ce  solide  daua  1  unilö  de  tenipa; 
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^  ün  dtapason  ayant  etö,  par  ie  raoyen  de  l'experierice  |)r^c^- 
deote,  etaionne  a  un  norabre  d<^terinin^  de  Vibration»  dans  l  unite 
de  teinps  (500  oo  1000  par  exemple),  coropter»  en  Ie«  faisant 
^ire  simultanämeot»  Ie  nombre  des  vibralions  aecomplies  par  un 
igtnt  apte  k  vibrer  (solide  ou  fluide)  dans  an  espace  de  tenpe 
wmA  coart  que  Ton  fondra  (quelques  niilli^mee  de  seconde). 
Exerople!  eompter  et  mesiirer  les  phase«  diverses  d'un  Inruit  et 
Jm  iatervallee  de  tenips  comprie  entre  des  ph^nomdnes  eonoree 
lapidM  et  SQccessifs ;  eproever  la  aoeorittf  reiatiTe  des  metaai^ 
dea  alliagea»  dea  boia,  etc.; 

2^  Ecrire  lea  ▼ibrationa  produltea  dana  one  membrane  par  im 
tayan  on  pinaieara  aonnapt  dmultandmenf,  ea  eompter  Ie  nombre» 
en  Diontrer  Ie«  phase»;  obtenir  la  Ggure,  oa  diai^raninie  acousti» 
qoe,  de  chacun  des  accords  et  dea  dlssonnances ;  Ecrire  de  meme 
le  chnnt  d  instrnnients  ä  vent  quelconques,  niontrer  Ie  timbre  projtre 
de  ces  instruments ;  t^crire  le  inouvenient  compnse  re.sultant  de 
snns  de  deux  uu  de  plusieurs  iiistruments  jouant  simultanement; 

4^  Ecrire  le  cbant  d'un«  toix;  en  meaurer  T^tendue  par  le 
cbroDomfttre  pointeur  ou  le  diapaaon  ^talon  pointear;  Ecrire  la 
gimaie  d'un  chanteur,  en  meaurer  la  justesae  par  ie  diapason 
pointeur,  en  montrer  ta  poretd  (ou  risochronisme  dea  vibrations) 
aiDsi  que  le  timbre;  Ecrire  une  melodie  et  la  transcrire  k  l'aide 
dadiapaaon  pointeur;  ecrire  le  cbaot  aimultan^  de  deux  Toix^et 
«B  montier  Taecord  en  le  döaaccord ; 

Etudier  acouatiquenient  lea  monvementa  physioln<;iques  ou 
patbologiqnes  de  Tappareil  yoeal  et  de  ses  parties  pendaat  les 
diff^rentes  Emissions  de  fion,  le  cri,  la  toux,  etc.;  marquer  lea 

accicients  de  timbre  propres  u  uiie  voix  donn^e; 

6^  Etudier  la  voix  articulee  et  la  d^claraatioo«  aioai  que  lea 
&graaimea  ayllabiquea,  etc.; 

7^  Inaerlre»  i  Taide  d*ajuatementa  aaceaaolrea,  lea  moaveneDla 
da  paodule,  du  toten ,  de  Taiguille  aimantde»  le  niode  de  locomo* 
ta  d'un  inaecte,  ete. 

Prix  de  Tappareil  complet,  dont  le  chronomMre  et  la 
iBapaaon  dtalennd,  mentionoda  I®  et      fönt  partie  •  .  600  fir. 
—  Le  mtae,  avee  cyliadre  et  porte-membrane  en  bola  .  400  „ 

Bien  que  Tappareil  »ott  d  un  mauTement  Taeile,  et  le»  mani* 
pniations  ndcessaires  k  Tobtentioii  et  a  la  fixation  des  «^prenvea 
anssi  afanplea  que  pea  nombreoses,  il  sera  donne  aus  peraonaea 
qvi  se  praeareient  nn  appareil  me  inatnietleB  ddtaUMe  poar  aon 
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iSaJreMser,  pour  i'äcquUUlon  iJes  appureiU«  ä  M.  Rudvlph 
Koenig,  seul  coii#tru4;|eur,  4  Paris»  pUce  du  Lyc^  Lrfiui»-ia- 
Grand,  n®.  5; 

Et  pour  les  eessions  de  brevet«,  i  M.  CloQv«t,  mt»^ 
nie  Saint»  Jecqaes,  d<>.  320« 

Aiileituui^  y.u  den  magn  eti  s  cli  e  n  Beo  hach  t  uiigeD. 
Von  Karl  Kreil,  üirector  der  k.  k.  Central- Aostalt  für 
Meteorologie  und  Erdiiiag  n  etismus  u.  8.  «v.  Zweite  ver- 
mehrte Auflage.  (Als  Anhang  zum  XXXII.  Bande  der 
Sitzungsberichte  der  m  a  f  Ii em.-natur w.  Classe  der  Lk. 
Akademie  der  Wiseenschaften.)    Wien.  1858.  8. 

Wir  freuen  uns  sehr«  diese  Qcve  Auflage  einer  aus  ihr« 
frflhmo  Ausgabe  binreicbend  bekannten  trefflichen  Schrift  aniel* 
gen  zu  bSnneo.  Jedenfalb  enthält  diese»  aue  der  Feder  eiaai 
mit  der  Anetellimg  magnetiecber  Beobachtungen  nnd  allen  dan 
gehSrendeir  ftiteren  und  neueren  Apparaten  ao  ▼ollkommen  wie 
irgend  Jemand  vertrauten  Matinee  gefloaeetie  Sehrill  eine  der 
besten  Anleitungen  au  aolchen  Beobachtungen,  welche  es  gl«M» 
und  muss  aAcu»  die  sich  mit  solchen  Beobachtungen  besdlK* 
gen  wellen t  dringend  empfohlen  werden,  da  wir  sie  Air  Jtde% 
der  sich  solchen  Arbeiten  tu  widmen  denkt,  geradeau  unentk^ 
ticfa  halten.  Auch  künnen  wir  namentlich  die  Vbr^heivng  gebei^ 
daas  tu  dieaer  neuen  Ausgabe  alle  seit  dem  Erscheinen  der  entei 
gemacMen  neuen  Erfindungen,  sofern  sie  wirklich  wissenschift- 
licfaeo  und  praktischen  Werth  haben,  sorgftitige  Berfleksicbtigaog 
gefunden  haben»  uud-dass  alle  Instrumente  und  Apparate  denk 
sehr  saubere  Holsschnitte  erläutert  worden  sind.  Auch  sind  dliB 
Methoden  vollstfindig  ausgerechnete  nunieristhe  Beispiele  ber^- 
worden,  entnommen  aus  den  vielen  praktitschen  Arbeiten, 
welche  Herr  Dirertor  kriiil  juif  ilie^era  Felde  in  einer  langen 
Reihe  von  Jahren  in  allen  T  hei  Ich  des  usterreichi»icheii  Kaiser- 
staats aufgeführt  hat.  Zuerst  beschäftigt  sich  die  Schrift  mit  deo 
Bestimmungsstiicken  der  magnetischen  Erdkraft,  nämlich  I.  der 
Declination,  II.  der  hori/^ontaltn  interij^ität,  III.  der  Inclinattoo; 
hierauf  folgen  die  Variation^- Apparate  und  dann  die  astronomi- 
schen Beobachtungen,  die,  wie  sich  von  seihst  verKteht,  mit  jeder 
niaizhetischeii  l5eottachtung  zu  verbinden  sind.  Den  ^chiuss  1  ! 
det  eine  Iveihe  von  Tafeln,  welche  zur  esentlichen  Erleirhürui 
der  Uechiiungen  «ehr  geeignet  «ind,  r»amlich  :  I-  Tutel  iür  ili'- 
MittagKverbefcserung.  11.  Tafel  für  die  MitternachtsverbeKseruwft- 
III.  Tafel  ffir  die  mittlere  RefrÄcIion.  i\  V.  VI.  Tafeln  für  die 
CorrectioDcii  wegen  des  Luftdrucks,  der  Temperatur  des  Qacdi' 
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«ilhers  und  der  Temperatur  der  ä«s?*ereii  l^uft.  VII.  HOhenparal- 
laxe  der  Sotine.   Vlll.  Logarithmeu  von  m  uud  n*  Bemerkuagi^n. 

*MOge  der  Herr  Verfasser  durch  Beachtong  seiner  aasgeselcli- 
oelen  8ebrill  in  mSgliciist  weiten  Rrelsen  üBr  seine  bei  der  Re- 
arbeitaog  dieser  neuen  Aullage  gehabte  Mühe  reicbficb  belohnt 
werden« 


Astronomie. 

Gewiss  ist  es  den  Lesern  des  Archivs  interessant,  zu  ver« 
nehmen,  da$.s  die  Erben  8churoacher*s,  des  früheren  bertihiu* 
ten  Directors  der  Stern>varfe  in  Altona,  dessen  BrieCaechsel  mit 
Gaass  und  Oihers,  im  Ganzen  5  Bände  ä  28  Hocen,  herrins 
sngelien  beabsichtigen,  und  da^s  die  Leitung;  illeses  Unterneh- 
menft  jedenfalls  keinen  besseren  Händen  anvertraut  «erden  konnte, 
als  denen  seines  trefflichen  Nachfolgers ,  des  eegenv\  artit^en  hoch- 
verdienten Directors  der  Altonaer  Sternwarte,  Herrn  Prof.  l>r. 
C.  A.  F.  Peters.  Je  mehr  der  Unterzeichnete  selbst  das  An- 
denken Schumacher's  mit  aufrichtiger  l^ietfit  in  seinem  Herzen 
bewahrt,  und  je  mehr  er  sich  durch  die  Freundschaft  des  treff- 
lichen Herausgehers  geehrt  und  beslilckt  föhlt,  je  mehr  er  aber 
auch  —  fias  nntfirÜrh  hier  die  Hauptsache  ist  —  von  der  sehr 
grossen  WrthticUeit  dieses  Briehvecbsels  in  wissenschaft- 
licher Rücksicht  überzeugt  ist:  dest(j  mehr  halt  er  sich  (lir 
verpflichtet,  die  Leser  seiner  Zeitschrtlt  auf  dieses  interessante 
und  wichtige  Unternehmen  aulnierksam  zu  machen  irnd  die  er- 
schienene desfalUige  Anzeige  nacbsteheud  vollständig  abdrucken 
an  lassen.  Gruner t. 

Aufforderung  aar  Subseriptiou  auf  SehniDacher's  wis* 
sensehaftlicbe  Correfipondenz. 

Die  Erben  meines  berühftiten  Vorgängers  Schumacher  beab* 
sichtigen«  die  narhgeiassenc  \vtssenst  hartiichc  Correspondenz  des- 
selben herauszugeben  und  hal>en  ii)ir  (!ie  Ordriiinij  und  Auswahl 
der  Briefe  flbcrtragen.  Diese  P^ricte  ^ind  \ve2:en  der  Verbindung, 
In  weicher  Schumacher,  beituihc  ein  halbes  Jaitrhuodert  hin- 
durch, nicht  allein  mit  den  Astronomen  und  den  Verfettlgem 
astronomiseher  Instruinente,  sondern  auch  mit  vieleu  bervorragen* 
den  Cielehrten  der  verwandten  Wissenschaften  stand,  von  gree* 
nur  Wichtigkeit  fSr  die  Geschichte  der  Fortschritte  der  exacten 
Wlssenechaften  und  enthalten  einen  reichen  Schatz  von  Eritrte« 
ili«g0n«  ^e  «ieb  auf  alto  Tbeile>  inabeeenduM  jedeob  auf  -de* 
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heobachteiideu  Theil  clor  Astronomie,  iiut  Geodäsie,  Magnetit>rii«, 
auf  Wägungen  etc.  bezielieii.  Ansherdem  enthalten  8ie  viele  iu- 
teresf»ante  l  rtheile  über  astronütnlsche  Schriften  und  Arbeiten, 
liber  Instrumente  et»-.  Sie  werden  daher  ein  wichtiges  Geschenk 
für  Astronomen,  Mathematiker  utid  Phyniker  bilden  und  obf»« 
Zweifel  fördernd  und  anregend  auf  deren  Wissenschaften  einM  irkeo. 

Zovdrderst  wird  der  Briefwechsel  Scbumacher's  mit  Olbera 
und  Gauss  veröffentlicht  werden.   Dorch  die  freuDdliche  Berdt- 

* 

Willigkeit  des  Herrn  Senators  O Ibers  Iii  Bremen »  bo  wie  d«s 
Herrn  Ober-Baoratben  Gauns  In  Hannover  und  des  Vorstandet 
der  UniyersIMIt  xu  Güttingen  sind  die  Briefe  von  Scbnmaelier 
m  Olbers  und  Ganss  gleicbfalls  zur  Verfligunggestsllt;  sodais 
also  beide  Comspondenaen  jetit  vollst&ndlg  vorliegen. 

Um  die  Mittel  zur  Bestreitung  def  Druckko^ten  zu  erlangen, 
haben  die  Schuniacher*sehen  Erben  den  Weg  der  Subscri|i(i  n 
gewählt.  Sobald  jene  Kosten  pedrckt  sind,  wird  der  Urnck  atk- 
Den  Anfang  nehmen  und  muglicli^l  schnell  gefördert  werden. 

Der  Briefwecbsel  zwischen  Gauss  uod  Schumacher  wird 
3  Octavbfiode  von  ungefiibr  28  Bogen  jeder,  und  der  zwiscbes 
O Ibers  und  Schumacher  etwa  2  ähnliche  Bände  fiSllen.  Auf 
diese  beiden  Briefwechsel  kann  einzeln  subserlblrt  werden  nod  i^t 
der  Preis  pro  Band  auf  3Tbaier  Ptenss.  Cour,  oder  4  Thaler  R.-IL 
gesetst»  die  bei  Ablieferung  jedes  elnaelnen  Bandes  beablt  weidn. 

Aufträge  bitte  ich  an  mich  adressiren  zu  wollen.  Es  wäre 
erfrenlirb,  wenn  die  Herren  Sub^crrbenten  ihre  Auftrage  recht  bald 
einreiche»  möchten ,  weil  der  Begioo  des  Drucks  davon  abhängt  | 

Altona  1858  Mars  I6w  Prof.  C.  A.  F.  Peters, 

Director  der  Altonaer  Stemwiils« 

■   I 

Vermischte  Sehrifi^n. 

The  Atlantis:  a  Register  of  Literature  and  Science.  . 
Conducted  hy  Members  of  the  Catbolic  Universtty  of 
Ireland.  m  IV.  Juiy  1859.  8». 

Die  drei  ersten  Nummern  dieses  auch  rücksichtlich  seines 
nicht* mathematischen  und  physikalisciien  Inh^lu  vieles  Interes* 
«ante  entbuitendeu  JuuntaU  t»ind  iu  den  Lite  lyrischen  Beriehieti 
Kr.  CXXVI.  S.  8.  und  Nr.  CXXXI.  S.  10.  angezeigt  worden.  Die 
vorliegende  Nummer  enthält  die  folgenden,  in  den  Kreis  it& 
Archivs  gehörenden  Aiitsätze ;  Scientific  Researcbes.  Art.1*  i 
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Uli  Um  ue  oMlie  Sections  of  tbe  Cone  in  th«  solnlioa  of  certaiu 
Geometricftl  Problenw.  By  Rev.  W.  G.  Penny,  Itf.  A.  (Auf  die- 
MB  swar  «laiiiciitaren,  aber  mancbes  Lebrreicb«  und  Bemerken»* 
«rerthe  entfaallenden  Anfratx  boien  wir  im  Arcbir  spiter  nocb 
beeondern  xardckinkommen).  —  Art  II.  Note  oo  tbe  Tbickneea 
*rtbeEartb*8Grnet.  By  Henry  Hennesey.  7-  Ein  swar 

nlcbt  unbedingt  in  den  Kreis  de«  Arcbirs  gehörender,  aber  doch 
im  Allgemeinen  aebr  interessanter«  mit  grossem  Fleiss  in  clima- 
tologiscber,  meteorologiscber  und  statistiscber  Rficksicbt  bearbel* 
teter  Aa&ats  ist:  Art»  HL  Climatology  er  Lisbon  fan  Relation 
to  tbeTellow  Fever  Epidemie  of  1867.  By  Robert  D.  Lyons, 
M.  D.  —  Auch  mitge  in  ebemischer  Röcksicbt  ooeb  erwibnt  wer- 
den: Art.  IV.  On  tbe  cbange  Caseineinto  Albumen  «vith  soroe 
Observatioos  on  Lactic  Fermentation.  By     i  1 1  i  am  K.  S  u  1 1  i  v  an. 

Sitzunt^sb  erichte  der  kaiserlichen  Akademie  der 
\V 'läsenscbalten  zu  Wien.  (S.  Literar.  Ber.  Nr.  CXA1V^ 
S.  5.) 

Ueber  die  neue  sehr  zweckmSssige  Einricbtmm^  dieser  so  viel- 
fnch  wichtigen  8itsung8bericbte  ist  im  Literar  Ber.  Nr.  CXXIV. 
S.  8.  Nachricht  gegeben,  worauf  wir  also  des  Folgenden  wegen 
•in  filr  alle  Mal  verweisen. 

Band  XXX.  1858. 

Nr.  16,  Voi2;(^l:  Ueber  die  KntniiHcbung  <le.s  \Vein!»eiste« 
in  Folire  h:ponfanor  \  erdiinstunij.  S.  ^01.  —  Löwy:  Elemente  der 
Bahn  des  von  Brubas  am  21.  Mai  lti5Ö  in  Berlin  eotdeckten 
Cometen.  S.  271. 

Nr.  17.  Handl  nnd  Weiss:  Untersuchungen  über  den  Zu- 
sammenhang in  den  Aenderungen  der  Pichten  und  Brecbongs- 
Exponenten  in  Gemengen  von  Flüssigkeiten  und  Verbindungen  von 
Gasen.  S.  389. 

Band  XXXI.  1858. 

Nr'.  18.  Starke:  Ueber  ein  kleines  Pa»waj;e-  und  Höhen- 
niess-Instruiiu'nt,  welches  in  der  W  erkslfitte  deji  polytechnischen 
Institute»  verfertigt  uordeii  i>t  S.  3.  (Wir  bemerken,  dass  dieses, 
wie  es  scheint  sehr  schone  und  /w  eckmii^isip  eingerirbti  t«*  Iti^tru 
roent,  dessen  Fernrohr  14  Zoll  Brerin»ei(e,  15  Linltii  OrlTimni: 
und  eine  ^}Hn»aIit;e  Ver^rüsstTtttii;  bnf;  bei  vteicheni  tenu  r  de  i 
Vertikalkreis  8  Zoll  Durchinessi  r  I>;it  und  durch  zu  ei  dininf  tr  il« 
Nonien  10  iSeennden  angiebt,  der  ilori/ontalkrei;«  dage^jen  mittelst 
eines  Monius  von  30  zu  30  Secunden  getheilt  ist,  nur  WK)  Fl. 
SB  200  Tbir.  isostet,   wogegen  der  Frei«,  wenn  der  Uorizoii- 
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tollci«»  ebenfBll«  ^iirtk  2  Nottien  v«mi  10  sq  10  Saeniidaii  gtlMl 
bt»  sich  auf  390  Fl.  »5KS0  Thlr.  «tdlt  Bei  d«r  gromii  S<M- 
Mt  allw  niM  der  Werkfifitte  des  poiyfeebnbchen  bi^itstc  ki  Witt 
bervori^ebMideti  Arbeiten  wt  dieser  Preis»  wie  jeder  Kemer  iMb 
«Id  flbmas  niffsslger*  weshalb  Instrumcate  dieser  Art  allee  Lek^ 
anstalten  recht  «ehr  empfohlen  III  werden  ferdieoen.)  —  SiMerba: 
0l6  Perleden  dtr  quudratlscben  ZebUbrneii  bei  ne|eatfv«B  D«l» 
minanfeii.  S.  33l  —  Weiss)  Ueber  die  Bahn' der  Ariadne.  &ttL 
—  V.  Lanf»:  Untersuchungen  (ihi»r  die  physikalischen  Vefhflt* 
nisKe  krystallisirter  Kurper.    8.  85. 

Nr.  19.  Petsval:  Ueber  das  neue  Landscbafts-  ale  Fern- 
rohr Objectiv.^  s. 

Nr.  20.  Strauch:  Auszii?  nus  der  Ahhandlung:  Anwpiidunt; 
des  sofTpnannton  Variationscalciils  auf  zweilnrhe  und  «Irrifache 
Integralp.  S.  310.  —  KSnitz:  Note  ül>er  baro-  und  tbermorae- 
triMche  ^^  indrosen.  S.  332.  —  Haidiiigi-r:  Neueste  eenaue  LSn- 
gen-  und  Breitenbestimmufigen  aul  St.  Paul,  durch  Horm  k.  k. 
Schiffs  -  F.Mhnrich  F^ohert  Müller  von  Sr.  Majestät  Fregatte  \r> 
vara  ausg^efiihrt.  8.  —  Oelt/en:.  Argeianders  Zonen- Be- 
obachtungen (Fortsetzung).  Sechste  Abtbeilung  von  19^  bis  33*. 
S.  367. 

Band  XXXII.  1858. 

Nr.  21.  Lud  WIK  und  Stefan:  Ueber  den  Dniek,  den  das 
fliessetide  Wasser  senkrecht  au  Meiner  Stromrlcbtang  aaatlbt  (Mt 
3  Tafeln)  S.  28.  —  C«ra!lleh  und  Lang:  Untersucbongen 
aber  die  physikalischen  Verhältnisse  krystalRsIrter  Kurper.  B. 
S.  43*  Peterln  und  Weiss:  Untersnchungeo  Ober  das  Tones 
der  Flammen  flflosiger  und  fester  Körper.  Mit  I  Tafel.  S.  68L  — 
Ditscheiner:  Ueber  die  graphische  Linien -Ellipsen -Metbode. 
Mit  2  Tafeln.    S.  76. 

Nr.  22.  A  Freib.  Baumgartner:  Nacbtrajf  iv  aemsw 
Aufsatze:  Von  der  UiuuandInng  der  Wirme  in  £lektrleltilt.  1S7. 
(l>er  hochverdieete  Verfasser  dieses  Aefsataes  hatte  im  Jehrgaage 
1880  der  Sitaungsberiebta.  Band  XiXli.  eine  büchit  lesenawertbe 
Abhandlung  unter  dem  Titel:  ,,Von  der  UmwandlnDie  der  WIMM 
in  Elektrieitft"  eerdieotliefat  Gegen  die  in  dieeer  Abbandtaag 
vergetrageoen  Ansichten  bat  Herr  Prof.  Müller  bi  Freiburg i.B. 
ehilge  BedenMn  «vorgetragen,  welche  Herr  Freiherr  Baam* 
gartner  in  dem  Torliegeoden  Avfsatze  mit,  wie  ea  mia  echefart^ 
siegreichen  Grfinden  widerlegt,  zoglehsb  aber  «eeb  aodote  aelr 
beaeblenswerthe  und  Jehndche  Bemerkungen  beifögt,  die  wir  dar 
Aufinerksamkeit  onaerer  Leaer  empfoUaa«)^  Karl  v.  Sonklart 
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Uebtr  'dio  TransvMial-ScHwivfnigBo-  eines  elwtlecfcea  Stebei. 
&W.  —  AlU:  Ueber  die  Baho  der  Leda.  a  2B8. 

Nr.  23.  Weieee:  Verirletcliang  dee  .«CSitalngus  generalie 
pre  1830"  in  Strave'e  MStelleroiD  Axarmn  troprimle  dvplieiam 
et  moltiplicinm  poeitionee  mediae.  Petropnii.  1888"  mit  den  bel^ 
den  Cetnl^n  een  Beeeel*e  Zonen- Beobeektvngen.  8.  278.  — > 
Zeil tedeec Iii t  Delle  legge  fondamewlele  delto  verge  vibranti 
e  delle  eanne  a  bocca.  S.  SOOl  —  Derselbe  $  Legge  «rebetipa 
delle  'vergbe.  S.  901. 

Band  XXXIII.  1858. 

Nr.  24.  Blaserna:  Ueber  den  inducirten  Strom  der  Neben-' 
batterie.  S.  25.  L5u-y:  Bestimmung  der  Babn  des  Kometen 
V.  1858.  S.  150.  —  V.  Lang:  Ueber  die  Minimem- At3lenknng 
der  Lichtstrahlen  durch  doppelt  brechende  PrUunen*  155* 

Nr.  25.  Kno  eben  bau  er:  Ueber  den  elektriecben  Zustand 
der  Nebenbatterie  wibreed  ibres  SfriMnes.  S.  163. 

Nr.  26.  Simerka:  LOeong  xweier  Arten  von  6ielcbungen« 
&  227.  Ueger:  Botaaleebe  Stret&age  anf  den  Gebiet»  der 
CttUurgescbacbte  (allgemeia  nitereesaat).  S.  303. 

Nr.  97.  Weiss  i  Ueber  die  Babn  dee  Koneten  VIII.  des  Jah- 
iee  I858w  S.  369.  —  Gral  lieb  und  Lang:  Unter«ucbungenfiber 
dbi  phyttikaliecben  VerbMtnieee  fcrystallieirter  Körper  (IV.  Fort- 
setsung).  S.  369. 

Nr.  29.  V.  Lanp:  Die  Aenderungen  der  Krjstall-Axeo  de« 
Arra^onites  durch  «iie  Wfirme,  gerechnet  aus  liudberg'd  Beobacb* 
tuiigen.  S.  577.  —  Adolph  Weiss  und  Edmund  Weiss: 
L'iiteriiuchiingen  (iher  den  Zusammenhang  in  den  Aenderun^en  lier 
Dichten  und  lirechungs  Exponenten  in  (lemengen  von  Flüssigkeiten. 
iS.  589.  —  (iruilich;  üelicr  symmetrische  Functionen,  weiche 
Jtur  Darstel Iuris:  i^ewisser  physikalischer  Verhältnisse  krystallisir- 
ter  Kurper  ilieiieii  kfinnen.  6.057.  (W  ir  empfehlen  diese  Abhandlung 
recht  sehr  der  Ueaqbtung.) 

Band  XXXIV.  1850. 

Nr.  1.  Lang:  Einige  Bemeritnngen  an  Herrn  Dr.  J.  Ste- 
fanos Abbandinng:  Ueber  die  Trans?ersalechwingnngen  einen 
elastiscben  Stabee.  8.  63. 

Nr.  2.  Knee  benbau  er  t  Ueber  den  Stfen  der  Nebenbatte- 
rie. S.  77.  —  Murmann  und  Retter:  Untersnebungen  Iber  die 
pbyslkelieeben  Verbiltnieee  fcryeteliieirter  KSrper.  S.  13S. 

Nr.  3.  Luwy:  Ueber  die  Babn  dee  Kemeten  Denati.  N.207. — 
Luffler:  Ueber  die  Metbode»  die  groeeten  and kleiaeten  Wertbe 
unbeetlniniter  Integralformela  au  finden*  S.  227. 
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Band  XXXV.  pM. 

Nr.  7.  Tscbermak:  Ueber  den  Zusai^nienbaog  ztvischeo 
der  chemitcjien  Conttitution  und  dem  relativeii  Volvfuen  bei  iAt* 
eigen  Verbindnofea.  8» 

Hr.  8.  Gzermek:  Geber  die  Sprache  bei  lufldicbter  Ver- 
8cbtie88ung  des  Kehlkopfe«.  S.  —  Reitlinger:  Ueber  flu«- 
«ige  Isolatoren  der  Elektricität.   S.  73. 

r 

Die  Königlich  Belgische  Akademie  der  \V  ij^äenscbaften  m 

Brü6/»ei  hat  unter  dem  Titel: 
* 

Table«  gdndraiee  et  analytiqnea  dn  Reeneil  dei 
^  Bttlletina  de  TAeadömie  Reyale  dee  acieacee» 
dee  lettrea  et  dee  beaax*arta  de  Belgique.  1** 
Serie.  Teme  1  a  XXill.  (1632-^1860.}  Brexelles. 
Hayei.  18S8.  (306  Seiten  in  8^.) 

ein  liberaus  vollständiges  Inhaltsverzeichniss  ihrer  „Bulletins" 
veruffentlicht,  welches  aus  den  beiden  Theilen  „Table  des 
mati^res"  und  „Table  dee  auteurs'«  besteht  Bei  der  gro^ 
•en  Wichtigkeit  dieser  Bulletins  fiir  die  ^ViHgen8cbaft  machen 
wir  nnaere  Leser  auf  dieses  Inbalteverzeicbnise  beeonders  uf- 
merl^eam,  uelches  bei  vielen  wissenschaftlichen  Untersudmiigf^ 
wo  es  n9thig  iat,  auf  die  wiehtigen  Arbelten  der  Belgi«iclieD  Aka> 
demie  zurflckzegehen,  die  weeeatlichete  Erlelchterong  gewähren 
and  aelche  Ünteraiiehgngen  aehr  an  nnteratOtaen  geeignet  «ein  wiiii 
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Literarischer  Bericht 

CXXXIV. 

»  — — 

Alathematischer  und  physikalischer  Unlerricht 

Für  die  preussischen  Real-  und  höheren  Hürger^chuleo  Ut 
80  eben  bei  der  neuen  Organisation  dieser  Lehranstalten  eine  t 
neue  auslühriiche  Unterrichts-  und  Prülungs - O rdnung  er- 
schienen *).  Dieses  neue  Ke^lement,  we  lche«  mit  Recht  von  dem 
ganzen  Lande  mit  besonderer  Freude  und  Genugthuune^  begruaat 
v^nrden  i^t,  ausführlich  zu  besprechen,  kann  hier  natürlich  nicht 
der  Ort  sein;  einer  vorzugsweise  auch  der  Förderung  des  roatbe- 
luattschen  und  physikalischen  Unterrichts  gewidmeten  Zeitschrift, 
«vie  dem  Archiv  d  er  i>]  at  hem  ati  k  und  Physik",  geziemt 
es  aber  wohl,  über  eine  so  withtige,  so  sehr  und  so  tief  in  das 
icanze  Volks-  und  Staatstoben  ( iugreifende  Verordnung  rücksichtlich 
des  genannten  Unterrichts  eintue  Worte  zu  sagen,  namentlich  weini 
es  mit  80  grosser  Freude,  mit  so  grosser,  aus  innerster  Ueber- 
Zeugung  hervorgegangener  vollkommener  Uebereinstimmuug  mit  den 
gegebenen  Vorschriften  geschehen  kann,  vmü  im  vorliegenden  Falla 
von  dem  Unterzeichneten. 

An  die  Abiturienten  der  Realschulen  werden  in  der  Mathe- 
matik und  Physik  die  folgenden  Anforderungen  gestellt,  wodurch 
also  zugleich  das  Ziel  bezeichnet  wird,  dessen  Erreichung  diese 
Schulen  in  den  genannten  WissMnclMfteA  nu  eratretien  haben. 

«»In  der  Metbematik  hat  der  Ahilnrient  den  Nacfaweln  in 
liefern,  dann  er  auf  dem  gansen  Gebiet  der  Mathematik,  ee  «v^t 
sie  Penenm  der  oberen  Klaaeen  iat  (Kenntniae  der  Beireiafilh- 
rnngen^  ae  wie  der  AnflOaungamethoden  einraeher  Aufgaben  ana 


•)  M»a,  a.R.  Cealratblatt  fir  die  geaanunte  Valeftichta- 
^Tev^aUaag  in  Praaasen.  Itfi.  Oclebec.  S.  ML 

Tbl.  XKIV.  Hfl.  2.  9 


lHirart9tktr  Berteki  CXÄÄiY. 


• 

d«r  Algebra,  di«  Lehre  von  den  Potenzen,  PrnportieMn,  Gki- 
drangen,  Progreseion^,  der  bloemiiiche  Lelirsate  nod  die  «b- 
ftchen  Reiben,  die  Logaritbmen,  die  ebene  Trigonemeirie,  Ste* 
reometrie,  die  Elemente  der  be.«ehreibenden  Geometrie,  analyliitle 
Geometrie,  Kegelacbnitte ;  angewandte  Matbematik;  StatÜai 
Mechanik),  sichere,  geordnete  und  wiaeenschafUicb  begrflolelr 
Kenntnias  besitzt,  und  das«  ihm  auch  die  elementaren  TheUelar 
Wiaaeniicbaft  noch  wohl  bekannt  »Ind.  Eben  ao  maaa  Fertigkeit 
in  allen  im  praktischen  Leben  vorkommenden  Rechniingfailm» 
im  Rechnen  mit  allgemeinen  Grussen  und  im  Gebrauch  der  razOkt- 
matischeri  Tafeln  vorhanden  sein.  Auf  strenge  BeweisluhroTig 
und  auf  Fertigkeit  in  der  Lösung  der  Aufgaben  ist  bei  der  Abt* 
turientenpräfung  besonderer  Werth  zu  legen. 

In  der  Physik  mnss  der  Abiturient  diejenigen  Begriffe  Dt^ 
Sitae,  «ad  ebeq  so  in  Betreff  der  Versacfae  die  Metbedea  heo* 
neu,  «reiche  anf  die  Entwickelong  der  physikalischen  Wissft- 
•chafl  von  vresentlichem  Einflosso  gewesen  sind.  Bei  der  vi 
Experimente  j^egrOndeten  Kenntniss  der  Naturgesetze  muss  db 
Befllbigang  rorhanden  sein,  dieselben  mathematisch  au  entwickcb 
ttod  au  begrflnden ;  die  Schiller  müssen  eine  Fertigkeit  darla  e^ 
woriien  haben,  das  In  der  popul&reil  Sprache  als  QualilSt  Gefimite 
durch  Quantitäten  aossudrOcken.  Im  Einseinen  ist  das  Zieh  Be- 
kanntschaft mit  den  Gesetaen  des  Gleichgewrlcbts  und  der  Beat- 
gung,  der  Lehre  von  der  Wurme,  der  Elektridtit,  dem  Mafpe 
ttsmuR,  vom  Schall  und  Tora  Liebt. 

Bei  der  schrifilicbeo  Prüfung  haben  die  Abiturienten  an  Ütfcn: 

L   Die  Lösung  Ton  f(er  mathematischen  Aufgaben: 

a)  aus  dorn  Gebiete  der  Gleichungen  ziveiten  Grade»; 

b)  aus  dem  Gebiete  der  Planimetrie  oder  analytische! 
Geometrie; 

c)  ans  der' ebenen  Trigonometrie; 

d)  aus  der  Stereometrie  oder  den  Kegelschnitten; 

2.  die  Ldsiini^  einer  Aufgabe  aus  der  angew  andten  Ma* 
thematik  (Statik  oder  Mechnnik),  einer  physikali- 
.  sehen  Aufgabe  (Optik  oder  WiiriinU^lirL) ,  und  einer 
Aufgabe  aus  der  Chemie.  Letztere  darf  nicht  zu  einer 
Rpintion  iiher  einen  AIjsrhnitt  des  Systems  vernnlnisen, 
Roiulcrii  ist  so  zu  wählen,  das«  sie  Gelegenheit  gleM. 
Kenntnisse  aus  verschiedenen  Theilen  der  Chemie  odä 
Sicherheit  in  stochiometrischen  Rechnungen*  au  aeifea." 

Ueberbficken  wir  nun  diese  Bestimmungen ,  «o  gebea  sie  ma 
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lu  verschiedenen  Retrmcbtungen  Veranlassung,  die  aber  in  ihrer 
(iesamrnthcit  uns  rmr  zu  dem  IJrtheil  föhren  ,  dass  alle  Vorschrif« 
ten  ohne  Ausnahme  iik  jeder  Beziehung  im  höchsten  Grade  zweck- 
niäissin;  sind  und  zu  dem  lebhattee^teri  Danke  gegen  die  hohe  Unter- 
richtßbetiürde  und  Alle,  die  derHelben  bei  der  Abfassung  des 
neuen  Reglenieiits  raüiend  zur  Seite  gestanden  Ijaben,  aultordern. 
Oer  Unterzeichnete  darf  von  seinem  Standpimlvte  ans  ein  solches 
ürtlieil,  ohne  in;end  welche  Missdontung  zu  befürchten,  um  sa 
eher  und  so  ununjwurulener  aussjircchen ,  weil  er  eines  Theit« 
hei  dem  Erlass  des  neuen  lieglements  aucf»  nicht  im  Entfernte- 
sten betheiligt  gewesen  ist  und  hetlieiligt  sein  konnte,  dagegen 
aber  andern  Thells  darin  durchgängig  die  Grundsätze  als 
tnaass^ebcnd  betrachtet  worden  sind,  die  er  selbst,  v\ic  aufmerk* 
sanie  Leser  des  Archivs  sieb  ge\vis!s  erinnern  werden,  hei  sehr 
vielen  Celegenheiten  als  die  «cioigen  ausgesprochen  uod  geltewi 
au  maclieii  gesucht  hat. 

Was  zuerst  das  geforderte  Maass  mathematischer  und  phy* 
sikalischer  KeontnisM  betriflft,  so  ist  dies  in  allen  Besi«baogeD 
richtig  getroflcfi  worden«  and  namentlich  durfte  man  in  den  gestell* 
(cn  .  Anibrdernagtn  nach    unserer  Ansicht  nicht  einen  Schritt 
weiter  gehen»  ohnn  den  Schfiler  in  Regionen  der  Mathematik 
Ell  föhrcn»  welche  eine  für  seinen  geistigen  Standpunkt  nicht 
mehr  geeignete  Ahatraction  der  Begriffe  fordern.   Dass  also  den 
frilber  Öftere  laut  geuordenen  Forderungen  vieler  RealschuIIeh* 
rcTp  —  denen  wir  bekanntlich  an  nicht  wenigen  Stellen  den  Archive 
stete  eo  energiecb  wie  möglich  entgegen  getreten  sind,  auch 
die  Elemente  der  sogenannten  höheren  Analysis  in  den  Dnter« 
richtekreie  der  Realschulen  nnfzun^men,  nicht  Rechnung  getr» 
gen  worden  let»  dagegen  aber  manches  Wichtige  ^  was  frfiher  an* 
beachtet  gehissen  «worden   war»   gebührende  Berücksichtigung 
gefunden  hat,  liefert  einen  für  uns  im  höchsten  Grade  erfreulichen 
fieweie»  mit  welcher  Weisheit  die  hohe  UntetrichtsbehOrde  den 
Werth  des  mathematischen  Unterrichts  keineswegs  unter-,  aber 
auch  nicht  üherschfttzt.   Die  Aufnahme  der  Kegelschnitte  in  den 
Kreie  des  Unterrichte  ist  im  höchsten  Grade  erfreulich;  denn 
woher  eoll  der  Univerait&talehrer  Beispiele  einzelner  Cnnren»  deren 
er  bei  den  ersten  Anwendungen  der  Differentiairccbnnng  an  sehr 
bedarf«  hernehmen,  als  aus  dleeer  Lehre.  Eben  so  zweckmSee^ 
ket  die  Aufnahme  der  Elemente  der  analy tiechen  Geometrie  ^  und 
wer  nollte  eich  nicht  aufricbtiget  fronen,  deee  auch  endlleli  der 
idr  alle  praktiecben  Fieber  so  fiberaue  wtebtlgen,  ober  aodli  sa^ 
jMrdeai  sehr  wesentUcbe  geistige  Bildangselemenfe  eoibnitenden 
beeellfeibeaden  Geenelrie»  wenält  nnfirlM  eadi  nndefegrftpblscb6 
DmittelliincsnefbedeBf  wie  Perspective«  •  Schetteneenetwetiene^» 


Digitized  by  Google 


4  Uterwrlnker  Bericht  CXXXIf, 

Mich  die  fleuece  Axonometrie  eog  sueamiiiCfihSDgeBt  gfiMioo4 
UeeliottDg  getraKon  worden  ist 

Was  ferner  die  Physik  betrifft»  so  ist  auf  die  sogenannte  aa- 
gewandte  Matbeniatilc :  Statil^  und  Meebanik,  tiberbanpt  «ni  *» 
Allgemeinen  aber  darauf  besonderer  Nacbdrack  gelegt  wodü, 
dass  in  der  Physik  das  matbeniatiscbe  Element  and  die  miA»» 
matische  Behandlung  vorherrschend  sein  soll»  wobei  flbiipM 
Itniner  auch  dem  Ezperbnent  gebflhrend  Rechnung  getragen  «d 
dem  selben  sein  sehr  wohl  begründeter  Werth  erhalten  bkto 
«oll  und  muss.  „Oer  Schfiter  soll  aber  bei  der  anf  Ezfie 
rimentc  i^egrandeten  fCenntniss  der  Natnrgesetae  shi 
die  Belähigung  erwerben,  dieselben  mathematieeh  n 
entwickeln  und  zu  begründen;  er  soll  die  FertigkcH 
erwerben,  <1  a  s  in  der  jiopulären  Sprache  als  Quaiitit 
Gelasste  durch  (^uantitSten  auszudrücken;  er  soll  ii 
der  Chemie  Sicherheit  \\\  .stöchiometrischen  Rechoaf 
gen  erworben  haben.**  Nichts  kann  dem  Unterzeichneten  mehr 
aus  der  Seele  geschrieben  sein,  dieses;  halten  alle  Lehrer 
8ich  fcitreng  an  diese  überaus  weisen  Vorschritlen,  so  wird  der 
erfreulichste  Erfolg  des  in  so  vielen  Beziehungen  wicbtigeo  pbj^- 
sikalischcn  Uoterricbts  gewiss  nicht  ausbleiben. 

Nichts  kann  endlksh  mehr  erfreuen,  als  dass  auf  die  ütret^K 
Beweisfahrung  flberali  der  grOsste  Werth  gelegt  und  dieselbe  ai^ 
die  erste  Grundbediitguflg  fiirfmcfatbringeiides  Gelingen  des  matbcva* 
tischen  und  physikalischen  Unterrichts  Überall  anerkannt  worden  ist^ 


*)  Im  sebf9ir«Cra  Gegeatatze  za  dem  Obigen,  toll  nafih  einer  Ver- 
fä^ng  den  Karfürstlich  Iieft«ia<^ea  Minicleriums  des  Innern  Tom  2H.  Ff> 
braar  1843  „der  Unterricht  in  <fer  Mathemntik  ans  dem  G«btet 
Abnttactiaa  entfern  f  .  vielmehr  möglichst  concret  nnd  nnachnalirJi  gebal- 
ICSt  'Vnd  ton  den  Lehrern  der  MatbemBtik  soll  darftuf  Reducht  frf-nom- 
msn  werden,  den  Schülern  i;unä<'hi»t  in  Ker  ArfthniPtik  cinf  ornii^endp 
•  Uebung  zu  gehen,  um  nicht  so  sehr  das  \V  i  h  s  e  n .  »!s  KOnaeB 
der  Schüler  auf  dem  Gcbittle  zu  erzielen,  das  dicsellien  zu  heherrtche» 
im  Stande  •iiid.*'  —  Sn|)ienti  SHt!  Wir  hofTen  zur  Ehre  der  KnrheM»* 
•chen  Regierung.  da«s  diene  Verordnung»  Ton  weleher  wir  im  Arcbir, 
ThI.  V.  S.  273.  ««  hon  Knirlrn  :  Selten  int  \»nhl  eine,  du«  wahre  We«ea 
einer  'WinscnHchaft  und  deren  Bedeutunj;  für  den  Schulunterricht  •«  deich 
nnd  durch  verltennende  Verordnung  erlnaaen  wordenes  jetzt  ganz  vai 
gar  der  Vergeeannhnit  anbeini  gegel»ea  worden  tat,  anchdem  an«gezeich- 
nete  Hetabcbe  Lehrer,  a.  B.  der  treffliche  Grabe  ia  Caceel  in  der 
SdUriftr  Uaber  die  Benchr&nkaag  das  macbemall nahes  Iis* 
derHabta  anf  daa  knrheaalncban  Gymaaalen«  Harb  arg,  IM 
bantlmml  ganag  gegen  «ad  ibtr  diapaiba  M  neaasayinehna  Mmi 
AnaCaad  gaavmmea  haben. 
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Der  Ütttorkelchiiete  bt  der  Mciming,  d«M  dl«  Leliper  d«r 
Mathematik  nnd  Physik  aaf  Ooiversitäten  tiod  hubereo  tecbniaclieii  < 
Lefiranstaiten  rifekaiehtlieh  der  Yorbildang  der  «Ich  m  weiterer 
Aaabildung  Ihnen  zuwendenden  Schüler  Jetzt  nicht  mehr  werden  Ter* 
langen  und  wOneeben  k&nnen  und  dürfen ,  wenn  in  den  genanntea 
Wieeenacbahen  von  den  Realschulen  alles  das  geleistet  wird» 
was  ihnen  jetzt  mit  der  grusvten  Weisheit  und  Umsieht  m  lel« 
sten  aufgelegt  iv-orden  ist.  Denn  Alles  scheint  uns  in  dieser  Be» 
Ziehung  auf  den  preussischen  Realschulen  von  nun  an  so  trefflich 
geordnet  und  geregelt,  dass  vernünftigerweise  kaum  uocb  etwas 
zu  wünschen  übrig  bleibt 

Sollen  nan  aber  namentÜefa  unsere  Universitäten,  wie  doch 
vorausgesetzt  werden  niuss,  aoch  hanptsSchlich  mit  den  Zweck 
beben»  nichtige  Lehrer  flOr  i»ymnaslen  und  Healscbnien  zu  bilden» 
so  werden  sie  sich  aueb  angelegen  sein  lassen  müssen»  dass 
künftig  auch  Vorlesmigen  Über  beschreibende  oder  descriptive 
Geometrie  und  andere  ver%vandte  GegenstXnde  sich  in  ihren  Lections- 
eatalogen  angekündigt  finden»  was  bisher  wohl  nnr  bliebst  selten 
de?  Fall  gewesen  ist.  Und  wegen  des  nun  in  schunster  Weise 
geordneten  physikalischen  Unterrichts  hfilt  der  Unterzeichnete  wie 
früher  bereits  immer»  nn  so  mehr  jetat,  eine  Vorlesung  über 
Mechanik,  überhaupt  über  den  ganzen  mecbanlscben  Tbeil  der 
Physik  in  elementarer»  aber  streng  mathematisch  be* 
gründete r  Darstellung,  neben  den  natürlich  sich  von  selbst  verste* 
benden  Vorlesungen  über  höhere  oder  analytische lileehanik,iiSrunhe* 
dingt  notbwendig,  und  bekennt  gern,  dass  er  selbst  schon  früher 
ott  den  grossen  Nutzen  einer  solchen  elementaren  mechanischen 
Vorlesung  Tür  seine  Schüler  mit  Freuden  kennen  gelernt  bat 

Mögen  jetzt  nur  alle  Lehrer  eifrigst  dahin  streben,  ilinn  Un- 
terricht in  einer  dem  grossen  Werthe,  welchen  die  hohe  Unter- 
richtshehorde  den  l)oriHcfieii  Wissjenschnlten ,  welche  diese  Zeit- 
schrift vertritt,  beUni^st  tnul  (iie4»e  ilirf  Ansicht  durch  das 
besprochene,  in  allen  Beziehungen  treflfiiciie  Heglement  üffeiitlich 
ausspricht  und  an  den  Tag  legt,  vollkommen  entsprechenden  Weise 
zu  crtheilen.  Dahin  durch  das  Obige  zu  wirl^en  ist  der  eifrigste 
Wunsch  des  Unterzeichneten  und  die  hauptsächlichste  Absicht 
der  obigen  Zeilen,  denen  nur  noch  die  \  ersicherung  hinzugefügt 
werden  niair»  dass  das  Archiv  allen,  die  \  crbesserung  des  niüthe- 
niatischen  und  phy«ikaiieichen  Unterrichts  im  Aii^je  habenden  Auf- 
sätzen wie  bisher  auch  fernerhin  in  der  bereitwiltigsten  Wei«« 
offen  stehet»  wird.  Gr u »ort. 
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Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. ' 

Amtliebo^  Bericht  Ober  die  vier  and  dreUsig«tt 
VeTsanmlang  deittecher  Naturforeeher  und  Aerste  U 
'CarUrohe  Im  September  1868.  Uerauegegebee  voe 
GeechffftafOhrero  derartben  Eisealahr  und  Volt.  Hit 
$  Tafeln  vad  16  Holaacbnittea.  Carlarabe»  BtOller'ackt 
Hofbttchbandlang.  1859.  4. 

Als  wir  in  dem  mit  dem  viprtpn  ffeffe  des  vorher^rehenden 
Theils  unsers  Archivs  erschienenen  Literar.  Berichte  Nr.  CXXXIf 
den  ,,Ärotlicheri  Bericht  über  die  z*vei  und  dreissigste  Vcrsamm- 
king  deutscher  Naturforscher  und  Aerzte  vom  Jahre  1850"  anzu- 
zeit^en  die  Freude  hatten,  schlössen  wir  unseren  Bericht  mit  dem 
Wunsche,  bald  ancli  den  Amtlichen  Bericht  fiher  die  vorjährice, 
in  so  vielen  Beziehungen  schöne  und  wichtige  Carlsruher  Ver 
samnilunE^  anzeigen  zu  können.  Früher  als  wir  ^lauhen  und  linffeu 
konnten  ,  ist  unser  Wunsch  in  Ertiiliung  gegani;eri ;  denn  schon  jelst 
liegt  dieser  Bericht  über  die  vorjahrige  Versammlung  in  einem 
in  der  trefflichsteiw,  nichts  zu  wünschen  übrig  lassenden  Weise 
ausgestatteten  Quartbande  vor  uns.  In  der  That  sind  diT  Klei?« 
und  die  Ausdauer  der  beiden  rerehrten  Herausgeber  \V.  Ei^^en 
lohr  und  Xolz,  die  sich  schon  durch  die  Leitung  der  Versamm- 
lung selbst  um  diese  und  alle  dabei  Anwesenden  so  sehr  verdient 
gemacht  haben,  wahrhaft  zu  bewundern,  tiass  sie  in  der  kurzen 
Zeit  eines  Jahres  ein  so  umfangreiches,  von  der  ganzen  Vers.amm 
lung  ein  8o  interessantes,  lehensvolles  Bild  gebendes  Werii  zu 
Stande  brachtert,  was  ge^^iss  auch  nur  (iadurch  möglich  gewesen 
ist,  dass  sie  von  der  IM  ü  i  I  c  r  sehen  Hof buchdrackerci  und  den 
ßehurden,  welchen  dieselbe  vielieltht  nnterstellt  ist,  in  jeder 
Wei!?e  hereitwilligst  und  kr.'iftiirst  nriter>tutzt  wurden.  Die  Wis- 
senschaft kann  für  solche  neue  Aufopleiung  von  Zeit,  Krafl  und 
Mnhe  allen  bei  dem  Zustandebrini^eti  des  schönen  Werks  Bethei- 
ligten  nur  ihren  närnisten  und  inniL^sten  Dank  sagen.  Wir  aber 
sprechen  unsere  lebhartc>le  AnerkennuuL;  der  Trefflichkeit  des 
Werks  in  den  kurr.en  AVorten  aus:  dass  es  rjuch  unserer 
V o  1 1  k  o  nun  e  n  s  t  c  II  l '  e b  e r  z  e  u  <:  n  n  l;  i  ti  keiner  ßesiehiin? 
Irgend  et\\as  zu  \^ün8cben  übrig  Ifisst,  und  wollen  nun 
versucheti,  seinen  Inhalt,  insofern  derselbe  in  den  ikteia  uoftr» 
ArchiTa  gehört,  im  Folgenden  anzugeben. 

t 

Blibea  frflber»  ala  ttlr  die  aehSae  Erilfbnu|^rade  dea 
lieben  W.  Elaenlebr  la  Tbl. XXXIL  S.  140.  wmmmL  Umm 
arfttbetten  in  kUnaea  die  Freode  batteo,  bebe«      aaa  adtdcr 
wirmaten  Anerkeaming  aber  die  groaae  ScbOnbelt  «ad  wiaiia- 
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ildnftfielitt  Be46at«ig  «kr  Carfsrnhar,  Termmaifaiig  ■«•g^iproctai«. 
IndcM  siod  «ocii  van  maaehtn  aodereB  VermmniliiiigeA  ^  4im 
dabei  BetiMiligleii  mit  ianigein  Dank  lür  das  Hman  Gabotca^  und 
die  ilinen  gawordeua  «viasenachaftHcbe  Anregung  vad  Errriadiong 
geacbieden.  Dagegen  ateht  aber  in  ainar  Baiiebung  dia  Carla« 
ruber  Varaamniluiig  einzig  in  ibrar  Art  da»  weil  «aar  der  edal- 
atan  dentecben  Fdraten  aeine  Anerlcennnng  dar  beben  Badentang 
der  Näturwiaeenaebart  in  einer  jeden  fiir  diese  gütilicbe  Wisaenacball 
warm  acblagende  Herz  trabrhaft  erbebenden  Weise  dadurcb  Offent* 
lieb  aaaapracb  and  Ituad  gab,  dasa  er  neliat  aatner  erlanebteii 
Gemablln  mit  bewnnderangawdrdiger  Ansdauer  den  Verbandlungea 
woa  Anfang  bia  an  Ende  peraSnlicb  beiwebnie,  nnd  denaclben 
•teta  mit  der  grOssten  Tbeilnabme  folgte*  Diea  ist  eiAa  lüratlicba 
Tbat«  deren  aieb  die  Wiasaascbaft  wabrbaft  frenen  kann  und  muaa; 
dieaelbe  «rird  an  einem  bisteriacben  Factaro,  irelcbea  evrig  in  den 
Annalen  der  WiaaenacbafI  veraelcbnet  an  werden  verdient,  deata 
mebr,  je  aeltener  im  Allgemeinen  aolcbe  Beispiele  bober  lÜrat*^ 
lieber  Geainnung  sind.  Wir  dflrfen  bier  nicbt  mebr  sagen,  um 
unseren  Leaern  die  Frende  nicbt  an  acbmfttern,  die  nie  ana  der 
Lectflre  dea  aebSnea  verlicgendea  Werke  in  der  aagedeuteten 
Beaiebnng  aebOpfen  werden.  Die  grosse  Aufopferung  der  lieiden' 
Geaebällsißlbrer  und  daa  Eatgegeokommen  aller  BebSrdep  dea 

*)  InlereMant  !•(  daa  soff  8^9,  gegebene  Veneicbniee  aller  bis  JeUt 
sCntigehabiea  VeraaaiBilangeQ»  deaeca  MKtiieilnsg  an  diaaem  Orte  wir 
naaem  Leaefa  nicbt  vereathalten  fconnans  Leipxig  18S2,  Halle  ites, 
WArsbnrg  IBM,  Frasbfiirt  s.  M.  tSSS,  Draaden  1880,  Mnneben  18f7, 
Berlin  1828,  Heidelberg  1829,  Hamhnrg  1830,  Wim  1832,  Breslau  1833, 
8lattgart  l«34,  Bonn  1835,  Jena  1836,  Prag  1837,  Freiburg  i.  B.  188», 
Pjrmont  1839,  Erlangen  1840,  Branntrhweig  1841.  Mainx  1B42,  Grats 
1B43,  Hrctnen  1844,  Nürnberg  1845,  Kiel  1846,  Aarbrn  1847,  Rc^en»- 
burp:  J849,  GrcifHwald  1850,  Gmlm  1851,  Wiesbaden  1852,  Tübingen 
1853,  Güttingen  18:)4,  Wien  l!^r.(;.  Honn  IB57,  Ciirlartihe  1858.  —  Aui- 
gcfnllen  ist  die  \  ersiinimlnng  otsci  nur  xweituul,  nanilich  ibUl  und 
]B5.>,  beidemal  der  in  der  betrefTenden  Sludt  herrschenden  Chulera  wegen, 
iras  natürlich  ein  «ehr  triftiger  Grnnd  für  die  Antsetxnng  der  Versamm- 
long  war.  Deato  mehr  lat  ra  ta  liadatteni ,  data  man  in  dieaam  Jahre 
(1859)  die  Veraammiong  in  KAnigeberg  liat  aaafollea  Inaaan?  aeebdam 
des  Friede  rea  Vlilafrsaea  im  Jaal  geaableaaaa  war,  eaahft  ama  bi  dar 
Tbat  vargeblleb  aeeb  irgend  einem  triftigen  Ctonade  fir  d«  AaalUlaa 
eianr  emt  im  Se^laniber  aintlflndenden  Veieamaaliiagv  die  gerade  ia  die- 
aem  Jnlire  durch  ihre  greaae  dentecbe  Bedeataag  gewiaa  daa  Iluiga  sa 
der  sehr  zu  wünschenden  Ausgleichung  Teaacbiedaner  bedaaerlicher  Dif^ 
ffBreniea  ia  Denttchlaad  beigetragen  haben  wärde,  weabalb  der  Patriot 
e«  nm  so  mehr  beklagen  mnss ,  d»s«  die  Veranamileng  gerade  ia  die« 
aem  Jahre  nicht  tu  Staad«  gelioaiuica  iat.  6. 


Digitized  by  Google 


UUrmlHCher  Bericht  CXXXIY, 


Staats  ond  der  Stadt  und  allor  für  NaturwiHtiensihutt  »ich  irgend 
intereit^irefiden  Cctrl^rultfr  Gelehrten ,  deren  Zahl  eiin*  >ehr  üro>;se 
Ist,  bei  dieser  \  ersanimlung  ist  zu  bekannt,  al«  thiruber 
hier  rioch  etwas  zu  isagcn  ivrirp.  Absichtlich  haben  wir  vxicHer  die«« 
unsere  Anzeige  unter  die  Rubrik:  „  ^'^<^<^biclite  der  ^latheniatik  und 
Physik''  gestellt,  %veil  wir  auch  die  Curbruber  Versaiuiuluiig  Zur 
•in  wirkliche«  historisches  Ereiguiss  halten. 

W,  Rlseolohr's  mihSne  ErSffnuogsrede  haben  wir  m.  a«0. 
«Chan  Tollstindig  mltgethellt.  Die  Rede  des  «weiten  GepcbiAi 
führera,  MedtcinaJrafbs  Volx,  über  das  VerhSltn'uM  der  Medida 
sa  der  Naturwissenschall,  ist  interessant ,  gebfirt  aber  niclit  W 
den  Kreis  unserer  Zeitschrift.  Als  allgemein  interessante  Red« 
bezeichnen  wir  noch :  Baumgartner  von  Freiburg:  Ueber  di« 
Bedeutuni;  des  i\lenschengejicblechts  in  den  Werken  deriScbu|>rung; 
—  Erdniann  von  Leipzig:  Ceber  das  Verhaltni»»»  der  natur. 
w isiseiKschaUlichen  Forschung  zum  relii^iüseii  Glanlien;  —  ^) (  hü al- 
ba um  en  von  Bonn:  Ueber  den  Zusanuneiihung  der  Natur»  und 
Leben»<er8cbeinungen ;  —  l'^inier  von  Langenbrticken  :  Ueber 
das  Gotte>«bewn?»stsein  in  der  Natnrrorschnncr.  Diese  Reden  8ind 
V  oll8  n  (1  i  mitgetheilt ,  und  «»olcbe  kiinr>eri  wir  hier  begreii  lieber- 
weise  nur  iiambaft  machen.  —  In  der  dritten  allgemeinen  Ver- 
saninilung  machte  der  erste  Gesrhättstiihrer  W.  Eise  r»!  oh  r  di« 
höchst  erfreuliche  Mitnu  ilong,  das«  Seine  Koniclich»»  Hnhcit  tier 
Grossberzog  zur  Erinnerung  an  die  34.  Natin  rir-rln  r-N  ersaniudunj: 
eine  znr  Vertbeilung  an  sämmtliche  Alilglieder  und  TheiinrhiueT 
herelt  liegende  Medaille  habe  prägen  lassen,  und  schloss  dann 
die  denk»vürdige  Versiinindung  mit  überaus  geniütbreichen  Wor- 
ten, die  Jpdor  in  dem  Werke  seihst  mit  vi ahr^r  Freude  und  Uüli* 
rung  lesen  «vird. 

0ie  7^M  aller  Mitglieder  und  Theitnehmer  war  004 ,  eineZaM, 
in  deren  Hube  schon  nilein  wabrilcb  Beweis  genug  für  die  Be- 
deutung der  Verl»ninilang  liegt,  wenn  dieselbe  nicht  schon  ander- 
weitig  genug  constatirt  wäre.  Interessant  mag  es  fiir  manchen 
unserer  Leser  sein,  dass  Herr  A.  de  Cauniont,  fondateur  dv 
trongres  scientiüqne  de  France,  in  der  Carlsruher  Versammlung' 
persönlich  anwesend  \>ar,  und  deren  Mitulieder  in  einem  he^-ioo- 
deren,  in  fler  dritten  allgemeinen  Sitzung  mitgetheilten  Schreiben 
^Äur  icbhalten  Thcilnahme  an  dem  congr^s  8cientiß«]ue  aufforderte; 
derselbe  wird  im  .lahre  IStK)  zu  Cherbourg  vom  Jtet«'ii  h««» 
lOten  Stpteniber  gehalten  werden.  Wer  moehte  nicht  grrti  diese 
Versammlung  in  einer  nanientlicb  durch  ihre  grossen  Marine- 
Etablissements  jetzt  so  nngoniein  wichtigen  und  merkwürdigen  6U(i( 
besuchen!    i>e<»iialb  wird  vielieabt  (ür  manchen  unserer  Les«r 
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^'folgeBde  MlttbeHung  dies  fl«irii  Caumoiit  iQterMMnt  wm% 
i#l«to  cbemion  de  Ter  frän^ats  «ecordeßt  r^mUe  de  moItU  p.i)ur 
iib&t  et  reveeir  k  toee  les  wemliree  per  teure  de  eartess  cee 
eaetee  eent  d^poe^ea  2  moia  k  TaTance  a  Pari»,  rue  R'icheliea63 
el  nie  Bealey  7 :  elles  sont  d^aiHeurs  adreas^e»  ä  ceux  qui  le» 
t^lameot  du  secretairc  general  du  coDgr^s*). 

Veo  den  in  (1<'n  Kreis  des  Archive  gebSienden  Aufafttseo 
tton  wir  een  noch  der  (ölgenden  ErwShiiiiiig: 

Zur  Mitesten  Geschichte  der  Zahlzeichen.  Von  Cuntor.  — 
üeber  die  neuen  Tafeln  von  Wolfer»  zur  Reductlnn  der  Oerter 
der  ätrrne,  als  FortjgfUuitg  der  Tabulae  ilegiontontanne  von  iies- 
ii»cl.  Von  ArL;tlander.  —  üeber  den  Flächeninhalt  <ier  Kugel- 
zone. ^  on  T  s  eher.  —  üeber  die  verschiedenen  Krümmungen 
in  einem  Funkte  einer  Fläche  zweiten  (iraden.  Von  Zech.  — 
üeber  seine  Ausgabe  der  Werke  KcplerV'.  Von  Krisch.  —  Leber 
die  Re(iiK  tioTi  der  partiellen  Differentialgleichung  der  ersten  Ord- 
nung mit  71  {■  \  \  eränfleriichen  aul  eine  Differentialgleichung  der 
«tcn  Ordnung  mit  nur  zwei  Veränderlichen.  Von  Weiler.  — 
üeber  ein  neues,  von  ihm  erfundenes  i^hotonieter  für  die  be^tim- 
nnng  der  Lichtstärke  von  Fixtiternen.  Von  !Schwerd.  —  üeber 
Objective  zu  |ihoton»ptrisrhen  Zwecken.  Von  Petzval.  (Nur  kurze 
Mittheilung.)  —  r«;l»fr  Linsen  und  L inscnsystenH*  zur  fieoljach- 
tong  der  Faibenringe  im  polarisirten  Lichte.  Von  lieuscb.  (Mit 
vorzüglicher  Klicksicht  auf  das  schöne  neue  Polarisation«  -  Instru- 
meat  von  Nurrenberg,  mit  dessen  feiner  rnn«strurtif)n  es  niüg- 
Ifcfc  ist,  in  Krystallen  von  der  Feinheit  eines  Haares  noch  die 
doppelt  brechende  Polarisationsrichtung  und  selbst  die  innere 
Striictnr  mit  Hfilfe  der  sichtbar  werdenden  optischen  Erscheinun- 
gen zo  erkennen.)  —  W.  F/isenlohr  zeigte  im  phyailcalischen 
Aaditorinm  seine  schöne  Methode,  die  Wellenlänge  der  unsicht* 
baren  oder  brechbaraten  LichtstraMon  zu  messen,  so  wie  die 
schonen  Eracbeinnngen,  «relebe  aich  theils  durch  objective  Dar» 
atelinng  mehrerer  Beugungaapeetra,  theila  dureb  ihre  Zerlegung 
hervorbringen  laaaen. 

Die  uhrigen  physikalischen  Aulsiit/e  bi-ziebeii  sich  meisten« 
auf  Eiektricität,  Magnetismua,  Gase,  u.  s.  w.,  nämlicb:  üeber  die 


•)  l)<  r  HtTKiisj^eber  wirii  en  iinnier  fnr  «eine  PHirht  hHlten,  Knlctie 
ItliUbeilangen  im  Inierease  der  Le«er  und  der  V\  iiiNenfirhHft ,  wu  «ie  sich 
ihm  darbieten,  zu  machen.  Di«  General -Sekrctaire  für  livn  Coo^reM  in 
Cberbourg  dijul  :  M.  BcRuva,  (»harmacien  tnajur  de  la  mariue^  und 
le  Vicoifile  Uu  Moncel,  von  tien«n  also  die,  eioe Reite nB€h  Fraakreich 
■ehr  erieichleraden  Karten  za  erhalUio  «ein  werden.  , 
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Beiiebtafni  sitlscbeti  Magnetinmi«,  Torsion  «ad  Wim^ 
Wiodemavii.  —  V*rgleieli«ng  des  •MtrtwtetiaclMo  tinMl^ 
•eltes  mit  den  elcklrodyMinieclHm*  VeiiT.  FeilitBech."^  Vm^ 
fahre»  eine  bedeutende  Anbiefong  der  Elektricitit  m  den  Um 
einer  Indnetioneepiraie  sn  Wege  zu  bringen«  Ven  BOItgei;^ 
Ueber  die '  Molecnlarbeiregttngen  in  ganfltnnigen  Kir^m. 
Clausin«.      Ueber  magnetische  Adbaeslon  nnd  neue  Elehl^ 
magnete.   Von  Niciclis.  (FranK8sisch.)  —  Deber  ein  elshbi*  > 
chemisches  Chronoscop*  Von  Hessler»  —  Ueber  einen  dsMI» 
•eben  Apparat  Von  Belli.  (PranaSslseh.) — Ueber  die  physikafldb 
Ursache  der  Barmonie  nnd  Disharmonie.  Ven  Hetmbolls.^ 
Ueber  die  Wirmeintensitit  im  Spectrnm  eines  Glas«  nndFlintgl» 
prlsma.  Von  MQUer«  —  Ueber  das  Spectrnm  des  elektrlseba 
Lichts  in  Geissler'schen  Rohren  nnd  Uber  eine  merkwtfrdige 
kung  eines  Magnets  nnf  das  Licht  an  der  negativen  Elektrode  dv 
Geissler'schen  Rubre.   Von  Plffcker,  wobei  Dove  ein  MHtel 
angab,  die  elektrische  Natur  des  Nordlichts  optisch  sn  entsebeidei. 

Im   physikalische»  Auditorium  der  polytechnischen  Scheft 
zeijjte  Huhmkorff  aus  Parts  den  für  da«  physikalische  labioet 
dieser    berühmten  Lehranstalt  auf  die   Zeit   der  Naturforscher- 
Ver&ammiuFig    bestellten  grossen  Inductions  -  Apparat  vor,  ond 
stellte  damit  crossartige,  allgemein  nberraschonde  Versuche  an. 
Mittelst  einer  Batterie  von  40  Groveschen  Elementen  und  einer 
Kleist'schen  Fbschc  von  2  Quadratfuss    Belegung  erzeugte  er 
unter  Anderem  Funken  von  iO — 15  Centimeter  Länge.   Nea  bt  * 
darao  die  Aokervorrichtung»  indem  die  Unterbrechung  des  Stn-  I 
Oes  durch  eineu  FJektromagnet  und  ein  Volta'scbes  Element  bewirkt 
wird.  — *  Man  siebt  auch  in  dieser  höchst  dankensnertben  Ver- 
anstaltung einen  Beweis,  ivie  sehr  von  der  überaus  thätigen,  dfii* 
gen  nnd  umsichtitrm  Geschäfts fa h run«;  Alles  aufgeboten  iw 
den  war,  um  der  Versaainilong  in  jeder  Beaiehung  eine  wafaihlfi 
wissenschaftliche  Bedeutung  zu  geben  und  an  sichern. 

Möge  den  Beransgebern  des  ▼erliegenden  schonen  nnd  nkh* 
tigen  Werks  flir  Ihre  grosse  nnd  Tielseittge  Anfopfening  nach  ■. 
allen  Seiten  hin  der  reichste  nnd  wirmste  Dank  von  allen  wahr* 
MI  wissenschaflllchen  Minnem  In  relcbtichsteni  Mansse  sn  Thdl 
werden,  was  gewinn  nieht  fohlen  wird,  wenn  alle  den  Werth 
ndeher  Anfopfernng  so  an  schltsen  wissen,  wie  der  nnterscieb- 
nnto  Hemnsgeber  von  sieh  sdbnl  gern  nnd  aslrichtig  bekeost 

Grunert 

üiber  Znklnssystnnin  nnd  deren  Gesehlnh^t«.  Vos 
Joseph  Krist«  Prnfnsner  nn  der  k.fc.  Ohnf-R«nlsehnle 
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IQ  Ofen.  (Vierter  Ja!i  res  bericht  der  k.  k.  Oberlleal- 
•ebiile  der  küni^'Hchen  freien  Hauptstadt  Oien.  Am 
Schlüsse  des  Schuljahres  10vi9  v  eruffen  tiich  t  vom  Di- 
rector.)    Ofeii.  Ihüti. 

Der  Herr  Veifaecer  des  wissenechafttlcben  ThelU  dieaee 
iMeoswerthen  Programms  hat  nach  einer  kurzen  Einleitong  av- 
erst  in  der  Abtheileng  I.  die  allgemeine  Theorie  der  Zahleneyateme 
in  lehrreicher  Weiee  4iitwiekelt»  auch  die  gegenseitige  Verwand* 
kng  der  Zahleiieyeteme  mit  verschiedenen  GmndxaUen  In  einen* 
der  eefar  deutlich  erläutert*  wobei  die  Dyadik»  dae  Sezagesimal* 
•yetem  und  das  System  mit  der  GrundaaU  ZirSlf  beaendeie 
Beröcksicbtigung  gefunden  haben »  was  in  einer  solchen  Scbol* 
Schrift  deshalb  besonders  aweekentsprechend  ist,  weil  die  drei 
genannten  Systeme  eine  gewisse  historische  Bedeutung  erlangt 
haben,  nie  auch  der  Herr  Verfasser  überall  hervorhebt  FCr 
Kenner  der  Geschichte  der  Mathematik  brauchen  wir  nicht  erst 
SU  bemerken«  dass  und  warum  Leibnita  an  dem  dyadiscben 
System  besonderes  Interesse  nahm;  der  vielfache  Gebrauch  des 
Sexngesimalsysteros  ist  gleichfalls  bekannt  genug,  und  echon 
Ptolemitts  bedient  sich  in  seiner  Sehnentafel  der  Scxagesimal« 
Eintheilung;  Werneburgs  excentrlscbe  Ideen  und  Wflnsche  in 
seiner  Telioeadik  fflr  sein  sogenanntes  Taun  *}•  System' sind 
wohl  wenii;en  jflngeren  Lehrern  der  Mathematik  noch  bekannt, 
und  die  Erinnerung  an  dieselben  in  dieser  Schrift  %rar  daher  gana 
zweckmässig.  —  Die  Abtfaeiinng  IL  enthält  eine  sehr  fleissige 
Geschichte  der  Zahlensysteme,  auf  die  wir  namentlich  Lehrer  an 
höheren  Unterrichtsanstalten,  denen  selten  grossere  Bibliotheken 
sn  Gebote  stehen,  deshalb  aufmerksam  macheu,  weil  sie  in  der^ 
nelbeo  ^uf  mUgHcbst  engem  Räume  in  ziemlicher  Vollsl&ndlgkeit 
Alles  snsaromengestellt  Gnden,  was  die  älteren  und  neueren  For* 
schungen  asf  diesem  Gebiete  geliefert  haben.  Dabei  haben  aber 
nicht  bloss  die  Arbeiten  von  Mathematikern,  wie  Humboldt, 
LibrI,  Chssles,  Cantor  u.  s.  w.,  sondern  gani  hauptsSchlicb 
auch  die  der  neueren  Sprachforscher  Prinsep,  Sllvestre  de 
Sscy,  Nesselmann,  Brockhaus,  Rask,  Lassen  u*s.w. 
Berficksichtigung  gefunden.  Ja  auch  des  verdienstvollen  magya- 
fischen  Sprachforschers  Paul  Hunfalvy  sprachwlssenschsft- 
liehe  Untersuchungen  und  Ritter  von  Heuflar*s  Arbeiten' Ober 
die  Sprache  der  Zigeuner  sind  von  dem  kenotnissreichen  Herrn 
Verfasser  gebflbiend  heschtet  worden.  —  Wir  halten  daher  diese 
Schrill  ßr  einen  sehr  lehrreidien  und  dankensweithen  Bei* 
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trag;  zur  Geschichte  der  Alatbeniatik,  inshesondere  w  eil  man  in 
ilerKclhen  ziemlich  alles  WissCnswerthe  über  den  IriJ^licben  lies;en- 
titdUi]  beisammen  findet.  Mose  dieselbe  deshalb  unseren  Lesem 
überhaupt,  insbeson^lere  al^  r  allen  Lehrern  an  höheren  Unter* 
richUan»tftUeo  zur  beacfatuug  üesteos  enipioblen  »ein» 

Der  ilbrige  Inhalt  dieses  Programm»  ist  svrar  in  pAdagogi«lv 
Rlieluilcbt  sehr  Interefmantt  vveil  er  ein  nnsiebendes  LebenalU 
eines  trefflichen  Schulmanns»  des  8chitlraths,  jetzigen  Btechdl 
von  Szalbmär,  Dr.  Michael  Haas,  liefert»  und  durch  die  mk 
vollstXnrfige  Mitthellong  des  Lebrplan«  u.  s.  w.  der  k.  k.  Ob«^ 
Realschule  zu  Ofen  die  Organisation  dieser  ^richtigen  Lehrm 
stalten  in  Oesterreich  in  sehr  anziehender  Weise  Icennen  lehrt, 
gehört  aber  nicht  weiter  in  den  Kreis  dieser  literarischen  Ueridite; 


Geometrie. 

Das  rechtwinkelige  Parallelepiped.  Eine  matbt- 
matlsche  Monographie  von  Professor  Friedr.  Mann  (tt 
der  Kaotonsschule  sv  Franenfeld).  Frauenfeld.  Habti; 
1859.  4. 

Der  Herr  Verfasser  dieser  Schrift  hat  in  derselben  das  red^ 
winheli|ce  Parallelepiped,  welches  selbst  in  den  ansfilhrllcbstai 
geometrlsehen  Lehr-  und  Handbüchern  mit  einigen  wenigen  SiiM 
abgefunden  wird»  einer  sehr  eingehenden  Betrachtnng  anterwi^ 
fen,  und  eine  siemlich  grosse  Anzahl  neuer  Relationen  Air  dieses 
so  einfache  r&umliehe  Gebilde  aufgefunden,  deren  weitere  fie- 
nutsuuK  bei  dem  geometrischen  Unterrichte  au  wflnschen  Ist  und 
dasu  empfohlen  sa  werden  verdient  Auf  Einseinheiten  kOnes 
wir  begreiflicherweise  nicht  eingehen,  und  bemerken  daher  nar 
noch,  dass  in  dem  xweiten  angewandten  T heile  seiner  ver* 
dienstlichen  Schrill  Herr  Professor  Msnn  Anwendungen  sdsfr 
Theorie  des  rechtwinkligen  Parallelepipeds  auf  die  Axonomslrif 
gemacht,  namentlich  in  Nr.  47.  eine  der  Beachtung  recht  sabr 
an  empfehlende  neue  Coostmctton  des  den  axonometri^hen  foa- 
struetlonen  su  Grunde  au  legenden  Azeokreuzes  mitgetheilt  bat 
Möge  daher  die  kleine  ^Schrill  nochmals  der  Beachtung  ooser« 
Leser  empfohlen  sein. 
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lioxodromische  Trigonometrie  CNautiiL>. 

l^lementä  de  -Tri^onoraetrie  I oxodromique,  itutvis 
4  ap plications  h  ]  ;l  Navii^ation  d'apres  M.  A.  Gra» 
nert,  Membre  corre^poii  dant  de  la  tSociete  Dunker- 
kuifie»  Profe^seiir  ä  TUoiversite  de  Greifswald.  Par 
M.  Terqitcui,  Membre  titulaire  residant.  (Extrait  du 
6*  Volume  des  IVIemoires  de  la  Society  U u  u k e rquoise 
potir  rEncouraueinent  des  Sciences,  des  Lettres  et 
des  Arts.).   Üuiikerque.   Typograph io  Beojaiuifi  Kieii. 

H«rr  P.  Terqii«iti,  Professeur  d^Hydrographie  h.  Daiikeri|DC^ 
bat  io  der  vorliegenden  Schrift  eine  aafgeieicfaoele  Uebersefsung 
oder  vielmehr  Bearbeitung  der  von  mir,  dem  unterxeichiietett  Her* 
anegeber  des  Archivs,  im  Jahre  1849  herausgegebenen  Lozo* 
dromischen  Trigonometrie.  Leipsig.  1849.  S<^*)  geliefert 
leb  darf  wohl  al«  bekannt  voraueaetzen,  dasa  ich  in  dieser  Scbrifl 
unter  voreteheudem  Namen  die  Gestaltung  einer  neuen  mathema- 
tischen Wissenschaft  versucht  habe,  welche  fSr  die  Navigation 
auf  der  ellipsoidischen  Erde,  io  Bezuganf  das'den  loxondfomischeo 
Cnrs  verfolgende  Schiff,  dasselbe  leisten  soll,  was  die  ebenem 
sphärische  und  sphSroldische  Trigonometrie  flOr  die  GeodSsle  lei- 
sten» welche  also  fdr  den  Seemann  Dasselbe  sein  soll,  was  die' 
letzteren  Wissenschaften  für  den  Geodäten  sind.  Je  mehr  ich 
mich  bemflht  habe»  durch  die  genannte  Sehrifl  der  lozodromischen 
Schillfahrt  anf  der  ellipsoidischen  oder  sphärischeh  £rde,  welche 
letstere  BatQrlich  nur  ein  besonderer  Fall  der  ersteren  ist,  eine 
eben  so  allgemeine  nnd  idehere  theoretische  Grundlage  an  geben» 
wie  dieselbe  die  Geodäsie  In  der  ebenen,  sphäriseheii  «nd  sphäp 
roidlschen  Trigonometrie  längst  besitsh  desto  erfrenlicher  Ist  es, 
namentlich  bei  dem  grossen  Interesse,  was  Ich  an  der  weitere« 
Aosbildnng  aller  nantischen  Wissensehaflen  fiberhaupt  nehm^ 
natarlicb  är  mich  gewesen,  dass  meine  Bemfibungen,  so  wenig 
dieselben  auch  bis  Jetzt  das  eifrig  erstrebte  Ziel  wirklich  erreicht 
haben,  wovon  Niemand  mehr  als  ich  selbst  Qberzeogt  sein  kann, 
bei  der  seit  der  GrQndung  der  französischen  nantischen  Lehran- 
stsllen  durch  den  grossen  Co  Iber  t  durch  hohe  wisseoschsftliche 
Ansbildnng  so  sehr  ausgezeichneten  fransSsischen  Blatine  «o  tIoI 
Anerkennung  gefunden  haben,  dass  einer  der  ansgeseichnetsten 
Professeurs  d'Hydrographie,  Herr  Paul  Ter  quem  inDünkir- 
chen,  ein  Sehn  des  durch  die  Herausgabe  der  Nouvelles  An« 


•)  H.  «.  Litersr.  Ber.  Nr.  XLVIll.  (I  bt.  Xll.)  S.6<7. 
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nales        IMathematiques  f*o  sehr  verdipnten  Herrn  O.Ter 
quem  in  Paris,  eine  Uebersetzuiig  meiner  genannten  Schrift  für 
Dothvr endig  und  zweckdienlich  erachtet  hat.    Aber  es  ist  dies 
durchaus  nicht  eine  blosse  Uebersetzung,  sondern  vielmehr  in  makt* 
facher  Beslehuu^  eine  Bearbeitung  meiner  Schrift,  indem  Hm 
Terqueni  bei  der  ganzen  Darstellung  sich  noch  weit  mehr,  als 
Ich  selbst  ursprflnglich  gethan  hatte »  dem  eigentlichen  praki* 
ecken  Gebrauch  in  der  Nautik  angeschlossen  und  ffir  deneeftm 
die  von  mir  entwickelte  Theorie  t^ahrhafl  fruchtbar  so  machv 
gesucht  hat.   Auch  sind  der  Schrift  zwei  beeondere«  sehr  lel^ 
reiche  Noten  beigelligt  worden«  von  denen  ich  namentlich  dfe 
twette  bervorhebc,  welche  die  von  Herrn  Givry  an  den  Azimothti 
atir  den  reducirten  Charten  angebrachte  wichtige  Correction  bettift. 
Ee  bat  eich  also  auf  diese  Weise  Herr  Terquem  ein  durcfcm 
eelbststandiges  Verdienst  erworlien,  was  Ich  blemit  In  der  Im- 
digeten  und  dankbarsten  IVeise  anerkenne ;  und  ich  bin  aoe  aHm 
vorher  angefiShrten  Gründen  der  Meinung,  dass  Niemand,  trjekir 
eich  Air  den  fraglichen  Gegenstand  und  die  namentlich  anck  Ii 
theoretischer  Rucksicht  zu  eo  vielen  wichtigen  Untereecbungeo 
Veranlassung  gebende  Nantik  überhaupt  intereseirt,  euch  neltB 
meiner  ursprfinglicben  Schrift  die  neue  Bearbeitung  des  flene 
1*  er  quem  wird  iontbehren  kOnnen,  weebalb  dieselbe  der  a%e* 
yneinsten  Beachtung  recht  aehr  empfohlen  werden  muse,  wae  |^ 
hiermit  aue  vollkommenster  Oeberzeugung  thue. 

Es  ist  mir  wohl  noch  erlaubt,  darauf  hinzuweisen,  dass  mu 
kweckmSssig  mit  dem  Sfud'tum  der  obigen  Schriften  das  mehwr 
Ahhandlunii;  in  Tbl.  XXI.  Nr.  XXH.  S.  304.  verbinden  wnnI»  wsfki 
ich  eine  beeonders  einfache  Entwickeiung  der  Gleichungen  der 
Lozodroroen  auf  Rotationsfllchen  gegeben  tu  haben  glaebe.  Fc^ 
ner  verweise  Ich  auf  die  von  mir  gefundenen  merkwürdigen  Ali* 
drücke  (l9r  den  Flächeninhalt  loxodromlscher  Dreiecke  auf  det 
KugeiflSche  und  auf  dem  EHipsoid»  die  Ich  In  den  Abhandlwig^B 
ThI.  XVi.  Nr.U.  S.23.  und  Tbl.  XXVII.  Nr.  XIX.  S.  14^,  havplück- 
lieh  aber  In  ihelnem  bei  Gelegenheit  der  vierhundertjlhtlga> 
Jubelfeier  der  hiesigen  UntvereltSt  Im  Jahre  1856  verfaesten  Decn- 
Unterprogramm:  De  area  triangull  lozodromlcl  In  euper« 
fiele elllpeoldle.  GryphlswnIdUe.  Kunlke.  1856L  4*.  cit» 
wickelt  habe. 

Muge  die  Nautik  aus  allen  diesen  Arbeiten  den  von  mir  9t 
fehr  gevüneckten  Niitaeo  zieken* 

Grnnect 
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SitsQDgsberUhte  der  KSnigl.  BShmUelien  Gesell- 
«ehaft  der  Wieseneebarten  io  Prag.  Jahrgang  18S9. 
Januar  «—  Jnnl.  Prag.  1859«  ti^« 

En  ist  aebr  errrenlicb,  dasa  die  am  die  Wiasennebaflten  io 
ao  vieler  B^iebong  bocbTerdiente  KSniglicb  BCbmische  Gesell* 
aebaft  der  Wissenscbaften  au  Prag  van  dem  jetzigen  Jabre  an 
naeb  dem  Beispiele  vieler  anderen  Akademieen  und  G^seilscbaf* 
ten  der  Wisaenacbaßen  SiUangsbericbte  beransgeben  wird,  in 
denen  alle  in  den  stattgehabten  Sitxnngen  vorgekommenen  Ver- 
bandlungen  in  der  Kifrse  mifgetbellt  werden.  Das  erste  Helt  die- 
ser Sitsungsbericbte  liegt  vor  uns,  und  wir  werden  seinen  Inhalt, 
eben  so  wie  den  Inhalt  der  ferner  erscheinenden  Hefte,  so  bald 
dieselben  uns  angeben,  in  unseren  Literarischen  Berichten  mit- 
thellen. Der  Inhalt  des  vorliegenden  Hefts,  so  weit  derselbe  in 
den  Kreis  des  Archivs  gebort,  ist  folgender. 

Das  Heft  wird  eröffnet  durch  ein  Verzeichnisii  aller  jetseigen 
Ehrenmitglieder,  ordentlichen,  auswärtigen  und  ausserordentlichen 
Mitglieder.  Die  Gesellschaft  besteht  ans  einer  philologischen, 
historischen,  naturuisoensehaftUch^mathematiscben,  philosophi- 
•neben  Section.  lo  der  Sitzung  der  naturwisiseniichaflüch-malbe« 
matiscben  Section  vom  21.  Februar  1859  hielt  Herr  Hitter  von 
Haan  er  einen  physiologisch -optischen  Vortrag  über  das  Bino» 
cularsehen,  welcher  nach  dem  kura  mitgetbeitten  Inlialte  den 
%vicbtigen  Ge£;ent«tand  ganz  vom  mathematischen  Standpunkte 
behandelte.  Die  betreffende  Abhandlung  ist  im  lOten  Actenbande 
vollständig  aufgenominen.  —  Ferner  machte  Herr  Matzka  Mit* 
theiinng  über  seine  interessanten  Untersuchungen  (iber  die  Be 
*  reehnung  der  Rauminhalte  und  Schwerpunkte  solcher  Körper, 
welche  von  swei  paralt^en  gleichvielseitigen  Vielerken  (Grund* 
ebenen)  und  eben  so  vielen  dazwischen  liegenden  seitlichen 
windaebiefen  Vierecken  begrenzt  sind,  wofern  die  Seiten* 
kanten  entweder  gerad»  und  swar  im  allgemeinen  paamela 
gekreuzt  oder  angemessen  gekrümmt  sind.  Mit  der  betreffen* 
den  vollständigen,  sehr  interessanten  Abhandlung  hat  Herr  a  tz  ka 
das  Archiv  beehrt ;  unserci  Leser  kennen  dieselbe  ana  Tbl.  XXXIIi. 
Hft.  2.Nr.XII.  S.  121.  —  In  der  Sitzung  derselben  Section  vom 
2L  Min  iad9  erlioterto  Herr  Pierre  in  sehr  deutlicher  Weiae 
daa neoeNSrrenherg'sche Polariaatieoa« Instrument;  die beigeltlgla 
Figur  dient  sehr  anr  beüowii  VeranaehauliebMig  der  ganieft 
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Sache.  —  In  Jer  Sitzung  vom  Ib.  April  1859  *)  tbeilte  Herr  Jcli- 
iiek  eine  Arbeit  des  Herrn  Popper  mit,  in  welcher  derselbe  die 
Methode  von  Weddle  zur  Atifhndung  der  Wurzeln  numerischer 
Gleichungen  einer  Modification  unterwirft,  wodurch  diese  Metbode 
in  der  Kegel  schon  bei  ZHeinmliger  Anwendung  der  Transforma» 
tion,  welche  der  Wedd le'schen  Methode  zu  Grunde  liegt,  die 
gebuchte  Wurzel  bis  auf  6  Decinialen  genau  liefert.  Die  geniidi- 
ten  Mittheiiungen  axuA  ungeachtet  ihrer  Kürze  sehr  geeignet,  einen 
deutlichen  Begriff  von  Herrn  Pop  per 's  Methode  zu  gehen.  —  Herr 
Kofis tka  besprach  die  neueren  Planimeter  und  ihre  Benutzung, 
unter  Vorzeigung  eines  Wetli 'sehen  und  eines  Anisler* scheu 
derartigen  Instruments.  In  dem  Vortrage  wurden  die  Eigeuthum- 
lichkeiten  der  verschiedenen  Instrumente  namentlich  rucksichtlicli 
des  angewandten  Coordinatensystems  sehr  deutlich  hervorgehoben 
und  eine  Vereinfachung  der  von  iStampfer  zuerst  entwickelten 
allgemeinen  Theorie  des  Wct Ii' sehen  Instruments  angegeben, 
welche  ftir  den  Vortra!;:  besonders  geeignet  sei.  Bei  der  grossen 
praktiscbeo  Wichtigkeit  der  in  Rede  stehenden  Instrumente  wur- 
den wir  uns  erlauben,  Herrn  Kofistka  freundlichst  zu  ersuchen, 
Ulis  seine  Theorie  zur  Verüffentlichung  in  dem  Archiv  gefälligst 
inllautlieilen,  was  gewiss  der  Sache  sehr  förderlich  sein  würde 
und  im  allgemeinen  Interesse  des  praktischen  Unterrichts  sehr  zi 
wflnschen  wäre.  —  In  der  Sitzang  vom  23.  Mai  1859  demonstrirfe 
Herr  Purkynl  cineB  optisch -physikalischen  Versuch  über  liie 
sebelnbare  Bewegung  gerader^  iu  radialer  Richtung  bewegter  Linien. 

Wir  wünschen  sehr,  bald  zu  ähnlichen  Mittheilungen  über 
die  verdienstlichen  Arbeiten  der  Gesellschaft  Gelegenheit  zu  haben. 


*)  Wir  nisiacn  isiBivr  die  msthematincli-aalsrwttsesscbafU.  Ssdii» 
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Literarischer  Bericht 

cxxxv. 


Am  5.  Dec«mber  1869  starb  so  Paris  der  berahmte  Verfasser 
der  „^Uraens  de  Statiqae''  ood  vieler  anderer  wichtiger 
Werke  und  elnseloer  AbfaaodliingeD, 

L  PoiDMt, 

(lebsen  ausfuhrlicheru  Necrolog  wir  s()äterbun  unseren  Lesent  mit* 
theilen  im.  künnen  lioffen. 


Geschichte  der  Malhematik  und  Physik. 

Gewiss  irerden  alle  Leser  des  Archivs  mit  besonderer  Freude 
▼eroehmen,  dass  Se.  Königliche  Hoheit  der  regierende  Grossfaer- 
zog  von  Baden  so  eben  mit  bekannter  Muni6cenz  einen  neuen 
Beweis  hoher,  den  Wissenschaften  gewidmeter  farstlicher  Gunst 
zu  geben  geruhet  haben,  durch  Bewilligung  der  Mittel  zur  Wieder* 
berstellung  der  Mannheimer  Sternwarte  und  zur  Anstellung  eines 
tüchtigen  Astronomen  an  derselben,  so  dass  dieser  alte  berühmte 
Tempel  der  Wissenschaft  von  jetzt  an  mit  votIgCiltigeni  Rechte 
wieder  in  die  Reihe  der  den  neuesten  Ansprüchen  voltkonimcn 
Rechnung  tragenden  Sternwarten  eintritt.  Se.  Königliche  Hoheit 
liaben  Sich  dadurch  ein  neues  unvergängliches  Deokroabl  in  der 
Geschichte  der  Wissenschaft  gesetzt.  Gewiss  al>er  worden  uir 
ftof  den  Dank  unserer  Leser  durch  die  folgende  Mittheilung  der 
näheren  Urastfiiide  dieses  deokwflrdigcn  Kreignisse«,  uel«  he  uns 
in  dankenswerthester  Weise  von  kundiger  Freundes  «Uand  ge^ 
macht  worden  la^  rechnen  dürfen.  G. 

Die  Mannheimer  äteniwarte  befand  a'xiAi  «teil  dein  im  Jahre 
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1840  erfolgten  Tode  Kicolai*«  in  einem  verwaisten  Zustande, 
welcher  eigentlich  schon  ntchrere  Jabre  früher  durch  seine  Kraok- 
heit  eingetreten  war.    Bei  dem  damaligen  Zustande  der  Sterntfarte 
konnte  ei«  Astronon»  nach  dem  eiristimmio^en  ürtheil  aller  isdcb- 
verständigen  unmöglich  ein  heiriedigendes  Ucöultat  seiner  Thätig- 
keit  auf  dersell)en  erhallten.    Es  wurden  darum  von  verschu  deoM 
Seiten  Vorschläge  gemacii(,  «ie  die  festgesetzten  Fonds  und  die 
vorhandenen  Instrumente  heniitzt  \\er<]eii  könnten.    Da»  Z\\wk- 
dienlichste  schien,  eine  neue  Sternwarte  zu  hauen,  und  es  tlieliic 
der  verstorbene  Astronom  Schumacher*),  auf  \  erlangen  ^> 
Professor  W.  Eisenlohr,  diesem  einen  sehr  sorgßltig  ausgearbd- 
teten  Plan  mit.    Inzwij^ehen  kamen  die  bewegten  Zeiten  von  ISt^ 
und  184*J,  in  denen  die  badische  Regierung  Ersparnisse  eintreten  zu 
lassen  genöthigt  war,  welche  auelt  dieses  Institut  trafen.    So  blieb 
die  Sternwarte  unbenutzt,  mit  Ausnahme  der  Jahre  \ti&l  —  ilE^T, 
in  welchen  Herrn  Dr.  Neil  die  Aufsicht  fiber  dieeelbe  fibertn- 
gen  irar. 

Bei  der  Natorforscher-Vereaiiiinlang  in  Beon  (1857)  beiwlk 
•ieh  Professor  Eisenlob?  mit  mehreren  Astroeonien  Aber  die 
Frage ,  io  welcher  Art  die  Mannheimer  Sternwarte  wieder  ie  die 
Reihe  der  niitsliehen  Anstalten  dieser  Art  eintreten  ItSnnte,  indem 
er  bei  den  wohlwollenden  Gesinnungen  Sr*  K On igt i eben  He- 
belt des  Grossbersogs  für  Alles  was  Wissenschaft  und  Kamt 
betrifft,  auf  eine  gflnstige  Annahme  swecfcmSssiger  Vorscbifare 
rechnete.  Es  wurde  anerkannt^  dass  in  der  jetstgen  Zeit  kleinere 
Sternwarten  nicht  nur  sehr  nfltsllch,  sondern  «auch  bei  der  nntb- 
wendig  gewordenen  Tbeilung  der  Arbeit  unentbehrlich  sei««. 
Unter  der  ausgezeichneten  Mitwirkung  des  Herrn  Professor  Ar- 
gelan der,  der  aus  Liebe  zur  Wissenschaft  mehrere  Male  au*- 
dnicklich  nach  Mannheim  und  Karlsruhe  reiste,  um  nähere  Einsiciil 
zu  nehmen,  kam  nun  ein  Froject  zu  ^Stande,  »\elcbes  ProfesJtff 
Eisenlultr  Sr.  Königlichen  Hoheit  dem  Grossheriogr 
und  Seinem  hohen  Ministerium  vurlegte.  Der  Erstere  ge- 
nehmigte es  mit  lebhafter  Freude,  nachdem  auch  das  Ministerium 
des  Innern  bereitwillig  die  wohlwollendsten  Anträge  gestellt  hatte- 
Als  nun  die  in  demselben  Jahre  (1H57)  versammelte  Standekaie- 
mer  auch  die  nothigen  (loldmittel  bewillijjt  hatte,  erhielt  Professor 
Eisen!  oh  r  den  Auftrag,  lür  den  Vollzui:;  zu  "«orgen.  In  Geoteio- 
schaff  der  Herren  Profe.«ä8oren  Argelander  und  Schwerd  ivurde 
nun  die  Anschaffung  der  nuthigeo  Instrumente,  welche  im  oack- 


*)  Scbumacber  war  frfiber  ielbet  einige  Zeil  lang  ao  der  Mme- 
heiner  Stemwarle  angestellt  geweteo.  C. 
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atehaiden  Yerselcliiiiss  untor  der  Rubrik  ».Neuere  iMtnimeote'* 
•BÜialteii  riad,  so  wie  die  ne«  lu  treffenden  Elnricbtungeti  an 
der  SteWHfwte  befetbee  und  besebleeeen.  EH  die  Herstellung 
die  gromen  Refraetors  llogere  Zeit  in  Anapmcb  nabn,  so  erfolgte 
die  Berofung  Jee  neuen  Astronomen  Herrn  Professor  Dr.  Seb Au- 
feld, tvelcber  schon  seit  sechs  Jahren  als  Assistent  ae  der 
Bonner  Stemirarte  angestellt  war  und  durch  mehrere  ausgezeieh« 
oete  Arbeiten  bekannt  ist,  erst  im  September  dieses  Jahres. 
Derselbe  machte  sogleich  eine  Reise  nach  München,  um  die 
wichtigsten  Instrumente  einseseben  und,  nachdem  er  sie  geprüft, 
in  Empfang  za  nehmen.  Dieselben  sind  ean  auf  der  Sternwarte 
aufgestellt  und  somit  ist  dieses  Institut  aaf*s  Neue  in's  Leben 
gerufen.  Die  an  demselben  befindlichen  und  auch  jetzt  noch 
brauchbaren  älteren  Instrumente,  so  wie  die  neu  angeschafften, 
sind  im  folgenden  Verzeicbniss  enthalten. 

I 

e)  Aeltere  loetraiiieDta. 

1)  Ein  Mauerquadrant  mit  actirom.  Fernrohr  von  ßird  in  Lon- 
don 1775.    Halbmesner  des  Kreises  T^^',  Objectiv  3"  1"*  Oeffnung. 

3)  Das  PassQc^e  Instrument  mit  dreifachem  acbrom.  Objectiv 
von  R  a  rii  s  d  e  n  in  f^nndo»  1785.  Länge  des  Fernrohrs  6%  Oeff- 
iraug  den  Objectivs  3"  10*^.    Drei  Okulare. 

3)  Der  Multiplikationskreis  von  Reichenbach  mit  stehender 
Sftuie;  der  Verttkalkreis  hat  ,  der  Azimutlia) kreis  Durch' 
ineaser;  das  Fernrohr  4'  LHnge.  Objectiv  Zf  ^  Oeffnirog. 

4)  Eine  SecnndeDpendel-Ubr  ven  Aroeld  in  London;  Com« 
petieation  Zink-8tabi;  Ecliappement  nadi  Grabam  auf  Rubineo. 

5)  Eine  Seeundanpeudel-Ubr  von  Morien  in  London;  ohne 
Rubinen,  sonst  wie  die  voftige. 

(3)  Eine  Secundenpeudel-Ubr  von  le  Paute  in  i^arls;  ebne 

Compensatio  II. 

7)  Ein  stebeoföaajger  HeUometcr  von  Dollond  Sohn»  Ob- 
jectiv 3". 

8)  Kometenencber  ven  Rameden,  FecallSoge  2'»  Feld  <P. 

9)  Hadley'ecber  Spiegelneitaaf  ven  Treugbten. 

10)  Libelle,  Lffnge  tf,  von  Ranis  den. 

11)  Barometer,  Thermometer,  ISormaitoiüe  etc.  etc. 

b)  Neuere  Inetromente. 

\)  Lia  achtriissiger  Helractor  von  6teluheii  von  Oeffnung 

3^ 
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mit  Sacher,  parallaktUich  montirt,  aaf  goMeisenicni  PMkr/Mtt 
Flagnbr  voa.  Mabler,  mit  Frictionswerk  den  8teraeD  Uk^fmk, 
in  AR.  zn  verstellen  ohne  Unterbrechung  den  FertrSckM»,  db 
Acheen  in  Steinen,  die  Kreise  anf  Silber,  nebet  sieben  Okatatei», 
Sonnenglae  und  Kreismikrometer  mit  achromatischen  OMw. 
Ferner  dasn  gebürig: 

ein  Lampenfilarmtkrometer , 

ein  Okular*  Uelioroeter, 

sechs  acbromat.  Hikrometeroknlare, 

ein -weiteres  Kreismikrometer, 

drei  Kre'usmiki  (iincterplatten , 

ein  Centrirapparat  für  das  Objectiv, 

ein  Sonaenglaskeil  aar  Trennung  der  t>op|ielstertie> 

ein  Eztraekular* 

2)  Ein  Kometensucber  von  ^1"  Lange:  27'"  Oeffnung. 

3)  Ein  CbroDonieter  tod  Tiede  in  Berlin. 

4}  Eine  Sekundenpendel-Ubr  von  Beb  in  Furtwaogen. 

Der  Hefractor  i^t  auf  der  Plattform  der  Sternwarte  in  einem 
kreisrunden  Häuschen  mit  sechs  Fuss  hoher  Mauer  und  einer 
Drehkuppel  von  15'   Durchmesser  aufge^^tellt.     Die  Kuppel 
ans  Eisen  und    Holz  construirt;  mit  Klappen  versehen  und  mit 
Seiioltucli  ülier/.ogen,  welches  mit  einem  sehr  dauerh;irt(  n  31aterial, 
der  .sogenannten  Diamantfarbe,  angestrichen  i-st.    Sie  ruht  aaf^iö 
KanoneniN^u^oiri ,  welche   bei  der  Drehung  der  Kuppel  zu  ischeti 
der  unter  ihr  befestigten  gui»8eiscrnen  Rinne  und  einer  ihr  ge- 
genüberstehenden  auf  dem  runden   Mauere lien    (fst  «lemachttn 
ijleichen  Fisenhahn  fortrollen.    Die  obere  Rinrir  ist  mit  horizmt 
tal   stelieiidrii  Zriimeu  %  i  rsehcn ,  in  welche  ein,  durch  eine  hur 
hei  drelili  lu  r   IVieh  eiugreilt.     Durch  diese  Einrichtuni;  ist  die 
ßewegun«  der  Kup{tel  sehr  leicht.     Vier  llaltefest,  welche  in 
gleich  Frictiorisrolleri  j»ind,  verhindern,  da«ä  der  Sturmwind  die 
Kuppel  abheben  kann. 

in  demselben  Räume  befinden  sich  die  SekundenpendeioUkr 
und  ein  Schrank  sur  Aufbeirahrong  der  nlitbigen  Apparate. 


Lyiyill, 
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Geometrie  und  Trigonometrie. 

Elcraetaiiiy    uyklad    in  a  t  ein  a  t  y  k  i   von  .1.  K.  8tec«« 
koi^  ski,  Pro(etfj$or  an  der  J      i  e  llo  ii  i  c  h  en  Universität 
zu  Krakau.    ThI.  MI.,  Band  III.    Analytische  Geometrie^ 
(Miio  vergleiche  Litcrar.  Her,  Mr.  XC.  S.  4.  und  Mr.  CXXXl.  S.  1.) 

Wir  beeilen  uns  von  dem  Erectieloeii  des  Toretehenden  Ben» 
des  den  Im  Jehre  1851  begonoen  Weikee  der  eleroentareD  Ma- 
tbeniatik  su  berlchleD*  welcher  die  Theorie  der'  anelytiechen 
Geometrie«  so  weil  eich  diese  anf  elementarem  Wege  darstellea 
lisst,  umfasst. 

Herr  l'rofcstior  iStcczkowski  liat  sich  durch  die  Heraus- 
gabe des  neuen,  jetzt  in  .seiner  Vollendun*»  vorliej^endcn  \N  erkes 
unstt  (  iti'j,  ein  «grosses  Verdienst  cru  orhen,  da  uns  kein  andere» 
Werk  in  [»olnischer  Sprache  bekatmt  ist,  in  welchem  die  t;aTize 
( liMuctUare  Matbeniatik  su  vollständig  und  aDsobaulicb  entwickelt 
ivare. 

Da  die  Malhemalile  bereits  den  Standpeokt  erreicht  hat,  dass 
man  fast  alle  Wahrheiten  der  analytischen  Geometrie,  sowohl  aaf 
dem  Wege  der  höheren,  als  der  elementaren  Mathematik  beweisen 
kann,  so  hat  dies  Uen  Herrn  Verfasser  bewogen,  die  analytische 
Geometrie,  welche  man  gewöhnlich  zur  elementaren  Mathematik 
nicht  reehnet.  In  diese  letstere  elnanscbliessen. 

Im  ersten  Theile  dieses  Bandes,  ^  in  der  analytischen  Cüeo- 
nietrie  der  Ebene,  —  wird  die  Theorie  der  Linien  des  zweiten 
Grades,  da  8ie  einen  der  wichtigsten  Theile  derselben  ausmacht, 
auf  eine  ihrer  Wichtigkeit  ganz  entsprcchendo  Weise  behandelt; 
während  im  zweiten  Theile,  in  der  analytischen  Geometrie  des 
Raumes,  der  Herr  Verfasser  die  nahe  Verwandtschaft  der  analy* 
tischen  und  descriptiven  Geometrie,  so  viel  als  thunlich,  för  den 
AnHinger  hervorhebt;  den  Haupttheil  dieses  Bandes  aber  macht 
die  Theorie  der  Flächen  de«  zweiten  Grades  aas. 

Der  Lrlaiinin^  zu  Foli^e  ,  dass  der  Aiilanger  viel  leitiitei  vdii 
dem  spexiullcii  l  allu  auf  den  aligcmeiiiLii  scliliesst,  (als  umge- 
kehrt), bat  der  Herr  Verfasser  nicht  die  schiefwinkligen  ('oordi- 
nateii.  von  weichen  die  rücht\v  iukliuen  offenbar  nur  ein  spezieller 
Fall  bind,  sondern  in  allen  seinen  l^ntcrsucbuni^'cn  die  rcchtuinkli* 
gen  ( 'oordinaten  angewandt,  von  welchen  er  erst  auf  die  schief- 
winkligen schliesst.  In  der  ana!\ f isclieii  Geometrie  des  Haunies 
bedient  sich  Herr  Steczkowski  auäi>clilicfisltch  der  rechtwinkli- 
gen Cnordinaten. 
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In  der  Einleitung  wiril  auf  die  Beschräfiktbcit  der  eukÜtiigchen 
Methode  liiriL:e\\  iesen ,  und  an  einigen  Beispielen  die  Art  und 
Weise,  wie  sich  die  Alten  bei  Lösiiug  peoiuetriwehcr  Aulgaben 
zu  hellen  suchten,  gezeigt,  ;£U!:jleieii  aher  uuch  dart^etban,  wüch 
ungeheuren  Fortschritt  die  Mathentatik  seit  Deacarte«'«  Ef6«> 
dang  der  analytischen  Geometrie  geiuacht  hat. 

Nadidem  dann  im  ersten  Abidinitt  die  BestimiiiDttg  des  Punl^- 
tet  io  der  Ebene,  die  Gleicbmig  Qod  Theorie  der  geraden  Linie 
entwickelt»  nnd  die  wichtigsten  Anwendungen  auf  die  analyti- 
sche Geometrie  gemacht  sind,  wird  Iv  sweiteo  Theil  die  Ver- 
wandluog  der  Coordioaten  ahgehaudelL 

Im  dritten  Abschnitte  werden  die  allgemeinen  Gleichuneen 
der  Linien  des  zweiten  Grades,  ho  wie  die  geomelrisehe  Ikilou 
tung  dieser  Linien «  ihre  Identität  mit  den  schon  irn  Aitertiium 
liukaiuiten  Kegelschnitten,  besprochen,  und  ge^en  Ende  dessel* 
ben  Abschnitts  noch  die  polaren  Gleichungen  der  Curven  des 
zweiten  Grades  entwickelt  und  die  wichtigsten  dahin  gehüreudeo 
Aufgaben  gelöst 

Uer  vierte  ned  füofte  Abecholtt  settt  die  Theorie  der  Kegtl* 
schnitte,  so  weit  dies  der  elementare  Wefc  gestattet»  aus  ehM«d«r, 
▼orzQglich  ist  aber  hier  die  Theorie  der  Dorchmesser,  TaagtstfB 
und  Asymptoten  erhlirt»  ooid  am  Ende  die  Qnadratar  dieser  U* 
nien  angegeben,  wo  die  Qnadratnr  der  Hyperbel  aof  die  Im  Anblf 
Band  XXV.  Nr.  V.  entwichelte  Weise  durchgeflihrt  Ut. 

Im  sechston  Abschnitte  endlich  ist  von  den  A  endurigen 
der  Theorie  der  Curven  des  zweiten  Grade»  auf  die  Auliäsun2 
iler  Gleichungen  dritten  und  vierten  Grades  die  Rede,  u  obei  mehre 
/,v\  ockuiässi^  gewählte  Aufgaben  entwickelt  werden,  die  zu  iilei- 
cbungen  von  diesen  Graden  führen. 

Es  folgt  ferner  das  Delische  Problem  ond  eine  Lr»sHng  der 
Aufgabe  von  der  Dreitbeilung  des  Winkels.  Bei  dem  Deliscboi 
Problem  wird  enlrtert,  dass  an  dessen  AuflSaung  nicht  durchaai 
swei  Parabeln  nutfalg  sind,  sondern ,  dass  man  die  aweits  dorcb 
einen  Kreis  ersetEsn  luinn« 

Bei  der  Auflösung  der  Aufgabe  von  der  Dreitbeilung  im 
Winkels  führt  der  Herr  Verfasser  die  platonisehe  LSsnog  mit 
Htfife  der  Conchoide  und  Cleooide  ans,  deutet  auf  ihre  Mlag^i 
hin,  nnd  lüst  sie  mit  Hfilfe  der  Hyperbel,  oder  swei  sich  •chiirf' 
dender  Parabebi,  oder  endlich  auch  mit  Ufilfe  dner  Parabel  ued 
eines  Kreisee. 

Im  zweiten  Theile  dieses  Bandes,  in  der  analytischen  Geo 
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metrie  des  Uauiiic^  ,  be«lient  i^ich  der  Herr  ^e^fa8ser,  wie  st'hoD 
bemerkt,  nur  der  rechtwinkligen  CoordiiiatLri ,  Ja  die.se  7.11  viel 
einfacheren  liet»uJtatci»  fiilireii.  als  die  lietraclitunn;  mit  schiet- 
wiiikligen , .  und  behandelt  liier  itu  eri»ten  Ahsciinitt  die  Lage  der 
Punkte  iin  Hnume.  Im  zweitoti  «chreitet  er  i^feiuh  zur  Theorie 
der  Ebene  fort,  und  iiaehdem  er  die  all^eiiieino  Gleichung  der 
Ebene  gefunden  hat,  geht  er  eryt  zur  gerader»  Linie  im  Räume 
fiber.  Die  Gleichungen  der  geraden  Linie  kann  man  nä'mlich 
leicht  tinden,  wenn  man  schon  die  Gleichungen  der  Ehene  kennt, 
weil  jede  gerade  Linie  als  der  Durchschnitt  zweier  sich  schnei- 
dender Ebenen  anget^ehen  werden  kann. 

Der  dritte  Abtcboitt  bandelt  von  der  Verwandlung  der  Coor- 
dioateo,  und  zw  ar  nur  der  recbtwiokligen,  w  eil  die  ecbiefwinkligen 
in  diesem  Tbeile  bei  Herrn  Stecxkowski  keine  Anwendung 
finden. 

Im  vierten  Abschnitt  werden  znn-iehwt  krumme  Flächen  im 
Allgemeineil  abgehandelt,  sodann  die  Theorie  der  Kngei,  der  Über- 
ilaehr  des  Cylinders  und  des  Kegels,  der  «cbiefen  Bod  Rotations- 
riächeo  kurz  aus»  einander  gesetzt. 

Oer  lllnlle  Abeebnitt  umfnaeC  eine  aneftbrilebe  Bebendluog 
der  Tbeetie  der  Fläcben  sweiten  Crrades«  und  im  eecbsten  und 
letiten  Abschnitt  giebt  der  Herr  Verfasner  noeh  die  Tbeorie  der 
Berührnngsebene  der  kmnunen  Flleben  streiten  Grades. 

Der  Herr  V'erlas.ser  hat  sich  durch  dieses  ganze  Werk  je- 
denfalls ein  unverL;;inuliches  Denkmal  in  der  Geschichte  der  pol- 
nischen mathematischen  Literatur  {»esetzt,  so  dass  wir  ihm  zur 
Voilenduog  desselben  nor  aufrichtig  ijilück  wünschen  können. 

S. 

Elementar ny  wyklad  matematyki  Ten  «I.  K.  Stecs- 
kewskL  Prefessor  an  der  Jaglellonlscben  UniTersItit 
SU  Krakau*   Tbl.  Hl.  Band  II.   Ebene  und'spblfiseke 

Trigonometrie. 

Eben  so  sehr  freoeo  wir  uns»  das  Erscheinen  des  zweiten  Ban- 
des de»  IU.Tbeils  der  Ton  uns  vor  Kurzem  angezeigten  Geometrie 
anzeigen  zu  kOnnen,  von  welchem  Alles  dasjenige,  was  bei  dem 
Berichte  des  ersten  Theiles  zur  Empfehlung  gesagt  worden  ist» 
In  ganx  gleichem  Maasse  gilt 

Das  neue  Bneh  seichnet  sich  durch  efaie  leicht  fibersichtliche, 
iiaturgemfisse,  systematische  Anordnung»  wie  durch  eine  klare 
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und  grülidlicbe»  aadi  «liier  geirlfiseii  Tolttttailigkeit  imd  AmUkr- 
llchkMt  strebende  Daretellaog  aas. 

Die  Hauptsätze  der  ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie 
sind  auf  verachiedene,  sowohl  analytische,  als  geometrische  Weige 
beirieaen,  um  auch  hier  die  mannigfaltige  ^^t>v^  eisführnng  Am 
AnOinger  zu  bcldinden;  zugleich  zeigt  der  Herr  Verfasser,  da«s 
ebenso  wie  die  Planimetrie,  auch  die  ebene  und  epbfirieche  Tri- 
gonometrie ein  gewlsfies  Ganze  bilden,  indem  er  darthnt»  wie  4fe 
Beweise  der  Lehrsätze  der  aphftrischen  Trigoiioroetrie  gSnsIMi 
auf  der  ebenen  Trigonometrie  beruhen,  und  wie  man  sogar  alle 
Analogien  der  sphärischen  Trigonometrie  aus  einem  ebenen  Drei- 
eclce  herleiten  bann. 

Bei  der  Herleitunj;  der  trigonometrischen  Funkliontiii  betrach- 
tet Aer  Herr  Verfasser  nicht,  wie  es  gewöhnlich  geschieht,  die 
IriLioiioniotrisrhon  Linien  im  Kreise,  sondern  leitet  sie  au«  der 
Betrachtung  der  rechtwinkligen  Coordinaten  ab. 

In  der  Einleitung  ist  auf  die  Ungenanigkeit  der  Constructions- 
oder  euklidischen  Methode  hingewiesen»  ebenoo  ist  von  den  durch 
Hipparehus  und  Ptolemaeus  in  die  Rechnung  elngeflBbrten  Sdmeo 
die  Rede,  und  von  der  Art»  In  welcher  letzterer  seine  Tafeln  be- 
rechnet hat. 

Nachdem  dann  der  Herr  Verfasser  im  ersten  Abschnitte  flie 
einzelnen  Funktionen  hergeleitet  und  ihre  Natur  und  ihre  wechsel- 
seitigen Beziehungen  in  sehr  eleganter  und  anschaulicher  Vieise 
aus  einander  gesetzt  bat,  weist  er  im  zweiten  Abachnitte  nach, 
wie  man  dieselben  auf  elementarem  Wege  berechnen  und  in  Tafeln 
aufstellen  kann.  Die  zweite  von  den  hier  zur  Berechnung  der 
einzelnen  Funktionen  angegeben  Methoden  ist  zwar  kurzer  ood 
einfacher,  aber  auch  oft  mit  Schwierigkeiten  verbunden,  da  sie 
auf  der  Auflösung  der  Gleichungen  von  höheren  Graden  berobl. 
In  demselben  Abschnitte  sind  noch  die  Kontrolle  Methoden  von 
Euicr  und  Legend re  besprochen  nnd  die  Logarithmentafeln  uod 
deren  Einrichtung  erläutert. 

■ 

Der  dritte  Abschnitt  handelt  von  der  Auflösung  der  Dreieciic, 
und  enthält  zahlreiche  numerische  Beispiele,  ganz  geeignet,  deo 
Anfänger  in  der  Lösung  trigonometrischer  AutgaUen  zu  üben. 

Im  vierten  und  letsten  Abschnitt  werden  suerst  die  so  Mes* 
sungen  nOthigen  Instrumente  und  deren  Gebrancb  besebriebeif 
sodann  einige  lehrreiche  Aufgaben  ans  der  Geodäsie  gelSst  wtd 
die  wichtigsten  Anwendungen  auf  die  Geometrie  und  Stenonoiri* 
gezeigt 
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In  d*r  apbiriBcb«n  Ttigonometrie  gebt  der  Herr  Verfasser 
Mgleidi  wo  die  Auftömg  der  Dreiecke»  d»  alle  nfitbigen  Vor- 
Iceimtaieee  bereits  Bend  III.  Tbl.  L  niedergelegt  worden  aind.  Alle 
bei  der  Auflusnog  epbäriecber  Dreiecke  vorkominenden  Fälle  eied 
bier  auf  eebr  Follstindige  Weise  entwickelt,  nnd  die  von  berübm- 
ten  Matbematikem  gefundenen  Formeln  mit  In  Betracbt  gesogen. 

Aus  den  GaiiJ^s 'sehen  Formeln  sind  zwei  für  die  ebene  Tri- 
gonometrie sehr  wichticje  Lehrsatze  hergeleitet;  —  diesen  für  die 
ebene  Trigonometrie  höchst  uichtii^cn  Reiationon  hat  Herr  Anger 
m  nnserem  Archiv  bereits  früher  Recboong  getragen. 

« 

Schliesslich  werden  noch  einige  Anwendungen  der  sphärischen 

Triironometrie  auf  die  Geometrie  und  GeodSsie  erwähnt.  Es  sind 
auch  hier  wie  in  der  ebenen  Trii^ononiclri*-  /ur  grösseren  Lehang 
des  Anfangers  zahlreiche  nuineriiische  Aul<^aben  gelöst  S. 


Aslrofioniie  and  verwandte  Wissenschaften. 

Zeitschrift  für  popu  1  ä re  M i tt h e i I  ii  n 2: e n  aus  dem  Ge- 
biete d  er  Astronomie  und  verwand  ter  Wissenschaften. 
Herausgegeben  von  Professor  Dr.  C.  A.  F.  Peters,  Di- 
rector  der  Sternwarte  in  Altona.  Band  I.  Heft  ^  Al- 
tona. lbÖ9. 

Die  beiden  ersten  Hefte  dieser  neuen  Oberaus  verdienstlichen 
Zeitschrift,  >velcher  wir  den  unbehindertsten  Fortgan;?  im  Interesse 
der  in  Itir  \  01  Irt  Icnen  Wisseri^clialten  \  on  Herzen  wünsche»,  sind 
im  Literar.  üer.  rsr.  CXXV.  iü.  1.  und  Nr.  CXXVJ.  6.  angezeigt 
worden. 

Das  vorliegende  dritte  Heft  enthält  zwei  Aufsätze.  Her  erste 
fiihrt  die  Uelierschrift:  »»Beiträge  zur  Biographie  von  F.  VV. 
Bessel.  Von  M.  VVichroann/'  In  einer  Vorbemerkung  spricht 
der  hochverdiente  Herr  Herausgeber  sich  über  den  Inhalt  dieses 
Aufsatzes  folgendermassen  aus:  „Die  nachfolgenden  Bruehetfleke 
ebier  Biographie  von  Beesel  sind  mir  von  Herrn  Professor  £r- 
msB  (is  Berlin)  aur  Pnblicstion  in  diesen  Blattern  sugesandt  wor- 
den. Bei  dem  Interesse«  weiches  jede  Kunde  aas  Ben  sei's 
Leben  den  Freonden  der  Wissenschaft  gewflhren  moss,  werden 
diese  Mitthellinigen  den  Lesern  der  Zeitschrift  ebne  Zweifel  will- 
koDsnen  sein.  Indem  sie  ein  totstes  Andenken  von  Wich  mann*) 


*)  Mder  bereits  verstorben» 
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blrtiB>  gewibren  ^  sngleidi  «iM  Eigtesong  wm  fcgfciniilm,  lai* 
der  nwvollMidetw  Sallittbiogra^lii»  ro»  BesseL   Dvch  Mvt 
BaiiehBageB  m  B  es  sei  imd  dMMii  Familie ,  so  wie  deidite 
EinUkltte die  liiniMlaMeneH  Papiere Beeeer.e,  belW'iclinata 
aieii  eise  oifaaaamie  nd  getieoe  VoceteUimg  der  eratee  Eat- 
fvidielwNgaiMriode  unseres  groasen  Aatroimiea  büdeo  bln«k 
Er  adieint  den  Piaa  gehabt  zu  haben,  die  von  ihm  gaaaaiittaltoa 
Naebrichten  io  einer  auaAlbrliclieB  Biograpbie  eiedenulegeo»  ab« 
eda  Ted  bat  die  Fertsetaung  and  Vellendniig  der  begonneaMi 
ArbdC  Terhlndert*'  —  Wir  fraaaten  nicht,  waa  wir  dieaee  Woiltt 
den  Herrn  Herauagebera  noch  Weaentlicbea  biaaufilgen  aoUtaa. 
Aber  ae  Tie!  kttniMii  wir  iwaeni  Leeem  waiebani»  daae  ibeen  die 
LMtHre  diaaer  BruchatOdce  einen  aebr  greaaeB  Geawaa  gatwlbm 
wird,  ao  wie  auch,  daae  ^ieie  in  deoaeibea  verkonaMMle  amta 
matiache  nod  aatroneviacliq  Natiaan  MegtniMit  an  vieiMMr 
lebmng  darbieten.  Wir  danken  daber  dem  Herrn  Henwageber  Or 
die  Mittbeilnng  dieeee  Anfantiea  recht  aebr,  und  waaadimn»  dam 
er  die  Terdiente  Beaebtnng  in  reichatem  Maaaae  inden  nitga» 
indem  wir  nur  nach  bemerken«  daaa  der  Anfaata  mit  dmn  fenerm 
Anfentbalte  Beaael*«  in  Bremen  nach  der  Bekanntwerdnag  wSi 
Olbera  bia  anr  Ueberaiedelung  nach  Lilientbal  (Angnat  18IM 
bin  Mta  1606),  weven  jedocb  nur  der  Anfang  aecb  mitgetbalt 
iat,  acblieaat 

Der  zweite  in  diesem  dritten  Hefte  enthaltene  Aufsatz  hat  dl»' 
Uehersclirift:  Beitrag  zur  Kunde  d  er  peri  o  d  i  s  ch  e  n  Eni- 
Wickelung  dor  t^flanzen.  Von  Or.  C.  H.  Germar/*  In  wel- 
chem der  Herr  N  erfusser  in  sehr  verdienstlicher  Weise  sehr 
interessante  hundertjährige  Beobachtungen  liher  die 
Laube  ntfaltung  der  frühen  Buchen  aus  dem  Sclilu;»5park 
zu  Augustenbure  auf  der  Insel  Alsen  mittheilt.  Indem  wir  aach 
auf  diesen  lehrreichen  AulMutz  aufmerksam  machen,  wünschen 
wir  sehr,  recht  bald  das  vierte  Heft  dieser  der  Wissenschaft  scbüne 
FrQchte  tragenden  und  deren  weitere  Verbreitung  wesentlich  tuf- 
demden  Zeitachrift  anzeigen  au  können. 


P  k  y  Bi  k. 

kebffbueb  der  Pbynik  mit  mfttbemftti«cb*f  Begcte* 
^Dg,  Z«m  Gebrnncbe  In  den  bitberes  Befealaii  vsA  mwm 
BelbetQnterriehte.  Von  Dr.  Augaat  Knoaek,  k  erA 
Prefeaaer  der  Pbynik  an  der  UniTerelfftt  la Wien 
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Zweite  V  c  r  f)  e  8  s  <?  r  t  e  u  n  <1  \  e  r  m  e  h  r  t  e  A  u  f  I  a  e.  Mit  390  in 
den  Text  e i nge<truc|(ten  Uoiz«cbBitton.  Wien*  1860. 
BraunuiUer.  Ö. 

Uravr«  Liesor  werden  sich  aus  den  im  Litcrarisehen  Berreht 
Nr.  rXXIV.  S.2.  —  Nr.  LXXXVI.  S.U.  —  Nr.  TV.  S.  7.  ijolie- 
fertcti  Anzeie;en  erinnern,  da8.s  der  Herr  Verfasspr  des  vorliegen- 
den aiiÄ^ezeichneten  Werke»  in  drei  methodisch  vom  Leichteren 
stim  ^ch"er«'ren  fortscbreitpndrn  Werken  ein* o  trefflichen  voll- 
gtfindiiien  Cuisn'*:  der  ^esnmniten  Physik  veröffentlicht  hat,  welchür 
nicht  s^niiL^  emplbhk'n  werden  kann.  Zwifscheri  dem  ,,I>cli  rbucbe 
der  Ex  fi  erini  en  tal  pbysi  k"  iukI  den  ,.Ntndieri  nu«  der 
höheren  Physik"  steht  das  vfirlie;;eriilc  Werk  gewissermasaen 
in  der  Mitte.  Die  erste  Autlai^re  desselben  ist  im  Literar.  Ber. 
Nr.  1..XXXVI.  S.  II.  niit  hiriroiehcnder  An^fi'ihrlichkeit  and  verdien- 
tem Lobe  von  uns  an^ezei^t  %\orden.  In  dieser  <»r*iten  Auf1a<;e 
muKstc  der  I>oser  liiiufiLier  auf  dny  oben  genannte  ,,Lehrbiieli 
der  Exp  er  im  c  n  t  a  I  |i  Ii  \  s  ik  **  Euriickcehen,  weil  hei<le  Werke  in 
einem  gewissen  inneren  Z(is.imnienhanL;e  »landen  und  nach  der  Ab* 
sieht  des  Herrn  Verfa»«ers  stehen  sollten.  Die  vml}ei»endc  neue 
Auflage  tritt  tiactepen  jetj^t,  ^^as  \\\t  ntir  sehr  lohen  können,  nfa 
ein  Völlig  scIbstständiLres ,  von  dem  erwähnten  kllemenlarbvciw 
ganz  wnabhängii»es  Work  auf,  indem  der  Herr  Verfasacr,  wie  et 
in  der  Vorrede  <<elhst  sai^t,  ,J)eniüht  war,  da«;  Werk  in  ein  selbst- 
slSndiges  Ganze  umr.uge^tulten,  so  dass  xntn  \  erständoiss  der  in 
demselben  behandelteti  Naturgesetze  und  ihrer  Begründung  das 
Nachschlagen  seiner  li.xperin«entalpiiy*:ik  oder  eines  anderen  Wer- 
kes jetzt  nicht  mehr  erfor<ler!irh  ist,  und  nur  die  Kenntniss  eini* 
gcr  einfachen  Lehren,  die,  einmal  Ljolernt,  nicht  leicht  verj;e.*««en" 
werden,  vorausgesetzt  wird."  Ucr  streng  mathematische  Cbarak* 
ter,  «reichen  wir  schon  bei  der  Anzeige  der  ersten  Auflage  mit 
B€t  vielem  Lobe  uns  hervorzuheben  bemuhten,  ist  dem  Werke  auch 
io  der  neuen  Auflage  nicht  lAoss  vollständig  erhalten  wordei^ 
sondern  dasselbe  ist  in  mehreren  Partieen,  ohne  die  experimeiiP 
tele  Seite  der  Physik  im  C>ertngsten  zu  vernachlässigen  und  hin* 
tenansusetien ,  noch  mehr  wie  früher  in  den  Vordergfund  getre- 
teo,  wobei  eich  jedoch  der  Herr  Verfasser  seiner  Absicht  gemäae 
ganz  streng  In  den  Grinzen  der  sogenannten  Eiementai-Matbe- 
natik,  so  w^eit  dieselbe  auf  Schulen  gelehrt  zu  werden  pflegt, 
gebalten  bat,  tvae  gegenwfirtig  um  so  mehr  gerechtfertigt  ersdieial, 
da  ja  die  später  erschienenen  Studien  aus  der  höheren  Phy- 
5«ik  denen,  die  «veiter  zu  geben  beabsichtigen,  das  trefflicbste 
Ufilfsroittel  darbieten.  Den  mathematischen  Darstellangen  ist  aueb 
in  dieser  oeiao  Anflage  ivie  in  der  frObereo  ein  mehr  geoinetri- 
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scher  als  reii»  analylisi  lier  Tharakter  verliei^en  «onien,  wju»  uir 
nicht  liloss  vollkomnien    bitli^^eii ,  sondern  als  einen  licsond«:reti 
\  orzug  eines  8olrhen  Werkes  erkennen,  weil  dadurch  demScbu- 
ler  die  sehonstt'  (ifiepfcinheit  ztir  Aruvenfluni;  seiner  in  der  reinen 
tlenienfar- Mathcinatik  erworbeocn  Kenntnisse  dargeboten  wird. 
Die  mathematisclien  Beweise  sind  überall  streng,  und  liefern  den 
Beweilt,  dass  der  Herr  Verfasser  selbst  in  .  einer  streng  mathema- 
tischen, hauptsächlich  geometrischen  Schule  erzogen  worden  ist, 
diesen  streng  geometrischen  Geist  in  erfreulichster  Welse  sich  im* 
mer  zu  erhalten  gevrnset  hat,  und  denselben  iiberaU  andi  iu  da« 
Feld  der  Anwendung  zu  übertragen  bemfibel  int,  was  namentttdi 
das  vorliegeode  Buch  für  Anfanger  va.  einer  buchst  lehrreichen, 
den  streng  raathematischen  Geist  immer  mehr  kriilltigendeo  wi 
weckenden  Leetüre  macht.    RucksichtÜcli  des  Inhalts  können  wk 
nur  im  Aitgenieinen  bemerken,  das«  eicb  derselbe,  mit  EinadiloM 
der  wicbtigsten  chenuschen  Lehren,  so  wie  der  Grundlebree  Am 
Astronomie  und  der  Meteorologie,  über  des  weite  Gebiet  der  gaS' 
sen  Physik  In  Kiemlicb  gleiebmissiger  Ausfiibraog  der  eioxelaes 
Partieen  erstreckt    £ine  grosse  Anzahl  gut  aosgefllbrteff  Hofab- 
schnitte  trMgt  sehr  viel  sowobl  zur  Dentlicbkeit  der  mstheiiistiscbes 
Beweise  eis  aoch  snr  Veranscbsulicboog  der  Welen  pbyslkaliscbcB 
Instmmente  und  Apparate  bei,  welche  nan  in  diesen  scb&n« 
Werke  beschrieben  nnd  erllotert  findet  Wir  kennen  nickt  sags*! 
wie  sebr  wir  uns  Aber  das  Erscbeinen  dieser  nenen  Anflage  des 
▼on  ans  schon  in  der  Anzeige  der  ersten  Aofiage  se  warm  cai- 
pfohlenen  Werkes  gefrenet  babeiip  da  bierin  zegleicb  unser  Irfibe- 
res  so  gfinstiges  Urtheil  die  beste  Bestätigung  findet  Dasselbe 
nimmt  in  Rficksicbt  auf  wahre  Grandlicbkeit  in  tbeeretiscber  Be* 
siebeng,  namentlich  aber  auch  rfidtflcbtlich  der  Überall  wwalten* 
den  mathematischen  Strenge,  firner  in  Bezug  auf  die  Dentticbkeit, 
mit  welcher  die  Terschiedeiiartigsten  Apparate  beschrieben  oad 
abgebildet  sind,  und  in  Bezug  auf  die  Umsicht,  mit  welcher  aocb 
stets  Anwendungen,  wo  sie  sieb  irgend  auf  dem  Gebiete  der  ei- 
gentlichen Praids  darboten,  Berilt^lchtigung  gefunden  haben, 
jedenfalls  eine  der  ersten  Stellen  In  der  neueret^  physikalischen 
Literatur  ein,  und  Terdient  daher  solchen  Anfängern,  dcaen  es, 
mit  einer  gründliclien  und  möglichst  vollständigen  Kenntniss  der 
sogenannten   Elementar* l^lathematik  ansgerii^tct ,   um   eine  eiu 
sprechende  v\ahrlialt  liründliche  Kenntniss  der  Physik  zu  thua  ist, 
vorzugsweise  zum  sorgfältigsten  Stndiuiu  empfobiea  zu  werden. 
%vomit  wir  nur  in  erhüheteia  Maas&e  das  wiederholen ,  was  wir 
schon  bei  der  Anzeige  der  ersten  Auflaire  mit  wärmster  Anerken- 
nung der  Verdieostlicbkeit  dieses  Herkcs  gesagt  haben. 
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Endlich  fünpii  »vir  noch  hinzu,  dass  da^selfje  we!?en  meiner 
grossen  neiitiichkeit  sich  i^an^  vorzüglich  auch  /lmd  SelhäUtudioin 
eignet;  und  (iass  namentlich  auch  alle  Lehrer  der  Physik  den 
reichsten  Nntzeu  aus  demselben  ziehen  können,  versteht  sich  nach 
dem  Obigen  ganz  von  selbst.  Mö??e  dem  Werke  die  Anerkennnncr, 
welche  e«  nach  nn^serer  Meinung  iu  jeder  ßeziebiiDg  ao  sehr 
verdient,  io  reichstem  AlaaMe  zu  XbeU  werden. 


Vemischle  SchriffteiL 

i 

Annaii  di  Mateiuatica  pura  ed  applicata  pubblicati 
du  Hariiaba  Tortolini  e  conipilati  da  E.  Hetti  a  Pisa, 
F.  Brioschi  a  Pavia,  A.  Genocchi  a  Torino,  B.  Torto- 
lini a  Koma.   4®.   (S.  Literar.  Üer.  ^^r.  CXXXL  >S. 9.)- 

No.4.  (Luglio  e  Agosto  1859.). 

Intorno  alle  coniche  ioscritte  in  una  stesea  superficie  svilup- 
pabile  del  quarto  ordinc  (e  terza  classe).  Nota  del  Prof.  Luigi 
Cremona.  p.  201.  —  Note  de  Geometrie  intinit^simale.  Par 
A.  IMannheim.  p.  208.  —  Sur  quelques  formules  pour  la  diffe- 
reutiation.  Par  M.  A.  Cayley.  p.  214.  «—  Dinioatrazione  dell' 
irreduttibilita  dell*  equazione  formata  con  le  radici  primitive  dell' 
unita.  Nota  del  Sig.  V.  A.  Lebesgue.  p.  232.  —  Sur  les  diffe- 
rences  de  Ii*,  et  sur  le  calcnl  des  nombres  de  Bernpulli.  Par 
E.  Catalan.  p.  239.  —  Ricerche  analitiche  sopra  le  attrazioni 
esercitate  da  uoa  Unea  plana  verso  un  punto  materiale  collocato 
nel  suo  piano,  ed  in  particolare  suU*  attrazione  del  quadrante  dt 
un  ellisse  verso  il  centro.  Nota  del  Prof.  ßarnaba  Tortolini. 
p.  244.  —  Intorno  ad  una  equazione  trinomia.  Nota  del  Prof.  A. 
Genocchi.  p.  253.  —  Applicazione  di  una  formola  d'inte^ral» 
deünito  niultiplo  alT  inte^razione  di  una  classe  di  equaziuni  a 
derivate  parziali^  e  a  coeilicienti  costanti  del  Prof.  Bar  naba  Tor- 
tuliiu.    p.  260. 

Rlvlsta  blbtlogr»lles.  Sopra  noa  nuova  espressiooe  pel 
rianitaote  di  due  equazioni  aigoluuhe.   Articolo  del  Prof.  Fr  an-  * 
eeseo  firioeehi.  p.  202.  —  Pabblicasioni  reeenti.  p.5MM. 

i\o.  5.  Nettembre  e  Ottobre  185*J. 

La  Teorica  dci  Covarianti  e  degii  Invarianti  delie  forme  binarie, 
e  le  sue  principali  applicazioni.  Monosfratia  del  Sig.  Prot.  F. 
Brioschi  (Continiiazione).  p.  265.  —  Sur  les  Hijnes  de  cyurbare 
de  ia  aurface  dee  .oodea  par  M**.  £d.  Comb ea eure.  p.  27ö.  -~ 
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üsservaziotti  euila  precvdente  MemoHa  del  Stg.  Prof.  Francesco 
Briü8chi.  p.  285.  Foodaroenti  di  una  Teorica  generale  delie 
fuiizioiii  dt  Uli«  variabile  complefssa  di  B.  Riemauu  (Traduzione 
dal  Tedesco).  p.  288.  —  Sopra  akune  proprieta  deila  propaga- 
zione  deüa  rorrciite  elettrka  nei  fili  teUgrafici»  dedoUe  dalla 
Teoria  dt  Ohm.  Nota  del  81g.  Filippo  Keller,  p.  3QS.  — 
Sopra  aicune  Ii  nee,  e  superticie  lierivate.  Memoria  del  Sig.  Prof. 
Barn  üb a  Tortolini.  p.  310.  —  Extrait  d  une  lettre  de  Mr. 
Mich.  Roberi^»  a  Mr.  Tortoliui,  sur  la  tbeorie  des  eqnaüons 
algebriques.  p.  3^. 

isopeiim^tricbe  alla  forout  eanonlca.  Ardeolo  del  8%.  FtU,  F. 
Briaschi.  n.  333.  -  Diffemtial  EquaUona  by  Geois»  Bod«. 
AiÜcolo  d*l  Prof.  Baroaba  TortolioL  p*33Ai 

Balletins  de  l'Acad^niie  Royale  des  scieocea,  des 
lettre«  et  des  beaoz-arta  de  fielgiqoe.  (Vergl.  Lilerar»B«r. 
Nr.  CXXV.  S.  7.). 

W»»  ABB^e»  S4r.  T. I.  1857.  TreaUeMiitf«  da  terre  ea 
1855»  par  M.  A.  Perrey.  Rapport  de  II  Ad.  Qoetelet.  p.  46. 
^  OccaMatioD  de  JopÜer  par  la  lone,  le  12.  jaofier  1867;  noto  par 
M.  Ern.  Qu e tele t  p*ttO.  ^  Note  aar  lee  IreaibleaMuts  do 
terre  reasentis  eo  1885 ,  airee  euppUmeiite  paar  lee  aaa^  ant^ 
riears;  par  M.  A.  Perray.  DeoiiteM  Partfa.  Tremblöneata  de 
terre  en  1865.  p.  64.  (Sebr  vallatiadige  md  ileiaa»ige  Arbeit). 
Note  de  M.  GeoiUar  aar  la  conatitatiao  pbyaiqna  du  aoletl.  Rap- 
port de  M.  le  capMalna  Liagre.  p.221.  Smr  loa  trlaagolatioBa 
qui  oot  ^td  failaa  aa  Belgtqae  po^rieurement  ä  1830;  par  M.  le 
g^n^ral  Nereabvrger.  p.281.  Obaervatioaa  dea  paaaagea  de 
la  lune  et  dee  dtoilea  den^oM  eolmioation ;  parM.  A.  Qaatelet 
p.  478. 

SÖ*»"^  An  nee,  2"»«  Sor.  T.  !!.  18f57.  Essais  analytiqaes.  Lea 
lignes  du  troisieme  ordre;  par  .M.  K.  Dauere  au.  Rapport  de 
II.  Brasseitr.  p.  7.  —  Deterniinatian  de  la  diff^rencc  de  loa* 
gitude  de  Hruxelies  et  de  Berliti;  par  51.  A.  Qaetei e  1.  p.  17.  — 
Obserfatioas  de«  pawaages  de  la  lune  et  des  dtoiles  de  m<^me 
colmination  faites  en  1865  et  1^;  par  M.  A.  Qaeteict.  p.  18. 
—  Theorie  eeomctricftie  des  raynns  et  rentres  r!e  conrbure;  par  M. 
E.  Lamarle.  p.33.  (Sehr  lescnnwerthe  Abhandlung).  —  Theorie 
g^onM^trique  des  rayoes  et  ceatres  de  rourbure.  INote  additiooelle. 
Par  M.  Lamarle.  p.  307.  —  Variations  annuelles  des  iostro- 
aeola  aiMoroleglqfiea  ä  BmaaMea;  par  AI.  A.  Qaetelet.  p.  321. 
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^  ViflMItM  fcoMdf^i  des  itottmlifliili  mtfltetol^lqiiM  Bnix«!«; 
4MbMrfiitt«M  fiiMiM  4iMi  !•  poyitMe.   9^  arttde;  par  M.  A. 

eoorlmra»  Note  addHioMile»  Gtarbe«  tadwüblei  m  type  ey- 
d«rdal.  0tf  M.  LaMsrIe  p.l(tt.  (&obMi). 


(Juterrichtsweseu. 

Ate  ioli  in  der  vorige«  Nnmnet  dee  Litenrieebee  Beriehts 
des  Referet  Uber  die  eee  etieeeeae,  neeh  neieer  yeilkoaimepeiee 
UebemoguDg  in  eilen  BesMuegen  ia  beben  Grade  trefliebe 
„Oatefriebte*  nad  Prfifoaga-Ordeeag  der  (preaeel^ 
«eben)  HeaUebnlea  and  der  bftberen  Blrfereebolea" 
«ebvieb,  lag  air  aar  den  Oeleber*Jieft  1809<  dee  MCeatral* 
blatte  fir  die  geeamnite  Uaterricbte*Verwalfaag  Ia 
Preoee.ea  Ten  Stiebh'  fer»  welebee  fdr'e  Srete  aar  aater  I. 
•  den  Lebrpian  nad  die  iaaere  Ciiiederaag  der  Real- 
eebalen,  nnter  ÜL  die  Unterecbeldnng  der  Realeobalen 
«ad  derea  Bereebtigungea,  aad  baupteichllch  nater  Ii.  den 
Regleaieat  fflr  die  AbMnrieatea-Praruogea  der  Real- 
eebttlen  eatbilt»  aa  wekbee  letatere  leb  micb  daber  bei  metaein 
Refwat  aaeb  aar  aliein  angeeebioeeea  belM  aad  aaseblleeeea 
bemite.  Uns  NoTeüber-Meft  18M.  des  geniaatea  Jouraali^ 
welebee  8,(M0.A  aecb  Erlinterade  Eri^liraagea  an  der 
elgentlicbea  Unterrlebte«  nad  Prflfnnge-Ordnnng  alt- 
tbeilt;  war  damale  necb  aicbt  ia  meinea  HSoden.  Naaientiicb  In  Be^ 
aiebnag  aaf  meine  In  Jenem  Referat  rSckelcbtlich  dee  Unterricbfa 
In  der  bOberen  Anelyeie  gemachte  Bemerkung  halte  ich  mich  Jetit 
für  rerpliiehtet  —  nnd  tbne,  wegen  dee  eebr  lebhaften  Intereeeee, 
welebee  leb  aa  diecem  aenen  Reglemeat  nnd  den  Lehranetaltea, 
die  daeeelbe  betrifll»  aehme,  diee  nach  eehr  gern.  —  hier  naebtrSg« 
lieh  in  bemerken»  daee  die  Eriinterungen  (8.066  a.  a.  O.)  necb  fei 
gende  Beetlmmung enthalten :  «Beeendere  beffthigte  Abtbei- 
Innge n  nnd  fim«el»e  tolemtvalle Mlitlar  in  Prima  wird  der 
Lehrer  aach  in  die  hObere  Aaalyeie,  dIeDlfereatial*  nad  lategnd« 
reebnnag  aad  die  epbiriaehe  Aetronomie  elaAlbfea  Wfmmtm»*'  — * 
Paea  leb  aach  dieee  Beetlmmung  luater  Aicaer  Wwgm  mit  dem 
vellkemmeneten  Bei^  begrüsee  und  in  deraelben  anr  neeb  mehr 
die  greeee  Umeieht,  mit  welcher  den  fragiiche  Reglement  Terfeeet 
letf  freudigst  erkennet  versteht  eich  von  eelbet.  Nur  gegen  jede 
obligaterieebe  Ginfttbrung  dee  UnteirichlB  In  der  liSberen  Ana* 
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lyeiM  in  den  Lehrplan  der  Realscbuten  und  als  eigentlictier 
Priifungs-Gej;eri stand  erkläre  ich  mich  nach  vfie  vor  io  be- 
stimmtester Weise.  Mit  einBelnen  talentvollen  Schfllem 
dcD  Versuch  zu  machen,  wenigstens  dies  zu  könneii,  d.  h.  daiu 
die  Erlaubniss  zu  haben,  ist  ganz  in  der  Ordnung,  und  kann  ge^^ 
die  hohe  Uoterrichts  •  Behörde  nur  zu  neuem  aufrichtigen  Danke 
auflfcjrdern.  Wenn  man  aber  einmal  einen  solchen  Versucfi  niacfat, 
dann  thue  mau  es  auch  in  völlig  strenger  Weise,  nicht  etwa  so 
ä  la  Lacroix  seliiren  Andenkens,  oder  nacfi  der  Weise  mancher 
deutschen  Elementarbücher ,  welche  auch  der  lüfferentialrecboiiiig 
einige  Seiten  widmen,  und  zwar  den  Begriff  der  Gränze  einftibreo, 
aber  den  argen,  die  ganze  Darstellung  ve>Uig  illusorisch  machenden 
Fehler  be-t  lien,  dass  sie  bei  ihren  sogenaiiiilei»  (kränzen  -  Be- 
stimmungen oder  (irfin/en  -  l^rmittelungen  die  Eulwfen«  eiocr 
Gränze  schon  stillschweigend  voraussetzen,  wogegeu  duch  der 
lir»rhweiii  dieser  Cixlateiix  einer  kränze  gerade  dat»  ist, 
worauf  es  zunächst  und  hauptsachlieh  ankommt.  Wie  schädlich 
ein  solcher  ganz  niii:riiri(ll;<:}ier  und  fehlerhafter  Elementar -Un- 
terricht für  der»  li-ilieren  l'iit erricfit  ist,  und  wie  entmuthigend  er 
bei  diesem  letzteren  namentlich  auch  aul  (He  Schüler  ^>irkt  ^v#»nn 
ihnen  klar  gemacht  wird,  dass  sie  das  fnifier  Erlernte  vuHii:  bei 
iSeitc  \\  eilen  und  sich  in  ganz  neue  Vorstellungen  und  Anscbauun 
gen  finden  müssen,  kann  nur  der  Lehrer  gehörig  heurtheileo, 
welchem  bei  dem  bühcren  Unterrichte  eine  reiche  und  vielfache 
Krf^shrung  zur  Seite  steht,  und  der  es  als  einen  w  esentlii  [len 
Theil  seiner  Aulti  dte  hetrauhtet  ,  si(  h  im  Eiozelueo  uiit  den  üe- 
dQrfnissen  seiner  S(  fiuier  bekannt  zu  machen,  und  jeden  nach 
seiner  Individualität  ^enau  kennen  za  lernen.  Grunert 
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Literarischer  Bericht 

CXXXVL 


Am  27.  Juli  1859  starb  zu  Saalfehl  nach  zwei  und  einvier- 
teljähriger segensreicher  amtlicher  Wirksamkeit  als  I^ehrer  für 
Mathematik  und  r^aturivissenscbaft  an  der  dortigen  HeaJschalej 

tiet  betrauert  von  «einen  VorgeaeUeOs  Collegen  und  Schulern» 

« 

Dr.  Andreas  THIlfr, 

vr«lcheni  4w  Atebiv  einige  »ehr  wertbvolle  lleiCrl^e  rerdankC. 
Dmalb»  wnt  geboren  %m  Helba  am  11.  September  1833. 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Die  Märtyrer  unter  den  Naturforschern.  Ein  Vor- 
trag zu  Gunsten  der  Humboldt-Stiftung  gebaiten  zu 
Stettin  am  7.  Februar  186Ü.  von  Dr.  II.  Emsmann,  Pre- 
feiisor  zu  Stettin.   Leipzig.  O.  Wiegand.  1860.  8. 

So  H-ie  die  im  Literarischen  Bericht  Mr.  CXXX.  S.  1.  ange- 
zeigte Schrift  deMeU)en  Herrn  Verfassers,  eotbfiit  auch  die  vor- 
liegende  einen  in  mehrfacher  T^eziehang  intereesenteo  Beitrag  sur 
Geschichte  der  NaturHrieeeoechaftv  wenn  auch  die  in  demselben 
mitgetheilten  Thatsacheo  schon  allgemeiner  bekannt  sind  als  die 
in  der  früheren  Schrift  gemachten  Mittbeilungen.  Neben  Anaxa- 
goras«  Aristoteles,  Aristarch,  dem  Bischof  V^irgllius  von 
Salzburg  im  8ten  Jahrhunderte ,  hahm  nafurlrch  die  bekannten 
Schicksale  Roger  6acon*s,  des  Copernicns,  Giordano 
Bruno's»  Kepler's  und  hauptsSchlicb  Galilei's,  mit  welchem 
•riiUXXXlV.  Hfl.  4.  4 
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da8  eigentliche  Märtyrerthum  in  den  Natarwis^eoficbaften  scbüe»!, 
die  meiste  iierücksichtigung  gefundeo. 


Aritlimetik. 

Auitttg  aui  einem  Briefe  des  Herrn  Doctor  W.  Lei- 
mann  in  Spandau  an  den  Herausf^eber. 

Der  Hauptmann  a.  D.  Adolf  von  der  Schulenburg  Ik 
Magdeburg  hat  sich  seit  Jahren  in  die  Theorie  der  hoberei 
algebraischen  (xleicbungen  so  weit  hineingearbeitet,  dass  es  iha 
gelungen  ist«  allgemeine  und  sehr  merkwürdige,  mir  bisher  unbe- 
kannte Sätze  zu  entdecken»  welche  die  Form  der  Wurzeln  aller 
Glelcbuogen  in  Faoctionen  der  CoefBcienten  evident  dantellcn, 
indem  das  nfache  jeder  Wursel  einer  Gleiehnng  des  uten  Grades 
aqs  AuflSsungssummen  ausammengeaetxf  ist,  deren  jede 
gleich  Ist 

(wobei  i/ ,  Vf  z,  u, ....  die  Wurzeln  der  j^egcbencn  Gleichung  des 

•  «Hfl 

Ilten  Graden«  Vi»  Vi,  Vit  Vi»....  aber  die  n  verecbiedepm 
Wurzeln  der  ntcn  Ordnung  aas  1  sind,  nimlicb,  wenn  n  gerade 
ist,  4-1  und  -^1  und  n — 2  imaginSre  Wurzeln »  und  wenn  n  ao- 
gerade  ist»       und         imaglofire).  Unter  diesen  AuflOsungt- 

n 

summen  ist  die  erste  r-|  z-fM  +  indem  hier  \  1  überall 

=  1  gesetzt  wird;  sie  ist  irleich  dem  Entgegengesetzleii  des  foef- 

ficieoten  ?oo         io  der  gegebeueo  Gleichung;  in  jeder  der  ülm- 

m 

gen  fi— 1  AnflOsungssummen  aber  werden  fülr  Vi  alle  n  veraeliie» 

n 

denen  Werthe  von  Vi  gesetzt,  und  zwar  fiSr  die  verscbiedeneo 
Auflusungssummen  in  verschiedener  Perniutation.  Herr  von  der 
Schule nburg  zeigt  alsdann,  dass  die  .genannten  n  — 1  Aaf- 
Ivsnngssummen  die  Formen 

VF,  C(VF)»,  DiVf^\  iB(VF)«, ....  ilf(vF)«-* 
■ 

haben»  wobei  VF  fiberall  mit  derselben  (reellen  oder  imagial* 
ren)  itten  Wurzel  aus  1  maltiplieirt  gedacht  werden  muss  (so  daai* 
wenn  man  nach  und  nach  alle  n  Wurzeln  -aus  1  wShIt»  alle  n  Wa^ 
zetn  der  gegebenen  Gleichung  herauskommen),  jede  der  GrlSssea 
/*,  C,  D,  £»....  aber  von  der  Form 
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jede  der  GiCesen  G',  P,       D',  £%....  aber  von  der  Form 
e 

ist,  U.S.W.  Er  entwickelt  eiiu'  Methode,  \^  ie  TDiin  r,  f^,  f),  ]R, ....  ilf 
vermittelst  Gleichunuen  heHliminen  kann,  die  den  (ri  —  I  jsleitGrad 
nicht  iiberstei^'en ,  und  bedient  sich  (]azu  nicht  nur  der  Vdlistän- 
di^en  symmetrischen  Functionen  von  ^,  »,  z,  k,  sondern 
auch  der  get heilten  sjnnnetrisrhen  Functionen,  auf  welche 
Abel  in  seif)em  Heiveisp  der  üniii'iulichkeit  <ler  allirenieijicn  Auf- 
lösung der  tlen  4teii  Grad  öher>[(  inenden  Gleichungen  keine 
Rücksicht  genommen;  er  zeigt,  dass  die  Gieichui)i;cri  zur  Bestini- 
niansr  der  getheütcii  •  \  mmetrisehen  Functionen,  wenn  i^ic  auch 
anfangs  vom  uieti  oder  eineiu  ikx  ii  indiereu  (iiaii  zu  sein  bcheinen, 
sich  doch  auf  den  (n — l)s(en  Grad  zunicklühren  lassen,  und  legt 
dadurch  die  Schwfichc  des  A  I)  e  l'schen  Beweise**  der  rnmüglich- 
keit  der  allgemeinen  Auli'isnn^  dar.  Er  fuhrt  die  allgemeine 
Auflösung  der  Gleicbungeo  des  fünften  Grades  in  ex- 
tenso durch. 

Es  iet  wegen  der  grossen  WeitlSofigkeit  dieser  Arbeit  nicht 
xa  ^erwandern,  dsss  Herr  von  der  Scbulenburg  seine  Ent- 
wickelüng  noch  nicbt  so  weit  ausgefiBbrt  bat«  dass  Jeder  andere 
Matbematiber  von  Profession  sich  daraus  Ternehmen  konnte;  die 
▼ollstindige  Ausfitbrnog  mochte  noch  ein  btelbes  Jahr  anf  sieh 
warten  lassen,  und  die  Vollendung  des  Drocks  sich  bis  g^n 
den  Schlnss  des  gegenwirtigen  Jahrss  hinaieben. 

Ich  Tiabe  die  moralische  Ue  herzeugun  g,  dass  der  Ver- 
fasser die  Schwäcfie  des  AheTsehen  Beweises  aufgedeckt,  die 
allgemeine  Auflösung  der  Gleichungen  des  5ten  Grades  getunden, 
und'  dadurch  ein  Problem  gelost  hat»  woran  man  seit  250  Jahren 
vergebens  arbeitete,  und  dass  seine  Methode  sich  auf  alle  höheren 
Gleichungen  ausdehnen  lassen  iviirde,  wenn  nicht  die  zu  grosse 
Weitläufigkeit  *iie  Ausführung  verböte.  Dass  hier  nicht  von  prak- 
tischer Anwendung  auf  numerische  Gleichungen  die  Rede  sein 
könne»  versteht  sich  von  seihst;  das  Interesse  ist  rein  wissenschaft- 
lich; es  handelt  sich  hauptsächlich  um  Uarleming  der  Schwäche 
des  Abel  sehen  Beweises.  Meine  gründliche  Revision  der  Ma- 
noscripte  erstreckt  sich  auf  die  1  heorle  der  Gleichungen  des  .^(en 
und  4ten  Grades,  und  ich  finde  darin  ein  abgeschlossene!^  (ian/es, 
worin  der  organische  Zusammenhang  viel  klarer  nachgewiesen  ist 
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ab  voo  Cardaa  md  Bombe  Iii;  mmmmditm  Im^  idb  te» 
der  VeiltMcr  tob  den  CHeldrangen  dee  Sie»  CStedae  \AAm  Uv 
fllmicbtlich  eotwielKlt  liat,  seboe  eelur  weit  verfolgt«  end  fiit 
darin  eine  au^aaliiiudeae  atreage  Cooaeqacas  md  SdUbfe,  e«- 
menfiidi  eine  bevroodemawtrdlge  Sidierbeit  ead  Leichtigkeit  m 
Iveliiaiieh  d«s  Imaginireii ;  mit  eieeai  Worte»  ieb  iMdte  dve  T«> 
Gmer  för  einen  Mann«  welcher  der  Aofgabe,  die  ^  sieh  Torie- 
aetist  bat,  ^evi  achten  mL   Die  geordnete  Ausarbeitung  der  Blatter, 
nelche  mir  vorgelegen  haben,  wurde  an  ood  filr  sich  schon  do 
^tes  Buch  werden,  auch  ivenn  das  t^ndziel,  die  allgemeine  Auf- 
lusong  der  (ileichungen  des  5teri  (>rades,  noch  nicht  hinznkSme. 
lüt  ai^er  da«  Endziel  erreicht  und  in  tlie  Oefloutlichkeit  (»epeben, 
»o  ist  an  dein  glücklichen  buchhäudh'rix  Ikmi    Lrfolge  nicht  /n 
zweifeln,  insofern  man  sein  Augenmerk  nicht  uut  deu  Ai'>at/.  in 
Deut--.(  fil.itj(l  allein,  sondern  aucb  auf  das  ganze  iiisseoscbatüiche 
Europa  und  Amerika  richtet. 

*  Sollten  Sie»  hochgeehrter  Herr  Frofeaaor«  geneigt  «ein,  die 
▼OD  mir  hier  i^egebenen  Notizen  in  Ihre  gescb&tate  Zeitschrift 
anfxanebmen,  so  «rürdeii  Sie  dadurch  dem  Herrn  vooderSchu- 
ienbarg  irod  mir  einen  grossen  Gefalieo  thnn;  denn  es  ist  nicht 
sa  sireifeln»  dasa  die  Bekaontmacbung  auf  den  ?on  soliden  Bacb- 
bandlangen  au  fasaenden  Entaeblusa  des  Verlags  einen  sehr  we- 
aentiicbea  £ia0naa  haben  wSrde.  Ich  aber  bin  bereit»  alle  Ver» 
antirorhing  au  (ragen. 

SpandoH  »  den  21  Mira  1860. 

Dr.  J.  U.  W,  Lebmaon. 

Auflosung  der  al^i^cbrai^chen  Gleichungen  aller 
Grade.  Von  L.  M os8  br  u  ui^er,  Lehrer  dor  Mathema- 
tik an  der  Kantontüchule  zu  Aarau.  Aarau.  Saoerlfin- 
der.   1859.  4» 

Gegenüber  der  voratebenden  Anzeige  des  Herrn  Doctor  Leh- 
mann» nacb  %veleher  Her?  von  der  Scbulenbnrg  in  Magde- 
bnrg  die  allgemeine  Aafloanng  der  Gleiehnngen  gefunden  haben 
soll»  halte  ich  mich  ftbr  Terpllichtet,  an  bemerken»  daaa  mit  einem 
«Aarau»  den  17teii  Ueeember  1890''  datbten  Briele  die 
oben  genannte  Schrift  von  ihrem  geehrten  Veriaaaer  mfar  angeeaadt 
worden»  und  etwa  am  Ende  dea  vorigen  oder  am  Anfange  dea 
lanibnden  Jabra  in  meine  Binde  gelangt  ist  Leider  bat  nh  bii 
jetzt  die  notbige  Zeit  nnd  Rohe  gefeMt,  dieae  Schrift  efaier  aa 
aorgraitigen  und  eingebenden  Prflfnng  so  mterwerfiM,  wie  dieeelba 
namentlich  bei  einem  Gegenataade  von  der  Art  den  In  Rede  ate- 


Digitized  by  Google 


UUrartMCkiT  Bfrieki  CXXXYL  5 

benden  unbedingt  nothfg  ist,  wenn  ich  mich  soll  für  berechlift 
inUlao«  «in  bestimmtes  Urtbeil  zu  fällen,  oh  Herr  Monsbrugg^r 
Minen  Zweck,  die  allgemeine  Auflusnng  der  Gleicbiingen  sn  ge- 
ben, .wirklich  erreicht  hat.  Ich  bin  also  genOtbigt,  ein  sotchee 
beetunnte«  Urtbeil  noch  zurück-  und  einer  epSteren  Zeit  vorzn- 
bebalten,  wtrde  aneh  deabalb  Ober  die  Terfiegende  Schrift  f0r 
jetnt  nocb  geecbwiegen  heben,  wenn  mir  nicbt  eo  eben  die  rev* 
etebende  Ankfindignng  liea  Herrn  Doetor  Lehmann  angegangen 
wire»  welche  nnvenSgÜch  anni  Druck  an  bringen»  ich  mich  flir 
verpflichtet  hielt  '  Dadurch  glanbte  ich  aber  nach  meinen  Grand- 
aStaen  in  aolchen  Dingen  angleich  auch  die  Verpflichtnng  Aber* 
nommen  an  haben,  von  der  obigen  aett  etwa  einem  Tierteljahre 
in  meinen  Händen  befindlichen  Schrift  filr  jetat  wenigstena  eine 
vorlSafige  knrae  Anaeige  an  liefern,  wie  ich  diea,  eine  weitere 
Beeprechnng  mir  noch  Torbebaltend,  jetat  thnn  werde. 

Zuerst  8€i  daher  im  AllgeniiMnen  bemerkt,  dass  Ht-rr  1..  IVIo^s- 
brogger  in  $.7.  der  obigen  Schrift  die  allgemeine  Auflösung 
der  Gleichung  dea  »teo  Grades  gegeben  hat,  welche  er  auf  die 
Form 

gebracht  und  also  in  gewöhnlicher  Weise  daa  aweite  Glied  ana 
der  Gleichung  weggeschafft  annimmt,  bevor  er  an  der  Auflosung 
-  aelbst  ubergeht.  Diese  Wegschaffung  des  aweiten  Gliedes  wird 
in  1.  gelehrt.  Nach  einem  für  die  Gleichungen  alter  Grade  im 
Allgemeinen  übereinstimmenden  Verfahren  wird  nun  auerst  In  §.2. 
die  Auflösung  der  Gleichung  dea  dritten  Gradea  gegeben,  welche 
an  der  gew&bnlicben  Auflösung  dea  Cardanus,  natürlich  auf 
einem  heaonderen,  Herrn  Mona  brugger  eigenthümlicben  Wege 
Mrt  In  {•  3«  wird  die  Auflösung  der  Gleichung  dea  vierten ,  in 
(.4.  die  der  Gleichung  dee  Alnften  Gradea,  überall  in  gana'  allge- 
meinen Formeln  und,  wie  achon  erwfthnt,  bei  den  Gleichungen 
aller  Grade  nach  einem  im  Wesentlichen  flbereinatimmenden 
Verfahren  gegeben.  Dann  beaehftfligt  eich  in  §.6.  Herr  Mona- 
brugger  mit  der  allgemeinen  AufKianng  der  Gleicbnngen  gerader 
Grade  von  der  Form 

geht  In  {.6.  an  der  Anfl&emig  der  Gleichung  dea  aeebaten  Gra- 
dea iber,  und  giebt  dann,  wie  achon  oben  erinnert,  in  {.7.  gana 
im  AUgemeinen  die  AuflSaung  jeder  beliebigen  Gleichung  dee 
nten  CSradea. 

Diee  iat  im  Allgemeinen  der  Inhalt  der  offenbar  mit  greeaer 
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Sorgfalt  und  Genauigkeit  verfri^steii  Schrift.  himI  die  ani^ewaiidte. 
bei  den  rribi^ichen  Gleichuni»eii  zu  der  hckaiiiitfi-ri  rardaniscbrn 
Aallösunj»  führende  Methode  für  die  Oleichuiitieti  aller  Grade  im 
Weseiitiicbeo  dieselbe ,  was  jedenfalls  ein  günstiges  Vorurthetl 
erwecken  muss.  Mehr  über  die  Ikletbode  hier  zu  sagen»  ist  für 
jetzt  nicht  möglicb,  iodem  wir  uns  mit  der  Bemerkung  begnügen 
müssen,  dass  dieselbe  Booftcbst  und  hauptsächlich  auf  die  Bü> 
diiDg  einer  Hfilfsgleichung  zurückkommt,  welche  bei  der  allgend* 
n«n  Gleichung  des  uten  Gradee  vom  Grade  »(f»  — 1)  Ist. 

Ich  wiederhole,  dass  diese  An/eiue  IVir  jctzl  durchaus  nur 
als  eine  vorläutige  zu  belrachteii  ist,  utid  dass  ith  niicli  eines  be- 
stimmten Urtheils  über  den  Werth  und  Lriulg  der  iMigeuandten 
Methode  ganz  enthalte,  dasselbe  einer  s[>ateren  Besprechung  vor- 
behaltend. Es  wurde  die  jetzige  Anzeige  auch  i^anz  unterblieben 
sein^  wenn  ich  tiicht  duicli  die  su  eben  eingegangene  vorstehende 
Ankündis^ung  des  Herrn  Doctor  Lehmann  «jenuthigt  worden  wäre, 
oder  vielniehr  durch  dieselbe  mir  die  Verpüichlung  auferlei^t  ge- 
tilaubt  hätte,  zugleich  liber  Herrn  Mossbruggers  Schrill  ini 
Kurzen  zu  berichten.  Unter  allen  Bedingungen  ist  dieselbe  der 
Aafmerksamkeit  und  Beachtung  der  Leser  zu  empfehlen. 

Grnnert 


Astronomie. 

Aufruf. 

Joaunis  Kepleri  opera  omnia  ^ 

edidii  Chr.  F  riech*   FrancofuiÜ  et  Erlangte,  Hey  der  et 

Zimmer.   VoKI.  1858. 

Eine  Ehre,  deren  eich  mancher  wenig  bedeutende  Schrift^ 
Atelier  In  Dentschhuid  r&lupt«  war  einem  der  gromten  Namen 

unseres  Vaterlandes  bisher  nicht  widerfahren;  wlrlietueen  ketne 
Gesammtauggabe  der  Werke  Kepler'«.  Und  doch  gehört  Kep- 
ler au  den  wenigen  Aus^ierwählten,  bei  denen  jeden  Epithel 
fiberflüetlgf  die  nicht  dem  Fachmanne  allein,  sendem  jedem  Ge- 
bildeten bekannte,  ruhmgekrönte  Gestalten  sind.  Kein  beson- 
derer Gau  kann  ihn  sein  eigen  nennen,  ^le  Orte  seiner  Geburt» 
»einer  Eraiehung  und  8eib«ii»uudigcn  Thaiigkeii  machen  üiu 
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zum  Deutschen  im  all^^emeinsteii  Sinne  des  Wortes.  Br  htt 
4eD  deutschen  Geist  für  immer  und  alle  Zonen  vcilicrrlicht 
darch  Tiefe  der  Gedanken  und  un?erwiistiichen  Humor,  durch 
Ausdauer  sonder  gleichen  und  angebrochene  Phantasie,  dnrch 
unerschütterliche  Ehrenhaftigkeit  und  seltene  Urtheilskraft. 
Und  die  Froducte  dieses  Geistes  existircn  ^rossentheils  nur  in 
wenigen  Exemplaren  oder  Mnd  geradezu  bloss  handschriftlich 
▼orhanden.  Sollen  die  widerlichen  £rbarmUchkeiteo,  welche 
einen  der  edelsten  Menschen,  die  es  je  gab,  sein  ganies  Leben 
hindurch  verfolgten,  sich  noch  an  seinen  unsterblichen  ^Arbei- 
ten forts*  t'/en,  und  uns  Epigoncii  beschieden  sein,  die  allent- 
halben zer^ireuteu  Erzeugnisse  seiner  Hand  nach  und  nach  dem 
Untergange  geweiht  «i  sehen,'  wi^  seine  Zeitgenossen  einst  um- 
sonst die  Stitte  suchten,  wo  seine  irdischen  Ueberreste  rohen? 

In  acht  vaterländischer  Weise  hat  Professor  Frisch  seit 
vielen  Jahren  in  aller  Stille  daran  gearbeitet,  diese  Schmach 
von  uns  abzuwenden,  und  tritt  nun  mit  einem  völlig  geordneten, 
aus  den  lersehiedensten'  Quellen  mit  bewnndemswttrdig^er  Auf- 
opferung gesammelten  Materialc  iiir  nicht  wenii:<  i  als  acht 
•/ieinlich  starke  üande  vor  die  Verehrer  Kepler  s  hin,  deren 
Zahl  Legion  —  sein  sollte.  Zwei  bereits  erschienene,  den  er- 
sten Band  bildende  Hefte  entlialten:  Mysterium  CosmograplU- 
cum,  Apologia  Tychonis,  Calendaria,  Opera  Astrologica,  mit 
wichtigen,  hauptsächlich  aus  Kepler'»  üriefwechsel  geschöpften 
Commentareo,  und  zeugen  iür  die  Umsicht  und  Sorgfalt,  welche 
hier  aufgewendet  wurden,  um  uns  die  Werke  des  unvergängli- 
chen  Todten  in  würdiger  Gestalt  voriuf&hren.  Aber  das  treff- 
liehe Unternehmen  stockt — aus  Mangel  an  Theilnahme.  Schon 
einmal*)  erhob  ich  meine  .Stimme  im  Vereine  mit  meinen  Kol- 
legen: Argelander,  Hansen,  Eucke,  Gould,  Feters, 
Rumker,  Struve  d.a*u«j*.  Zech,  leider  nicht  mit  der  ge- 
wünschten Wirkung  au  Gunsten  dieser  so  hödist  verdienstlichen 
Publikation,  die  nicht  nur  eine  alte  Schuld  Deutschlands  an 
einen  seiner  Iien lichsten  Söhne  bezahlen,  sondern  die  heutige 
Welt  in  den  Stand  setzen  soll  an  der  (Quelle  zu  schöpfen,  was 
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wähle  heute  zu  diesem  wiederholten  Aufrufe  ein  Or^n  * )^  dae  alt 
Reliquie  des  deutschen  Reiches  doppelt  berufen  ist,  sich  &. 
Hönisch  kaiserlichen  Majestät  Mathematikers  inmaehneii.  Jf  ige 
die  petriotische  Begeisteriing  für  elneii  mileren  groneB  Deet- 
•cbeD^  deren  NeehUiuige  wir  noeh  vemehmeii ,  dch  auch  hier 
bew^ähren!  Kepler  litt  im  Leben  h;iiiptsächlic]i  unter  der  uii- 
gluckseiigsten  aller  Spaltungen  un^ereM  Vaterlandes;  möge  die 
KriBBerung  an  ihn  versöhnt  werden  durch  die  Einigkeit,  mit 
der  wir  lieitrageii  nir  Bniditiuif  eliiee  DenluBale,  des  in  wie 
ren  Tagen  von  der  Presse  dauernder  und  erfolgreicher  gegroa» 
det  wird  als  iliirch  Meiüsel  und  Marmor!  Wenn  nur  einige 
Länder  noch  dem  von  Preussen  und  Oesterreich  gegebenen 
schönen  Beispiele  in  Unterstütsung  dies^  Untemehmeos  hei- 
treten^  wenn  Insbesondere  öffentliche  Biblietheken  es  nicht  Ter- 
sehmahen^  ein  Werli  an  erwerben,  das  jeder  derselben  aar 
Zierde  gereichen  wird,  so  ist  die  üercidiening  nicht  bloss  der 
deutschen,  sodern  der  gesarninten  Literatur  um  einen  wahren 
Schatz  gesichert,  dessen  universeller  Charakter  in  der  glinsen* 
den  Liberalität  der  msaischen  Regiemng  einen  sprechendci 
Ausdruck  gefunden  hat. 

Wien,  den  17.  December  1859.  C.  v.  Liitruu. 


Physik. 

Lehrbuch  der  Physik  zum  Gebradcbe  bei  Vörie« 
sungen  und  aum  Selbstunterrichte  von  Dr.  VV.  Eiaan« 
lobr,  Groaahersogl«  Bad.  Geheimerathe  und  Professor 
der  Pbyaik  an  der  polytechnischen  Schule  In  Carla- 
ruhe, u.  6.  \y.  Achte  verbesserte  und  vermehrte  Auflage. 
Mit  665Holaacbnitten.  Stuttgart.  Krala  und  HofTmano. 
180O«  8> 

Wenn  ein  pbyslkaliachea  Lehrbuch  In  einem  veihlltniaflniaalg 
kurzen  Zeiträume  in  einer  achten  Auflage  eracheint»  —  gevvisn 
ein  aeltener  Fall»  wenigsteua  in  lleutscbfamd,  ao  hat  dni«h 
dieaeo  greaaen  dem  Werke  geocbeokten  BeMI  daa  Pubfikomtühor 

dessen  Werth  and  Vertrefflichkeit  ein  Drtbeil  geaprochen,  gegen 

UrspfttfigUeh  »iCgstheilt  la  der  „Leopaldina.  Nr.»/* 
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welches  jede  weitere  Krittle  auch  «elbct  ()ann  verhtumroen  mös9te, 
wenn  dieselbe  ninht  so  voliHtfindIg  mit  der  Stimme  des  FubUr 
kums  übereinzuBtininien  ^\ch    gedrungen   lühlte,   wie  diet  b^i 
dem  Unterzeichneten  njcLhiclitlich  de»  vorliegenden  Werkes  der 
Fai!  ist.    Der  Unterzeichnete  kennt  und  benutzt  diese»  Werk  seit 
langer  Zeit,  und  bekennt  gern  und  dankbar ,  aun  demselb?D 
Vieles  gelernt  und  dureb  4MS^bo  vielfach  bei  «eine«  Bestrebun- 
gtn  luiterstutzt  wordM  lo  sein.   Vor  allem  ist  die  grosse  Fulif 
▼OD  Thstsacbm  bsrvorzu beben,  die  in  dieteoi  Werke  enthalten 
sind,  wobei  es  sich  zoglelcb  über  4|is  ganze  Gebiet  der  Physik 
gliraliinässig  verbreitet,  so  dass  es  scliwsrlisli  sioan  Geseiist«i94 
g^lMli  nOcbte,  über  den  man  nicht  eine,  wenn  auch  aitweilen  Dor 
Imne,  alwr  ffir  den  Kaodigeren  und  Geäbteren  stets  ansreicheade 
Bdfihrung  in  deniaelb«a  (liiide.    Dabei  sind  die  bolrelbiiden  nu- 
mcrMiaB  Bestimmupgeii  überall  sehr  vollstiUidlgf  gttBaW  als  \^ 
«kUii  aadaivtt  Warlioiii  und  ubersU  saicb  dep  oeusalM  und  beste» 
UBleinaelittiigeB  gegtben«   Die  zu  dsn  Vtrattdieo  erfoiderllclm 
jMtniiiiMite  und  Apparate  «{od  durchgängig  nach  Ibrea  a^neslep^ 
«ad  bessern  Einrichtoegen  sehr  deetlicb  beeehneben  yod  dereli 
eel»  gat  anegefllhrte  UeliecMtte  erlMiiteit,  so  wie  aueh  iiire  Vor* 
ellge  vnd  Mingel  stete  BerflcicsicbtigitBg  gefenden  haben«  and 
ip  Ihrer  Handhabung  die  ndthigen  Flngeraeige  gegeben  werden 
aind«  Unter  den  Instromenten  sind  nicht  gmde  Ueee  die  neneelee 
^nd  lieeten,  eondem  auch  die  ilteren»  eotlten  dieeeilien  anob  an» 
wellen  nur  olne  hletoifsche  Bedentong  haben,  wie  i.  fi.  daa 
Saneett^e'eeheHaar-Hygrenietsrnnd  einige  andere«  besehrieheii 
weiden,  wae  jedenfatte  Tolletftndig  gebilligt  werden  ranee,  nnd  von 
Vielen  dankbar  erkannt  werden  wird.  Im  Gänsen  kann  man  sagen, 
daee  rMsIchtlieh  der  Tbatseeben  nnd  der  physlkalieebeii  Inetra- 
mente  dae  Torllegende  Werk  eine  im  bOeheten  Grade  foNeHndige 
Darstellvng  der  hentigeo  Physik  liefert,  was  wenigstens  allee  We- 
sentliche «nd  irgend  Wichtige  oder  zu  kennen  WAoecbenswerthe. 
betrifft.  Aber  auch  die  dafin  befolgte  wissensehaftlicbe  Darstellung 
ist  eine  sehr  ansprecheode  nnd  grfindlicbe,  die  mit  zweckmässiger 
Kürze  sehr  grosse  Deutlichkeit  und  Bestimmtheit  vereinigt,  und 
überall  das  ,  worauf  es  bei  jedem  Gegenstande  vorzugsweise  au- 
komnit,  gehürif;  hervorbebt  und  in  den  Vordergrund  stellt.  Und 
ist  die  Darstellung  auch  nicht  vorherrschend  eine  niathcinatische, 
die  sie  bei  der  ganzen  Anlage  des  Werkes  und  dem  durch  das- 
selbe  zu  erreichenden  Zweck  nicht  sein  konnte  und  seilte;  so 
gehört  dasselhe  doch  keineswegs  in  die  grosse  Klasse  derjenigen 
physikaiiscben  ßächer,  welche  vor  jeder  niatliem  i tischen  Betrach- 
tang zorflckschreckcn.    Vielmehr  muss  mau  dem  Herrn  Verfasser 
daee  Zengaiss  geben»  dass  er  auch  in  dieser  Beziehung  so  ?iel 
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geleistet  hat,  wie  der  Zweck  de^  Boches  ir!*end  gestattete  oim! 
forderte.  Wo  der  (^es^enstand  eine  mathematische  Behandlung 
io  Anspruch  zu  nehtnen  [jerechtii,'t  war,  ist  dieselbe  auch  aüt 
elementarem  Wege  rieuflich  und  bestimmt,  zugleich  sr>  einfach 
wie  niöfjlich,  qec^ehen  «forden,  namentlich  auch  io  dem  mechaoi- 
sehen  Theile  der  Physik,  in  welchem  bekanntlich  so  viele  andere, 
selbst  beliebte  physikalische  Bücher  sehr  schwach  siod*  Natflrlich 
ist  überall  nur  so  weit  gegangen  worden,  wie  die  voraaegesetstee 
elementaren  Kenntnisse  gestatteten,  was  ganz  mit  dem  Torge- 
steckten  Ziele  flbereinstiromt,  in  welcher  Besiehung  wir  z.  B.  anf 
die  Lehre  vom  Pendel  verweisen,  wo  ner  die  lieluuiote  Femel 


=  2?«%/  -  ben 
1  ff 


iesen  worden  ist,  natürlich  nicht  bis  zu  der  die 


Zeit  einer  Pendelechwingong  enedHIckendeo  unendlichen  Reihe 
fortgeschritten  werden  konnte,  zu  der  nur  auf  dem  Wege  der  In- 
tegrelrechnnng  tn  gelangen  mBglich  Ist,  Endlich  heben  wir  nedi 
hervor,  was  wir  Jedenelt  Air  einen  heaonderen  Torsog  ehiee  ph^ 
dkallTOhen  Lehrhnehe  «i  halten  geneigt  elnd,  daen  flheraU  da% 
waa  als  anegemachte  Thatsache  betrachtet  werden  darf,  von  dia» 
waa  aar  Zelt  nnr  hypotbetlech  Ist,  «treog  gesondert  worden  iat 

Üeber  den  Inhalt  eines  Buches,  welches  in  einer  acliten  Auf- 
lage vorliegt,  im  Einzelnen  noch  etwas  sagen  zu  unllen,  \TÜrde 
natürlich  ganz  unnütze  W^eitläufigkeit  sein.  Dass  in  der  neuen 
Aaflage  alle  neueren  Entdeckungen  nachgetragen  worden  sind, 
▼ersteht  sieb  nach  dem  Obigen  ganz  von  selbst,  wobei  Übrigens 
die  in  der  vorbergebenden  Auflage  helolgte  Eiotbeilung  auch  in 
der  neuen  ganz  beibehalten,  und  nnr  erat  am  Scbluss  ein  neaer 
Paragraph  eingeführt  worden  ist,  was  die  vielen  Lehrer,  welche 
daa  Buch  bei  ihrem  Unterrichte  benutzen,  dem  Uerrn  Veifaaaer 
gewiaa  heeondera  Dank  wiaaeo  werden. 

Möge  das  Buch  auch  in  Heiner  neuen  Gestalt  so  segeosreteb 
wie  bisher  zur  Fürderung  einer  der  schönsten  und  edelsten  Wis- 
senschaften wirlvcn,  und  der  Herr  Verfasser  darin  seine  beste 
Belohnunt;  tinden  für  die  auf  dessen  Aui^arbeitung  und  stete,  mit 
der  fortschreitenden  Wissenschaft  gleichmässige  Weiterführung 
verwandte  sehr  grosse  Sorgfalt  und  Mühe.  Vorzugsneisie  allen 
Lehrern,  aber  auch  für  das  Selbststudium,  kOnnen  wir  dasselbe 
mir  zu  sorgfliltigäter  Beachtaog  auch  in  seiner  neaen  Ausgabe 
dringend  empfehlen. 
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Vermischte  Schriften. 

BaUetifis  de  TAcad^mie  Royale  des  selenees»  da« 
lettres  et  des  beaux-arU  de Belgi^fue«  (VergL Llte?«f. 
Ber.  Nr.GXXXV.  S.14.). 

26"«  Ann^e.  2'"«  Set.  T.III.  1857.  Sur  un  m^moiro  de  M. 
J.  F.  Kanieaux  intitule:  Des  lois  suivant  lesquelies  les  dimen- 
sions  du  corps,  datis  certaines  classes  d'animuux,  detcrminent 
la  capacit^  et  les  lumn  oments  tonctlonelles  des  Poumons  et  du 
coeur.  Rapport  de  Th.  Schwann.  (Ganz  nuatheiiiatisch  ge- 
haltener physiologischer  Artikel),  p.  94.  —  D<*termination  de  la 
difference  des  loni^ifudes  des  observatoires  de  Uruxelles  et  de 
Berlin;  par  M.  A.  Quetelet.  p.  104  —  Sur  les  etoiles  tiLintes 
et  le  niagn^tisnie  terrestre,  extrait  dune  lettre  de  M.  Hansteen 
Ä  M.  Ad.  Quetelet.  p.  105.  —  Etoiles  ülantes  observees  au 
mois  d'aout  1S57,  a,  liriixelles  et  ä  (iand ;  iiote  de  M.  A.  Que- 
telet. p.  110.  —  Les  etoiles  (ilantes  du  mois  d  aoiit  IH57;  par 
M.  Wartmann,  pere,  de  Geneve.  p.  121;  —  Recherche8  sur  la 
persistance  des  impresbions  de  la  retiiie ;  par  M.  Meisens.  p. 
(Sehr  lesenswerlh).  —  Theorie  g^ometrique  des  rayons  et  centree 
de  coorbure.  2""*  noto  additionelle :  par  M.  Lamarlc.  p.  295. 
(S.  oben).  —  Note  sxix  la  mesure  de  precisiou  des  obserFations 
möridlennes  faites  a  l  observatoire  royal  de  ßruxelles;  par  M, 
Liagrc.  p. ^KSO.  —  Coup  d'oeil  sur  les  appareils  enregistreurs 
des  phönom^nes  raeteorotogiques  et  proj^t  d'un  nooTeau  bysteme 
d'iostrumeDts ;  par  M.  Ch.  Mootigoy.  p.465. 

Monats-Bericht  der  KOnigl.  Preussischen  Akade- 
mie der  Wissenschaften  zu  Berlin.   Januar  1860. 

Durch  die  Liberalität  der  KÖDiglichen  Akademie  der  Wtssen- 
•ehefteo  in  Berlin  ist  der  Heransgeber  des  Archivs  in  den  Stand 
gesellt  worden,  regelmässig  und  sogleich  nach  dem  Erseheinen 
dieser  Monats -Berichte  deren  Inhalt  —  natQrlich  nor  so  weit 
derselbe  In  den  Kreis  des  ArebWs  der  Mathematik  und  Physik 
gehurt»  —  anzeigen  in  kßnnen,  wofür  derselbe  hier  der  Kfinigll- 
eben  Akademie  seinen  yerbindlicheten  and  geborsameten  Dnofc 
niieiiispfedien  nicbt  nnterlassen  kenn. 

Das  vorliegende  Heft  (Janaar  1800)  eothäit  streng  genommen 
zwar  nur  eine  in  den  Kreis  des  Archivs  eehnrende  Abhandlung, 
auf  welche  aber  die  Leser  unserer  Zeitschrift  besonders  aufmerk- 
sam gemacht  werden  müsseo,  da  dieselbe  jedenfalls  sehr  lehr- 
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reich  ist  und  jedirade  ^fiuäbtmig  «elir  ?0rda«iit  £0  i»i  dies  dfe 
Abbrnndlnng : 

Ueb«r  di«  Prufangsmittel  des  Stroata  der  lej* 
deeer  Betterie. .  %'#a  fierre  Mit— >  S«S-^&Mi 

BegrefflicbeiwelM  kSBoes  wir  auf  EioielaMtMi  ia  Smm  Iila> 
Miiadiap  Bmkkt^  afebt  «leieahaB.  ladeaa  bemerfcaa  wir  ia 
Alli9BMiaeB  Folgaadea.  Oer  Herr  Ver&aaer  aagl  !■  Eiogange 
■aiaar  Abfcaadlnag:  «»lai  dektriaclif»  Strome  aatafaclwidet  mtm 
die  EliktridUlteiaaage»  OidM^keil^  Eatladaagadaoer»  Art  der  Eni- 
hAmm  Rkhtaag  dea  Strena."  ,,Die  ElektrieitlteaMge  vM 
dareh  dia  Aaialil  gieiebwertbiger  ErNtgaagaakte  gemcaaaa,  walcha 
die  Batteriat  die  Uicbtigfcatt  dardi  die  Anaabi,  welebe  die  Fllr^aa 
Mbttt  dcvaalbea  in  dea  eiabtrlacbaa  Zaataad  veraatat  bat  Dia 
Salladaag  der  Batterie  geacbiabt  dareb  Ibra  Verbiadaag  wH  dev 
Scbliaaaaaggbogeo,  ia  walcheai  der  EaHadongsslroia  darcb  fiel- 
faake  Wirkangen  merklicb  wird.  Aber  die  Stirke  diaaar  Wir> 
Imag«»  lat  im  AUgamciaea  aicbt  gegebea  dnrcb  die  ¥faataiBa 
der  EiafctrialtilameDga.  aad  DIcbtigkeil  der  BatUrie«  anma 
M»eb  die  Daaer  aad  Art  dar  Eatladaag,  ia  eiidgan  FÜlaa  aack 
dli  Biabtaag  d«i  Stramea  keanaa.  Zeit  aad  Art  der  Eatla* 
daag  aiad»  bei  coaataatar  BlektridtitameBge  aad  Diebtigkeif, 
fefipdetÜck  mit  der  Baecbafeabait  dea  ScblieaaoDggbogen» ;  aia 
treidan  iadirert  baatlmmt  daiak  Baobacktnag  der  WirkoBg  dee 
Bliamea.''  »Die  haeptaicttlickataa  Prfltegamittal  dea  EaHaduogs. 
atnMMi  beawec|en  die  Kaaataiaa  diaaar  nabakaaataa  Facterea 
dea  Streaiea  and  dSrfen  aar  aolcbea  WIrknagee  aetnammea  aala, 
welche       der  Zelt  and  Art  dar  Entladeag  abbaof^.*' 

In  (lieser  Bezlehuii<»  werden  nun  nach  und  üach  discutirt: 
§.  1.  Die  Llongatioji  der  ^Iaij;netnadel.  —  §.  2.  Ala^etisirang  von 
Eisennadeln.  —  §.3.  i>chlagweite.  —  §,4.  Emärmuog.  —  ^.5. 
Elektrodynamische  Abstossung.  —  §.6.  M^hanische  Wirkung. 
Globen  von  Metalldräthen.  —  $  7.  Chemische  Wir  kung.  Zündung, 
—  }.  8.  Polarisining  von  Metaiipiatteo.  BUdaog  vou  ätauhugurea. 
Üurchbohrane  von  Pai»ier. 

Wenn  auch  nicht  ei^entÜch  Iji  den  Kreis  des  Arrhivs  üfhn- 
read,  kOnneu  doch  als  allgemein  iotereaaaot  bier  oocb  die  bakleo 
lolgeadea  Anlaätie  erwAliot  werden: 

KantMt  Beitrag  aar  Keantaiaa  dea  Verweaange* 
praaeaaea.  8.3&-'S.44 

Hfilme:  Ueher  die  Wirkong  des  amerikaniscben 
Pfeilgiftes. 
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